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KeoeB  Verfohren  der  Foorierschen  EDtwiokelong 
der  doppelperiodiBotaen  Fonctionen. 


Tott 

Hwn  Dr.  B.  Maknmiii 


Wt  den  Foorkndiea  EntwicUnngen  der  doppelperiodiicheit 
FuetioMm  dritter  Art  hat  Hot  Knuiie  snd  eine  AozAhl  seiner 
SthUer  ridi  dngehend  beuhlftigt.  Die  Hanptresnltate  dieaer  Unter- 
ueksBigeB  finden  lich  in  einer  Beihe  tod  AbhwuUnngen  in  den 
.."■tifi"  Auftlen**  niedergelegt  *).  Wmn  der  Teriiuaer  ^em, 
^äck&lli  ein  Schaler  dei  Herrn  Pro!  Krann,  hier  noch  einnul 
aif  du  Problem  nrOckkonunt,  m  geschieht  m,  om  sn  zeigen,  dait 
fii  Bmltate,  «dcbe  beNits  gefnnden  rind,  »nch  »nf  einem  »deren 
Woge  g^udei  werden  kOnneo.  U.  s.  dirfte  dieser  Weg  eich  be- 
MMdem  deshalb  empfehlen,  weil  die  Entwicklnng  der  Reihen  so  nnr 
die  Hüfte  dar  Redinnngen  erfordert,  welche  in  den  erwihnten  Ar- 
bdtn  nStig  sind.  NftmÜeh  in  den  Arbeiten  des  Herrn  Krante  wird 
das  ganse  Problem  snr&ekgefBhrt  anf  die  Behandlang  sweier  Fvnc- 
äonea,  nimlicb  der  Functionen 


(U) 


I)  T|l.    ,M«thw     AoimIm*    Buid   30,   pag.  41S  ff.  nnd    pttg,  i\t  ff.; 
BMd  SS,  p*g.  Ul  ff.;  BMd  as,  pa«.  lOS  £;  Band  39,  pag.  ITT  ff, 


t.  Hata.  «r  rfc)«.  a  a«ik*,  i 
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Jede  dieser  Primfanctionen  wird  nnn  für  sich,  die  eine  ganz  anab- 
bängig  TOD  der  andereD,  in  eine  trigcnotDetriache  Reihe  entwickelt. 
Et  soll  Jetzt  im  folgeodea  gezeigt  werden,  dass  bei  Zagnmdelegang 
zweier  andern  Primfanctionea  die  DoppeUrbeit  nicht  ndtig  ist, 
BODdern  das«  die  far  die  eine  Function  gefundenen  Reanlttte  dnrch 
ein  einfaches  Verbbren  direct  anf  die  zweite  abertragen  werdea 
können,  daas  also  „die  trigonometrischen  Kntwickelnngen  aller  doppel- 
fj^riodischeo  Fanctionen  dritter  Art  anf  die  Betrachtnng  einer 
„einzigen  Primfanction  znrOckgefillut  werden  kAnnen."  Dieae 
letztere  Primfnnction  in  mannigbltigst  mCgUcber  Weiae  zu  ent- 
wickeln, wird  nicht  unwichtig  sein  mit  BQcksicht  anf  die  mannig- 
fachen Formen,  in  denen  die  trigonometrischen  Bfiihen  nnaerer 
Functionen  in  praxi  gebraucht  werden,  z.  B.  bei  zahlentheoretiaohen 
Untennchnngen. 


I.    AUeltviff  der  Pi1afUietI*neM. 

Eb  mfluen  hier  dnige  Bemerkungen  über  doppelperiodiache 
Functionen  swelter  Art  ToransgeHchickt  werden.  Eine  jede  solche 
Function  kann  bekanntlich  dargestellt  werden  in  der  Form 

(2J    ^W-*,(,-A)*o('-A).   .   ■*.(--/>-) 
Ifan  erweitere  jetzt  diesen  Bruch  mit  der  GrOsse 

n..(.-!_,.)...(._f-,.)...,.(,-'-=i,..) 

wobd  1  eine  ganz  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet. 

Dann  wird  der  Nenner  von  -F(ji>  die  Gestalt  annehmen: 

wo  k  jene  Constante  bedeutet,  die  in  der  Formel 

auftritt    Der  Zahler  von  F{»)  bat  durch  die  Torgenommene  Ope- 
ration die  Gestalt  angenommen 
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Eatmclabn^  itr  dtpp4lperhdiidn  I^clien4».  3 

Aber  jedes  dazelM  Teilprodact,  welches   noter  dem  Zeichen    n 

TOikommt,  ist    eine   ganze  Thetafanction  vom  Grade  i  ond  kann 
Bit  kdehter  Muhe  rerwandeU  werde»  in 


wobei  o«  eine  ans  den  GrAsaen  ag  nnd  ßa  linear  Eniammengesetzte 
GrOase  i§t  nnd  die  Begtimmnng  der  et"'  uch  mit  leichtester  Ulthe 
beweiiitelligen  Ittast ').  Jedenäilla  argiebt  sich  ans  dem  bisherigen 
ohne  weiteres,  dasa  die  Fnnction  F^m),  von  nnwesentUcben  Factoren 
al^esehen  gleichwertig  ist  einer  Samme  von  m  .  i  Functionen  9(9) 
TOB  der  Form 

»aC^U+it-^i.  At)  ■  »a(U+U„  Jt)  .   .   .  »^(U  +  IAm,  It) 
^''  —  i-*o(lr  — 1(J„  1t)  .  »^(iM-lß^  Xt)  .    .    .  *o{i«-i(J-.,  iT) 

*o  die  >1  leicht  in  bestimmende  Conatante  sind.  Andererseits  aber 
kann  als  bekannt  Toranagesetzt  werden,  daaa  eine  Function  <p{t),  wie 
KhoN  Hermite  gefanden  bat,  nnter  der  Yoranssetznng,  dasa  alle  ß 
im  Nenner  von  einander  yerschieden  sind,  sich  dnrch  eine  Summe 

.=1         '  »tC^-lßg,    iT) 

dmtdlen  Ubut,  wobei  die  Ca  nnd  Bt  in  einbchstar  Weise  za  be- 
Aimaien  sind.    Hiermit  ergiebt  sich  folgendes  Schlnsareanltat: 

^e  FsBction  F(»)  in  <2)  kann,  von  nnweaentUcbea  Factoren 
„wiederam  abgesehen,  dnrch  eine  Snmme  TOn  Functionen 

_  &^ll,-XBa,  It) 

*'  »ollM-Xßa,  It)*    ■    •    ■ 

i^daigeatellt  werden." 

Wie  die  Bestimmong  der  Factoren ,  mit  denen  die  einzelnen 
Svamanden  (3)  behaftet  sind,  sieb  am  praktiachaten  ansfahren  läast, 
ind  wie  die  Anzahl  der  Summanden  (3)  durch  Zasammenfassnng 
eiaielner  sich  verringern  Iftsst,  aind  Fragen,  die  von  Interease  sind, 
weil  sie  fiber  die  praküacbe  Anwendbarkeit  der  nnten  folgenden 
Methode  entscheiden.  Aber  Itber  den  Rahmen  dieser  Arbeit  ward« 
£e  ansfUirliche  Beantwortnng  dieser  Fragen  hinausgehen. 


I)  Targl.  .Math.  Aniulnt"  XXX,  fg.  SIS. 
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4  Uokrmannt  N*utt   Vttfah^H  ä«r  Fomimekm 

Wendeu  wir  odb  jetzt  den  doppelperiodiBchen  Functionen 
dritter  Art  zn,  ao  können  die  B&mUichen  Functionen  dieser  Art 
bekanntlich  als  Quotienten  zweier  Frodncte  von  Thetafanetionen 
dai^eBtellt  werden  ^) ,  haben  also  die  Form:  (von  einem  nnwesent- 
Ucben  Factor  abgesehen) 

wobei  f«  ^  0  sein  kann,   d.  h.,  wo  £e  Zahl  der  NnllBteUen  in 

einem  Feiiodenparallelogramm  ^  die  Zahl  der  Pole  sein  kann. 
Eb  soH  femer,  wie  in  den  Eranse'schen  Arbeiten,  noch  angenommen 
werden,  dass  die  ß  im  Nenner  von  F{m)  s&mtlich  von  einander  ver- 
Bcbieden  sind,  indem  filr  den  entgegengesetzten  FaJI  anf  eine  Aibeit 
des  Herrn  Appell  *)  verwiesen  wird. 

1)    (I  >  0,  oder  (*  =  m, 
wenn  m  eine  ganze  positiTO  Zahl  bedeutet 

Es  werde  statt  der  in  Kede  stehenden  Function  F{»)  die  Function 
ip(a)  _  F{m)  .  9a(mz—mß,  mv) 

betrachtet,  wo  fi  eine  ganz  beliebig  gewählte  Constante  bedeutet. 
Die  Function  ^{«)  ist,  wie  man  ohne  weiteres  einsieht,  eine  doppel- 
periodische Function  zweiter  Art,  kann  also  nach  dem  olugen,  wenn 
die  beliebigp  Zahl  1  —  i«  angenommen  wird,  eraetrt  werden  durch 
eine  Reihe  von  Snmmauden  tou  der  Form 

9-f,  (mi — mgg,  mt) 

Hieraus  folgt,  dasa  die  Function  F(»)  linear  in  eine  Sumöie  Ton 
Prlmfhnctioneu  zerlegt  werden  kann  Ton  der  Form 


oder,  was  anf  dasselbe  hinauBlElnft!  In  dem  Falle  f4  >  0  kann  unser 
ganzes  Problem  darauf  redncirt  werden,  die  Function 


l)  Vgl.  ■■  B.  Appell  „Snr  Im  fonctioii»  donblnuetit  piriodiqUM  de  troi- 
ilttne  eephce.*  Annale*  d«  l'Ecolo  Norm.  SopÄr.  lU*"  ■&!•,  tomei  I.  II, 
oder  die  DoGtordluertation  de»  TerfsMen,  Boitcnk  IBB9,  pag.  10. 

a)  VgU  Appell  (i.  «.  O. 
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ßüwielithing  der  dapptlptTiedUdun  /uaelüiMN. 


in  trigonometriBche  Beihen  m  entirickeln.     Daher  soll  die  Fnncüoti 
P,(t)  die  erste  Primfnaction  genKnnt  werden. 

2)    (t  <  0,  oder  fi  =  —  m. 

In  dieeem  Falle  mOge  bUU  der  Faoctiou  F{m)  in  (1)  die  Function 


belnehtet  «erden.  Dieselbe  ist  wieder  eine  doppAlperiodiacbe  Fnoc- 
tion  xweitor  Art  Ebenso,  wie  vorhin,  ergiebt  sich,  daes  F{%i  in 
9  von  Functionen  serlegt  werden  kann  von  der  Gestalt 


Hieraos  folgt  leicht,  date  als  zweite  Primfnncüon  die  Fanctios 

(5b,     i-.M -*•'—■;•,;>'-» 

angesehen  werden  kann.  Es  soll  jetzt  von  den  beiden  PrimfnncÜonen 
in  (5a)  und  (&b),  die  etwas  einfacher  sind,  als  die  in  (ta)  nnd  (Ib) 
angqebenen  Kranee'schen ,  znerst  die  Function  P|(>)  behandelt 
wwdfiD  nnd  dann  gezeigt  werden,  dass  die  Entwiekelong  von  P,(t) 
■ich  aaf  diejenige  tos  P,  {»)  inrackftthren  Usst 


n.    Ent«  trir«Mmetrlaebe  ^twlekeliuf  tob  P,  («). 

Weil  die  Function  P,(i)  nnr  ein  Specialfall  der  Eranse'soben 
Primfnnction  (Ib)  ist,  so  mOssen  natOrlich  alle  Besnltate,  die  Herr 
Sraase  für  seine  Primfnnction  gefunden  hat '),  auf  P|  («)  sich  durch 
Speäalisimng  ohne  weiteres  Übertragen  lassen.  Es  soll  hier  die 
trigonometrische  Entwickelung  von  P,(i)  nach  einer  Methode  ge- 
geben werden,  die  sich  in  den  Eranse'schen  Arbeiten  noch  nicht 
findet.  Diese  Methode  bemfat  anf  den  Untersuchungen  von  Herrn 
Appell  am  mehr&ch  angegebenen  Orte,  durfte  sich  aber  vor  jenen 
Dntersnchnngen  durch  grossere  Allgemeinheit  anszeichnen. 

In  der  Ebene  einer  Variablen  x  denke   man  sich  ein  ParaUe- 

1)  Tgl.  .Hatli.  Aiiiialui-  XXXV,  pk^  977  ff. 
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loKramm  coaBtrairt  auf  folgende  Weise:  Hem  ziebe  die  Linie  (0,  t), 
[wotMi  r,  wie  schon  vorhin,  nach  Jacobischer  Bezeichnung  den  Para- 
meter der  Thetafnnctionen  bedeotet]  und  za  dieser  Linie  zwei 
Parallele  durch  die  Punkte  — i,  -j-};  ferner  ziehe  man  durch  die 
Punkte  -]-nT  nod  — ot  (n  eine  ganze  Zahl)  Parallele  zur  reellen 
Axe  der  ic-Ebene.  »  mOge  jetzt  ein  ganz  beliebiger,  aber  fester 
Paukt  im  Innern  des  eben  definirten  Parallelogramms  sein,  während 
ffg  einen  beliebigen,  aber  festen  Pankt  der  Linie  (— },  -\-\)  bezeich- 
nen mOge.  Endlich  möge  noch  angenommen  werden ,  worin  eine 
wesentliche  Beschränkung  nicht  besteht,  dasa  anf  den  durch  ~nt 
and  -{-ni  gezogenen  Parallelen  ein  singnlärer  Pnnkt  von  Pi(a— le) 
nicht  liegt  Nach  diesen  Festaetznngen  bilde  man  sich  jetzt  eine 
Function  A(*J,  die  folgende  Eigentflmlichkeiten  besitzt: 

1)     R(xJf\)  ~  Rix). 

2}  n  —  0  sei  fflr  S(x)  eine  ansBerwesentliche  Singnlarit&t  er- 
ster Ordnung,  R^  sei  das  Residanm  von  R{x)  fttr  x  —  0. 

S)  Ausser  x  =  0  habe  R{x)  im  Innern  unseres  Parallelogram- 
mes  keinen  weitereu  singnl&ren  Punkt 

4)  -K  (^  d: "')  m3ge,  wenn  n  aber  alle  Grenzen  hinaus  wftchst 
dem  absoluten  Betrage  nach  immer  unterhalb  einer  endlichen  Grenze 
bleiben,  oder  es  mOge  doch  wenigstens 

mit  wachsendem  n  unendlich  klein  werden. 

Nach  erfolgter  Auswahl  einer  solchen  Function  Rix)  bilde  man 

(6)  JPtiz~x).R(x).dx 

erstreckt  Ober  den  Umfang  unseres  Parallelogramms.  Da  P](«-t)  . 
R(i),  wie  sofort  zu  ersehen,  die  Periode  1  hat,  so  werden  sich  die 
Integrale  längs  der  beiden  Seiten  (-j  -bt,  —  i+«t)  nnd  (-|-i— wt, 
+4+"^)  gegenseitig  fortheben.  Ferner  wird  die  Function  P](i—ik)  . 
Rix)  in  dem  Punkte  x^~  «r  den  Wert  annehmen 


»(if'-a-Q+nT  — a) 

»0  («  -  ir,  +  nt  -  S)  .  *o  (' - 's  +  "')  ■ 
(-1)" 


>i.(o-H «-«,.)  .  ^*  .  P,(,_ir(,)  .  R(«-„-„r) 
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Aber  dies«r  Ausdruck  wird  vermöge  der  vierten  Torussetmiig  Sber 
S(x)  mit  wachseDdem  »  dem  abeolBten  Betntge  nach  kleiner  als  eine 
bdielHg  kleine  OrOsse  gemacht  werden  kOanen.     Da  der  Anidnick- 

(7)  iber  nichts  anderes  ist,  ala  ein  Element  des  Integrals  (6)  Ungs 
der  Seite  ( — i  —  nr,  -f-^ — n*),  so  folgt,  dass  mit  unendlich  grossem 
n  das  Int^ral  Ungs  dieser  Seite  anendlich  klein  wird.  Gans  daa- 
idbe  ^t  van  der  Seit«  (— J-j-itv,  -}'i~l~*>^)-  ^^  ergiebtsich,  dass 
das  ganze  Integral  (6)  mit  anendlich  grossem  n  aidi  der  Nail  be- 
liebig nihert. 

Daaselbe  Integral  ist  aber  anch  gleich  3  m'mal  der  Snmme  der 
Besidnen  von  i>,(« — »).  X(xi  in  Bezog  aof  alle  Pole  im  Innern 
des  Panllelogiamms.  Also  mass  die  Summe  dieser  Residuen  anch 
gköch  anll  sein.    Wir  haben  nun  folgende  Pole  sn  betrachten: 

1)  X  =  0.  Das  Reiidanm  von  R{x)  ist  hier  fl«,  also  das  ge- 
nmte  Bendaum 

(8)  »B  ■  P,  W 

2)  ,_,-(™  +  J)t        [«--».   .   .+»] 

Dh  Besidanm  von  P,(>— a)  in  Bezog  anf  diesen  Punkt  wird 
».f-a+(»+i)T) 


*«(-6+(n+i)»)  .  ■  -  (-1)"  -  «-'-+»''   ■  »i' 

Also  wird  das  Besidaom  von  Pj(t~~ai) .  A(«): 

»,'  .  *,(*)       ■ 
3)     x-M-b~(n  +  i)t         [n ».    .    .+«.] 

In  Bezug  auf  diesen  Pol  wird  das  Residunm  von  P^iß  -x) 
9a(b-a+{n-\-i)x) 

Also  wird  das  Besidanm  von  Pi(>-a:)  .  R{x) 

ii-^y^-i      *^£i^^(^^.„„,      (,+,)•.  H(,_j_(„-fi)t)    (12) 
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Indem  jettt  die  Snime  der  Audrttdn  (8),  (10),  (1^  «Meli  0  g»> 
aetit  wird,  ergiebt  sich  du  Beealtat 

— ^  .  i*,(»)  —  ^77^^  . 

+"' 

.B{«-6-(n-HW 

Hiermit  wftre  eine  trigonometriBche  Entwickelnng  Ar  die  Fanctlon 
^ifA  gefdiideii ,  wenn  es  geliogen  aollte;  wirldich  trigonometrische 
Functionen  B(,a>)  ftufenfinden,  die  den  oben  angegebenen  Bedingungen 
genttgen.  Uan  sieht  aber  Idcbt,  dass  eine  ganze  Bdhe  von  Func- 
tionen den  Bedingungen  genagt,  s.  B.  die  Functionen 


Um  z.  B.  mit  den  Resnltaten  des  Herrn  Erante  in  Uebertinitim- 
muog  zu  kommen  ■),  w&hle  nuui 

Zugleich  aber  siebt  man,  daas  die  eingeftthrta  Function  Jt(s) 
nichts  anders  ist,  als  das  Fnnctionselemeul,  ans  dem  die  sogenannten 
nBestfnnctionen"*)  des  Herrn  Ennse  sich  in  ^nfacher  Weise  her- 
leiten lassea  Endlich  lehren  die  obigen  Betrachtangen,  dass  es  auf 
die  mannigfachste  Welse  möglich  Ist,  eine  Function  B{»)  zu  wählen, 
also  anch  trigonometriache  Entwickelnngen  von  P^  (■)  zn  gehen. 


m.    Zweite  trirtMBetrlselie  EntwlekeluK  t«  P,  (*). 

Han  weiss  ans  der  Theorie  der  bestimmten  Integrale,  dan  man 

ansetzen  darf: 


0  '^gl    .Uathcin,  Annalen"  XXXV,  pag.  »TS  B, 
t)  TgU  ,IIUhM,  ADnatan"  XXX,  p««.  ISO,  |  a. 
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M.    LeUcra  Integral  wird  foIgcndemuHii  gelöst:  Hu  bilde  dM 

/  P,(«)  •-*""'  -  d« 
erstreckt  Aber  den  Umfug  des  PftrKlMogmnmH 

OaM  Integral  lUgi  der  Seite  (+i— «^i  —1-'^)  K^*  '^o'^^  ^i» 
Bnbstitntioa  «— rs  an  Stelle  TOn  ■  Aber  in 

/-» 

■ft 

D.  b.  die  Fnnction  nnter  dem  lategralseichen  wird  mit  wachsendem 
r  dem  absointen  Betrage  nacb  beliebig  klein  gemaebt  werden  kfinnen. 
Es  folgt  genan,  wie  oben,  data  das  ganze  Integral 


/' 


P,(«)  .  «-*""•     .  4t 
ftr    r— »    den  Vert 

-i 

annimmt,  also  gldcb  ih  wird.  Andererseits  aber  ist  dasselbe  Inte- 
gral gMeh  der  Summe  der  Residuen  von  Pi(«)  •  tr-*»'^,  mnltipli- 
ärt  ndt  — Sxi  (das  IDnaueidien  wegen  der  Bicktong,  in  der  to 
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Kreisintegrele  um  die  Pole  zc  sehmen  sind).  Nun  und  die  Besidsen 
von  Pi(>)  bereiU  bekuuit  Vgl.  die  Ansdracke  (9)  nad  (11).  Folg- 
lich wird  doB  geschlossene  Integral 

nm  den  Fol 

Ffir  den  Fol 

wird  nnser  lotegr»]  genan  so  gefnnden,  nnd  evar 


Indem  man  über  die  Aosdrttcke  (U>  and  (15)  die  Samme  nach  r 
von  0  Us  4- '»  nimmt,  erhält  man  die  gesuchte  Formel  für  unsere 
Goeffidenten: 


(Iß)    ^ -».'.»,(&)■ 


1  r-0 


\  0  •' 

Far    (  —  }    ergiebt  sich  hieraus  genan  dieselbe  Formel,  die  Herr 
Eranse  gefanden  hat '). 

Es  ist  flbrigena  leicht  in  zeigen,  dass  die  so  gefundene  trigono- 
metrische Entwickelnng  anf  die  obige  in  (13)  gefundene  ohne  Mflhe 
zurDckgeflthrt  werden  kann. 


1)  Tgl.  ,M«Üiem.  Annalea«  XXXT,   pig.  SSS,  Fannel  (7),   «oriD  dch 
Jedoch  ein  DracUabkr  Bndtt,   iaden   rachti  Ton  0)elebb«itaMt«htB  ■■      ^ 
•titt  ti  10  mIhii  tat 
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IT.    TrlgoiCBetrlBebe  Entwlekelaiir  toi  P,(z). 
Indem  man  ia  (13)  die  Fnoction 

anDimmt,  erh&It  man  folgeade  Formel,  wenn  noch  beide  Seiten  der 
(Slflichnng  mit  9](£)  mnitiplicirt  werden: 


''''_5  JrtT:->i I 

Wenn  in  dieser  Formel  die  ConsUnte  b-^z  —  ß  angeDommen 
wird,  was  ohne  weiteres  erlaubt  ist,  nnd  wenn  ferner  der  Symmetrie 
wegen  für  a  noch  >  geschrieben  wird,  so  erbalt  man  folgende  Formel : 


2iriff  ,  g!«  I  l_i  J 

Aber  üb  dieser  Qleichnng  wird  sich  nnmittelbar  die  Entwick- 
iQDg  von  P,(«)  ergeben,  wenn  man  nur  i  —  ~  an  Stelle  von  ß  setzt. 
Das  Besnltat  wirklich  hierherznsetzen ,  ist  wonig  von  Interesse. 
Hiermit  ist  denn  anch  die  Entwickelnng  von  P,{x)  gefunden,  u.  zw. 
ohne  dass  irgend  welche  neuen  Rechunogen  nötig  gewesen  vrären. 

Zi^lflich  aber  zeigt  die  Formel  (18),  dass  die  zweite  £n  einen  von 

s  ganz  nnabh&ngigen  Wert  hat,  also  eine  Constante  ist,  wie  es 
nach  den  Untersnchnngea  von  Herrn  Eranse  auch  der  Fall  sein 
rnnss.  Nach  dieser  Uethode  haben  wir  aber  ßr  diese  Conetante 
tfeidi  eine  Dantellong  und  zwar  die  Form 
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gefunden,  wftbrend  bei  Herrn  KnoBe  die  BeBtiminnng  der  CoBsUnto 
noch  eioe  aene  Bechnong  erfordert. 

£■  Terdieot  fibrigens  noch  bemerkt  zn  werden ,  dua  man  bei 
ZngmndelegQQg  der  Formel  (16)  für  die  Coefficienten  der  trigono- 
metrischen Entfficklnng  Ton  P,(>}  zn  einer  andern,  wenigstem  der 
Form  nach  von  Gleichung  (18)  verBchiedenes  trigonpmetrischen 
£ntwiekluiig  ron 

gekommen  wftre,  die  eich  jedoch  sehr  leicht  anf  die  Form  in  (18) 
znrttckfnhren  Iftsst. 


V.  8eU«wbemerkiBg,  betreffend  die  leH^lffwlodlsehen  FnBetttB«H 
zweiter  ud  erster  Art. 

Ea  kann  nicht  verhehlt  werden,  dass  die  Zugrundelegung  der 
beiden  PrimAinctionen  (4a)  und  (Ib),  mOge  sie  aoch  im  flbrigen  nicht 
so  praktisch  sein,  wie  die  oben  entwickelte  Uethode,  doch  dsn  einen 
Vorteil  bietet,  dass  ans  der  Entwicklung  der  Function  (la),  weno 
m  — 1  gesettt  wird,  dhrect  die  Entwicklnng  der  Primfnnctfon  der 
doppeJperiodiscben  Functionen  iweiter  Art  gewonnen  w»den  kann, 
was  bei  Zogrnndelegang  der  PrimfnncÜonen  i>i(z)  and  P,(i)  dem 
Ter^aer  nicht  gelangen  ist,  auch  wol  schwerlich  angeht  Indessen 
sind  die  doppelperiodischen  Functionen  zweiter  Art,  oder,  worauf  es 
hier  nur  ankommt,  deren  Primfnnctionen 

~  #.(«) 
auf  sehr  einfache  Weise  trigonometrisch  zn  entwickeln.  Es  mOg« 
hier  eine  Methode  ihrer  Entwicklnng  gegeben  werden,  welche  sich 
auch  nnmittelbar  auf  die  gemeinen  elliptischen  Functionen  anwenden 
l&sit  nnd  vor  den  gewfihnlieh  in  den  Lehrbtlchem  der  Theorie  der 
elliptischen  Fnncüonen  ■)  gegebenen  Uethoden  sich  durch  grosse 
Ettrze  ausceichnet. 


I)  So  I.  B.  in  den  LebrbftclMTii  voa  KODigibargar  und    von    Briot    und 
BonqnM,  die  dem  Terbiier  momeDUn  lUela  iir  Hend  liai. 
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Mfti  ktu  UKtten 

*•(«)  — tt 

iit    Znr  Berechaimg  dieses  Integrals  bilde  mu  das  Integnl 

»"  /^^  ■'-'""■* 

entrecfct  Ober  den  üoiEug  des  PuvUelogrunnu 

(-i,    +h    +J  +  T,    ^J  +  O 

„aber  akbt,  wie  ea  gewöhnlich  geschieht,  Aber  den  ümfong  eiae» 
nOaendUcli  Ungen  P»ndleIognmms  entrecht".  Du  Integral  (19) 
»r&nt  in  4  Teile,  entrprechend  den  4,  FtraUelogrammseiten.  Uan 
sieht  sefort,  dass  die  den  Seiten 

entsprechenden  Trilintegrale  sich  gegenseitig  lerstSren.  Also  wird 
du  gesamte  Integral  gleich 

In  dem  letzten  Integral  m5ge  a^-y-f-«  gesetst  werden;  dann  geht 
es  aber  in 


«-»•»*  .  (fy 


.  _«-f»H«4«)  .  o» 


Der  ganse  Aosdmck  <20)  geht  also  ttber  in 

(21)  ll^r^'Wmr^am 
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Andererseits    ist  aber  das  Integral   (19)  gleich    dem   geachloBaenen 
Integrale  am  dea  Pankt  g,  den  einzigen  Unatetigkeitapaiikt  von 

in  dem  Parftllelogramm.    Nan  ist  aber,    wie  man  leicht  gieht,   das 
Besidnnm  onaerer  Function  im  Fankte  '=  s  gleich 

Aber  ans  der  Belation 
ergiebt  sich  znnftchst,  dass 

ist,  nnd  dann  dnrch  DIffereDtiation 

/       ,\  -i(2u -\-l)ni 

V(«+2)-''       ^  ^       .rV(«)-«.-ff,{«)J 

also 

Der  Aasdrnok  (23)  kann  also  auch  geBchrieben  werden 

1     '      ■  *1 

.*,'  .  e  ^ 

Folglich  wird  das  gesuchte  geschlossene  Integral  nm  den  Pankt  = 
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ÜBd  dieier  Audrack  mau  gieicfa  (31)  sdn,  d.  h.  ftrn»  adbat  fiodet 


<b  =  &< 


.*,M        ,-fct-)»'  ♦,(«) 


ft,'    ■   1— 1>-»;"+-«)^* "" '  ■    ff,'   ■  (iiinfoH-"^) 
I  Mgtebt  lieb  alw 


»üW      ~       *,■« o„.ii."(«+"T) 
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tJeber  einige  Sätze  aus  der  elementaren 
Baumgeometrie. 


Heinrich  Seipp 

In  Hicnbarf  ■.  d.  Wm« 


Da  die  im  folgenden  (oiiter  II.  and  HI.)  «ngettdltei  ruim- 
geometriflchen  Betrachtungen  sich  anf  gewiue  entsprechende  plaol- 
metrische  Sätze  stOtzen,  w  sind  diese  den  enteren  (nnter  I.)  tm*' 
Mugeschickt 

Definitionen.  Unter  einem  eonrexen  ebenen  Vteteclc 
wird  ein  Bolchei  ventAnden,  «elchea  nur  concave  öder  ftoi- 
apringende  Winkel  hat.  — Als  convexe  Ecke  wird  eine  aolehe 
bezeichnet,  welche  nnr  concave  oder  ansipringende  Flft- 
ehenwinkel  nnd  ebeuBolche  Kantenwinkel  hat,  oder  welche  mit 
einer  jeden,  s&mtliche  Kanten  treffenden,  Ebeae  als  Schnlttfignr 
ein  convexeB  Vieleck  ergibt  —  Ein  convexei  Polyeder 
heiBW  ein  solches,  welches  nnr  convexe  Ecken  nnd  demgenüUs 
nnr  conrexe  Vielecke  als  Begrenznngsflftcben  besitzt,  odw  wdefaes 
mit  irgend  einer,  nicht  bloss  einen  Eckpunkt  enthaltenden.  Ebene 
als  Schnittfigorein  convexes  Vieleck  (unter  Umstanden anch 
ein  Dreieck)  ergibt 


Es  seien  In  der  Figur :  a,  i,  e,  d,t,  f  nnd  a',  h',  e*,  d\  tf,  f ', 
;',  V  die  Seiten  zweier]  convezen  Vielecke  ABCDEF  oder 
i  nnd  A'B'C'iyB'F'O'S'  «der  a,  von  welchen  das  letztere  das 
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entere  Tollst&ndig  nmschliesBt,  so  daas  also  keinerlei  Ueber- 
■cfaDeidnngen  ron  Seiten  der  beiden  Polygone  noch  anch  der  fort* 
gesetzt  gedachten  Seiten  eines  nnd  desselben  Vielecks  statt- 
finden. Ifan  verl&ngere  die  Seiten  des  amschlossenen  oder  „inneren" 
Vielecks  i  einseitig  (jede  aber  den  mit  der  folgenden  Seite  gemein- 
samen Eckpankte  binans)  bis  zum  Schnitt  mit  dem  Umfang  des 
i^nsseren"  Polygons  a.  Die  dabei  sieb  ergebenden  Verlängernnge- 
strecken  der  Seiten  a,  b,  e,  d,  e,  f  eisen  bezQglicb  a,,  fi,,  c,,  li,. 
»,,  fx.  Darch  ihre  Endpunkte  L,  M,  N,  P,  (J,  R  werden  die  Seiten 
«',  6',  c'i  e\  g',  h'  des  äusseren  Vielecks  a  in  Teilstrecken  zerlegt, 
wdcbe  der  Reihe  nach  mit  «,'  und  o,',  *,'  und  ig',  c,'  und  c^',  «,' 
und  Vi  ?i'  nnd  g,',  Aj'  und  Äj'  bezeichnet  Bein  mOgeii.  Der  von 
den  beiden  Vielecken  begrenzte  ringartige  Teil  der  Ebene  wird  durch 
die  beschriebene  Constructioa  in  ebeiisoviele  convexe  Vielecke  ge- 
teilt, als  das  innere  Polygon  Seiten  hat  (im  vorliegendeu  Beispiel  in 
6>  and  es  Iftsst  sich  auf  jedes  dieser  Teilvielocke  der  bekannte  Satz 
(1)  annenden:  „Eine  Seite  eines  jeden  (nicht  nur  eines  con?exen 
Vielecks,  auch  die  gross te  Seite,  ist  stets  kleiner  als  die 
Samme  der  übrigen  Seiten".  Mitbin  ergeben  sich  die  folgen- 
den Ungleichungen : 

a,-J-VH-V>6+». 

«i+V  +  V>/'+A 

Werden  dieselben  addirt  und  im  Ergebniss  die  gleichen  Orflssen 
{■»i.  *!.*»■  -  -fi)  beiderseits  des  Zeichens  >  gestrichen,  die  zn 
Seiten  («',  i',  c' .  .  ,  h')  des  Äusseren  Vielecks  sich  ergänzenden 
Grössen  (oj'  und  o,',  ä,'  und  &,',  ^'  und  c,' .  .  .  Äi'  nnd  »,')  ver- 
einigt, so  folgt 

oder  in  symbolischer  Schreibweise  für  die  Vielecksseiteasnmmen: 
1)  £1,  >  £li 

Es  ist  leicht  ersichtlich,  dass  das  Toratehende  Verfiihren  zur  Ver- 
gleichung  der  Grössen  £lt  nnd  £li  unabhängig  ist  von  der  sonstigen 
Beschaffenheit  der  beiden  Vielecke,  dass  es  auch  dann  nngeändert 
Anwendung  finden  kann ,  wenn  die  Seitenzahl  von  i  =  derjenigen 
von  a  ist  oder  dieselbe   übertrifft    Immer  lässt   sich  in  ähnlicher 

Anh.  1.  Matk.  a.  Phjilk  E.  lUlb«,  T.  XU.  i 
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18  Seipp!   Uthtr  tinige  SSIa  tiv»  der  tlfminlaren  Raumgeomrlrir. 

Weiso  wie  oben  eine  Zerlcgang  der  von  den  beiden  Polygonen  ein- 
geschloBsenen  ringartigen  Fläche  in  Teilvielecko  vornebmon,  derart, 
dQsa  bei  der  Addition  der  entsprechenden  Ungleichungen  BtctB  die- 
jonigcu  Seiten  jener  Teilpolygone  gann  ans  der  Reehnong  verschwin- 
den, welche  weder  dem  einen  noch  dem  andern  der  gegebenen  Viel- 
ecksamfftnge  angehören.  Dio  Formel  1)  gilt  also  —  nnter  den 
eingangs  gemachten  Voran SGetznngen  —  ganz  allgemein.  Da  ferner 
eine  in  sich  znrQcklaufcnde,  nach  aussen  oder  convex-  nnd  stetig 
gekrümmte  Linio  oder  eine  geschlossene  convexe  Curre  als  Grenz- 
fall  eines  convexan  Vielecksumfaogs  anfgefasst  werden  kann,  so  gilt 
der 

Satz  S:  „Von  zwei  einander  vOllig  u  mschli  essen  den ,  convexen 
VielecksumfäDgen  (gebrochenen  iu  sich  znrücklaufendeii  Linien)  so- 
wie auch  von  zwei  sich  u  mschli  essende  u ,  couvcx-  nnd  stetig  ge- 
krümmten gCEcblosseneD  Curven  bat  stets  der  äussere  Vielecks- 
umfang  oder  die  umschliesseude  Cnrve  die  grfiasere 
Länge," 

Der  vorstehende  Satz  bleibt  anch  dann  noch  bostoheo,  wean 
eine  Ecke  oder  eine  Seite  des  inneren  Vielecks  mit  einer  Ecke  oder 
Seite  des  äusseren  znsanimeniällt  Denn  der  Umstand,  dass  z.  B. 
die  Seiten  b  ond  c'  sich  decken,  also  in  den  obigen  Ungleichungen 
Ol  =-  0,  V  =  0,  ft,'  =  6'  und  6i  =  0,  Cg'  =  0,  c,*  —  c'  ist,  bat  anf 
das  Endcrgebniss  keinen  £influBs.  Ebenso  kOnnea  anch  mehrere 
Ecken  oder  Seiten  der  beiden  Vielecke  zasammeufalloo. 

Mithin  kann  man  u.  a.  auch  noch  den  folgenden  Satz  ans- 
sprecbcn,  von  welchen  si<.'h  ein  besonderer,  scharfsinniger  Beweis  bei 
Legendro  (9ter  Satz  im  4  ton  Bncb  der  „Elemente  der  Geometrie") 

findet. 

Satz  S:  „Von  zwei  convexen,  gebrochenen  oder  auch  von  zwei 
couveien,  stetig  gekrümmten  Linien,  welche  dieselbe  zweiseitig  be- 
grenzte Gerade  oder  Strecke  üherspaiiucn ,  so  dass  also  die  eine 
die  andere  vollkommen  umschhesst,  ist  die  „umschlicBscnde 
oder  äussere  Linio  dio  grössere". 

Da  nun  die  überspannte  Strecke  selbst  von  allen  übrigen 
zwischen  ihren  Endpunkten  möglichen  gebrochenen  oder  stetig  ge- 
krümmten Linien  umschlossen  wird,  so  ist  sie  hiernach  dio 
kürzeste  von  allen  Verbiudungslinien  zwischen  jenen  beiden  Pnuktcn 
und  man  ist  somit  wiederum  bei  dem  Ausgangspunkt  der  obigen  Ab- 
leitung, nämlich  bei  dem  Satz  1  angelangt,  von  welchem  das  soeben 
erhaltene  Ergebniss  sich  eigentlich  nur  der  Fassung  nach  nnter- 
scheidet. 
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II. 

Projicirt  maa  dio  der  Ableitnng  der  Formel  1)  in  I.  zn  Grunde 
gelegio  obeao  Figur  vun  irgend  eiucm  Puiitlc  p  dos  Raumes 
ans,  GO  entstehen  zwei  convoso  viclkautigo  Eclico  f(ABCDEF) 
oder  i'  und  p{A' B' C  D' E'F' G' H')  oder  a'  mit  geraeinsaraer 
Spitze  (p),  vou  welchen  dio  letztere  die  crslero  vollständig  nin- 
BchlJesst,  so  dass  irgend  welche  Uebcrschneidungcn  von  Ecken- 
soiteu  nicht  vorkommen.  [Ausserdem  erscheint  der  Kaum  zwischen 
den  beiden  Ecken  in  den  obipcu  Teilvielecken  entsprecheudo  coti- 
vexe  Teilecken  p{AT.B'M),  pillMC'N),  piCND'E' P)  u.  i.  v. 
zerlegt].  Da  nun  zu  einem  jeden  Punkte  einer  jeden  projicirten 
Viclecksseitc  ein  projicirender  Strab!  gehört,  und  die  Gesamtheit  der 
projicirendcii  Strahlen  einer  jeden  Vieleebsseile  den  entsprechenden 
ebenen  Winke!  oder  die  cutsprecbcnde  Seite  der  betreffenden  Ecke 
bildet,  Bo  muss  das  Ober  die  Mengen  der  Elcmouto  oder  Punkte  der 
Tielccksumläuge  a  und  i,  d.  b.  über  dio  Grösse  der  letzteren  BewiCbCuo 
ganz  ebenso  von  den  Mengen  der  die  beiden  Eckcnsoitensummen 
2ßa  ond  £ßi  bildenden  Strahlen,  d.  h.  von  jenen  Seitensummen 
selbst  gelten.     Folglich  besteht  dio  Ungleichung: 

2)  £ß,  >  £ßt 

velche  auch  noch  in  dem  Falle  gilt,  dass  die  Zahl  der  Eckensciton 
eine  nnbegrenzle  ist,  also  ihre  Gesamtheit  eine  koniscbo  Fläche 
bildet.    Der  Formel  2)  eutuimmt  man  dio  folgenden  Sätze: 

Satz  4:  „Von  den  einander  vSlHg  umscbli  esset  den,  gcbrochcnou 
bzhw.  stetig  gekrümmten  BegrenznKgsfl flehen  zweier  convcxen 
Echten  oder  convexon  kcgelförmigcnHalbräumen  mit  gemeinsamer 
Spitze  bat  die  umecblicssendc  Fläche  dio  grössere  Sei- 
ten Bomm  e  bzhw.  ergibt  nach  der  Abwickelung  den  grösseren 
ebenen  Winkel". 

Satz  5;  Haben  zwei  conveic  Ecken  eine  Seite  und  folglich 
anch  ibre  Spitze  gemeiu,  so  dass  die  Umfangsfläche  der  einen 
die  der  andern  im  Übrigen  völlig  umschliosst,  bo  besitzt  die 
nmscliliossendc  Fläche  dio  grössere  Seitensumme 

oder: 
Von  irgend  zwei  convcien,  gebrochenen  (spitzen  form  igen)  oder  ancb 
convei-koüischen  Fachen,  welche,  einander  umscliliossend,  denselben 
ebenen  (concavcn)  Winkel  überspannen,  ergibt  stets  die  umschlies- 
Bcnde  oder  äussere  den  grösseren  ebenen  Abwickolungs- 
Winkel". 

Aach  folgt  soglniirh  weiter  der 
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20         Sfipp:   Üebtr  tinigt  SSlie  aui  drr  tltmintartK  Bauagtomelrl». 

Satz  6:  „Der  von  zwei  sich  schneidenden  Geraden  einge- 
Bchlosuene  ebeno  (concave)  Winkel  ist  die  kleinste  von  allen 
zwischen  den  beiden  Geraden  möglichen  VerbindangB- 
fiachen 

oder: 

Eine  Seite  einer  jeden  convexen  Ecke  (auch  einer  solchen  mit 
zam  Teil  einspringenden  Winkeln),  ist  stets  kleiner  als  die  Snmme 
der  Qbrigen  Eckenseiten". 

Fttr  den  besonderen  Fall,  dass  der  Projectionsmittelpankt  p 
ins  Unendliche  rOckt,  also  an  Stelle  der  Ecke'bezhw.  des  koniacben 
Raumes  der  prismatische  bzhw.  cylindrische  Raum  tritt,  ist 
der  Wortlaut  der  Satze  i,  5  nnd  6  entsprechend  abzuändern. 

Die  Sätze  4,  5  und  6  entsprechen  den  Sätzen  2,  3  und  1  f&r 
die  Ebene  vollständig.  Boi  der  Ableitung  der  Sätze  i  nnd  5  hätte 
man  auch  von  Sat2  6  ausgehen  können  ( —  einen  andern,  selb- 
ständigen Beweis  desselbcu  siebe  nnter  IV  — ),  in  ähnlicher  Weise 
wie  oben  der  Beweis  vou  Satz  3  anf  Satz  1  gestallt  worden  war. 
Denn  der  Satz  6  l&sst  sich  au!  jede  einzelne  der  eingangs  dieses 
Abschnittes  (11)  erwähoten  Teilecken  anwenden  nnd  führt  genau  zn 
den  unter  I  aufgeatcllten  Uugleichnngen ,  in  welchen  jetzt  aber  die 
Buchstaben  a,  b,  e  .  .  ./  sowie  a^',  a,',  £,',  V  n.  s.  w.  nicht  Viel- 
ecksseiten bzhw.  Teile  deraelben,  sondern  ebene  Winke),  näm- 
tich  Eckenseiten  bzhw.  Teile  von  solchen  bezeichnen. 

Endlich  ist  die  Herleitung  der  Sätze  4,  5,  6  noch  auf  eine 
dritte  (dem  Cavalierischcn  Verfahren  zur  Vergleichnng  von  Körper- 
volunten  nachgebildete]  Art  möglich,  wobei  man  vou  den  entspre- 
chenden Sätzen  2,  3,  1  ausgeht  Man  denke  sich  nämlich  die 
beiden  convexen  Ecken  durch  eine  unbegrenzte  Zahl  von  unend- 
lich benachbarten  ParallolcbeDcn  in  Schichten  zerlegt,  welche 
man  näherungs weise  als  Prismen  betracbten  darf.  Dann  ist  das  Ver- 
hältnias  der  Mantelflächen  zweier  solchen  auf  derselben  Schnittebene 
TuhendcD  gleichhohen  Teilprismen  der  beiden  Ecken  dasselbe  wie  das 
Verhältniss  der  Umfange  der  Scbnittpolygone  jener  Ebene  mit  den 
Umfangsflächen  der  beiden  Ecken.  Ans  der  vorausgesetzten  Be- 
BchafTenbeit  der  letzteren  folgt  nun  die  Convexität  je  zweier  solchen 
zn  derselben  Parallelebene  gehörigen  Schnittpolygone,  sowie  das 
völlige  Umschlossensein  des  einen  derselben  von  dem  andern.  Mit- 
hin gilt  für  sie  nnd  folglich  auch  fOr  die  zugehörigen  beiden  Prismen 
mäntel  die  Formel  1)  nnd  da  die  nneadlichen  Summen  aller  der 
letzteren  die  Umfangsflächen  der  beiden  Ecken  darstellen,  so  folgt 
auch  fQr  diese  die  entsprechende  Ansaage,  d.  h.  also  die  Formel  2). 
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Stipp'.    UtUr  tilligt  SSUi  aut  dir  tUiAealaren   Ramtgirimttrit,  21 

ni. 

Es  seien  ABOD.  .  .oder  i"  nsd  A'B'C'D' .  .  .  oder  ü" 
iwei  cODveie  Polyeder,  von  welchen  dss  letztere  das  entere 
TollBtftndig  nmschlieset.  Dnrcb  das  am  Schlosse  von  Ab- 
scliDitt  II.  erörterte  Verfahren  werden  die  Oberfl&chen  der  beiden 
Vielflache  in  Zonen  zerlegt',  von  denen  —  je  zwei  zu  derselben 
Bcbneideudeu  Farallolcbene  gehörige  —  ihrer  verschwindend  kleinen 
Hohe  wegen  —  mit  grosser  Annähernng  dasselbe  G rossen TerhältniBS 
aafweisen  wie  die  Umfllnge  der  beiden  Schnittpolygone  der  betref- 
fenden Ebene  mit  den  Polyedern.  Diese  Schnittvielcclce  sind  aber 
convcx  nnd  da,  der  Voranssctzung  gcmllsB,  die  Oberfläche  des  Viel- 
fl&cbners  i"  an  keiner  Stelle  diejenige  des  Polyeders  a"  durchdringen 
soll,  BO  niDHs  auch  das  zn  a"  gehörige  Schnittpolygon  (a)  das  dem 
Vielflftchner  t"  angehOrige  (i)  vollständig  nmschliesaen. 

In  Eezng  anf  beide  Vielecke  a  nnd  i  nnd  folglich  anch  in  Bezng 
anf  die  zugehörigen  bcidon  Polyederzonon  gilt  also  die  Fomel  1) 
und  da  ein  Gleiches  hinsichtlich  aller  Obrigen  Paare  von  Schnitt- 
polygonea  der  Parallel  ebenen  mit  den  Polyedern,  sowie  hinsichtlich 
deren  zugehörigen  Zonen  der  Fall  ist,  Bo  trifft  es  anch  ftlr  die 
Somroen  der  letzteren,  d.  h  aber  für  die  beiden  Polyederobcrfl&cbeu 
£ft  and  £A  selbst  zu  nnd  es  ist  somit  die  Formel 
3)  £f,  >  ZA 

bewiesen.  Zieht  mau  noch  den  Sonderfall  in  Betracht,  daas  eine  der 
B^renznngsfläcben  des  einen  Vielflächners  mit  einer  solchen  des 
andern  znaammcnmilt  nnd  geht  man  weiterhin  anch  zn  dorn  Grenz- 
fall nnendlich  vieler  unendlich  kleiner  Begrenznngsfiächen  der  Poly- 
eder Aber,  so  kann  man  die  folgenden  Sätze  aussprechen; 

Satz  7:  „Von  zwei  convexen,  einander vOllignmechlios- 
scndon  polycdriscben  oder  anch  stetig  gekrflmmteu  gescblosse- 
uvn  Fl&chen  ist  die  nmBchliessende  oder  ftnssero  die 
grossere". 

Satz  8;  „Von  ii^end  zwei  convexen  gebrochenoo  (poly- 
cdriscben) oder  anch  convex-  and  stetig  gekrammten  Flächen, 
welche  dasselbe  ebene  (convexe)  Violeck  flberspanuen,  ist 
die  umscbliessende  oder  äussere  die  grössere". 

Satz  9:  „Die  ebene  Fläche  eines  jeden  conveion  Viel- 
ecks ist  die  kleinste  von  allen  zwischen  seiner  Umgren- 
zQug  mCglicheD  Flächen". 

Die  Sätze  7,  8,  9  finden  sich,  jedoch  iu  anderer  Ableitnng,  bei 
Legendre  im  VIII.  Bnch  a.  a.  0. 
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22  Stipp:   UtbtT  tini'jt  Sü':*  am   dtr  titmtatartn   Raum^omtlrU, 

Ein  Echr  einfacher,  sclbstindtger,  anf  demselben  Prindp  be- 
mbender  Beweis  der  Sätze  3,  6  nnd  9  ergibt  sieb,  weDU  man  die 
COBTex-gebrocheDe  bzbw.  stetig  gekrOmmte  Linie  oder  Fl&cbe,  welche 
eine  Strecke,  einen  ebenen  (coneaven)  Winkel  oder  ein  ebenes  coa- 
vexes  Vieleck  überspannt,  mit  ihrer  orthogonalen  Projection  anf  die 
Gerade  jener  Strecke  bzbw,  die  Ebene  jenes  Winkels  oder  Vielecks 
vergleicht  nnd  noch  beracksicLtigt ,  dass  jeder  der  Bestandteile 
(Strecken,  ebenen  Winkel,  Vielecksfläcbon)  der  betreffenden  zd  pro- 
jicirendcn  Baumgrösse  im  allgemeinen  grösser  ist  als  Beine  Pro- 
jectien,  mindestens  aber  gleich  derselben. 

Von  ganz  spcciellen,  ans  doui  Yorstcbeuden  sich  ergchendcu 
Sätzen  sollen  noch  hervorgehoben  werden  der  bekannte 

Satz  (10):  ,,Dic  Snmmc  zweier  Seiten  einer  dreikantigen 
convexen  Ecke  ist  stets  grösser  als  die  dritte  Seite"  sowie 
der 

Satz  11:  ,,Die  Saume  dreier  Fläihi-u  eines  Tetra- 
eders ist  sltls  grösser  als  soIli-  vierte  Begrenzungs- 
fläche".  Der  letztere  Satz  enthalt,  die  Bedingang  dafür, 
dass  ein  Punkt  (der  Gegeucckpankt  der  vierten  Tetraederflache 
ausserhalb  der  Ebene  eines  gegcbcnea  Dreiecks  (der  Ebene 
der  vierten  Tetraederflacbc)  sich  befindet,  ebenso  wie  ein  Pnnkt 
anserbalb  der  Geraden  einer  gegebcuea  Strecke  gelegen  ist, 
wenn  die  Snmme  seiner  Eutfcronngen  von  den  Strecken- 
endpnnktcn  grösser  ist  als  die  Strecke  selbst  (Vgl.  Satz  I. 
im  S  9  der  Planimetrie  von  Baltzer  und  die  Zcicbcorcgel  im  g  9, 
7  daselbst). 
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Ekama:   Geomelriscke   Otrter   bei  Carit 


III. 

Geometrische  Oerter  bei  Curvensysteuien. 

Von 

H.  Ekama. 


WeuD  man  iu  der  Gleichung  einer  Cnrvo  ciucu  der  Parameter 
audort,  so  bekommt  man  ein  Cnrvensystem.  Dieses  kann  man  an- 
deuten durch  die  Formel 

f  (^,  y)  =  « 

in  welcher  a  der  Parameter  ist,  welcher  alle  Wcrto  Laben  kann. 
Cnrch  Differentiation  finden  wir: 

du  8x  ,,. 


Achse,   (d.  h.  der  Punkte,   in   welchen   y    ein  Xaximam   oder  ein 

Minimum  erreicht)    für   Carven,  welche   zum   System  gebttren,  and 

dF 

^  =  0  iat  der  geometrische  Ort  der   Gipfel   in  Bezug  auf  die  Y- 

Acbee. 

Nehmen  wir  zom  Beispiel  ein  System  tod  Lemniskatcn ,  deren 
Brennpnnkte  zusammoDfallen;  so  ist  dieses  angodeutet  durch  die 
Formel 

in  welcher  p  sieb  Ändert 
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24  Ehama:    Gtowulritcht  Oerttr  bti  CaTmatgittmen. 

Für  die  Gipfel  in  Bezug  aaf  die  X  Achse  haben  wir  also : 

^  -  4*(*»+y»)  — 4a^  =0 

folglich    «  —  0    nnd    x'+g*  =  a*;    die  geometrischen  Oerter  sind 
also  die  F  Achse  and  ein  Kreis  mit  dem  Kadins  a. 

FOr  die  Qipfel  in  Bezng  anf  die  F  Achse  ist: 

(>F 

y  =  0  ist  die  X  Achse  und  die  Gurre  x*-{-y'*-\-a*  —  0  ist  imagin&r. 
Ist  das  System  in  der  Form    f{x,  y,  a)  —  0    gcgehen,  so  ist 


ri-^  df  *''' 

and  fDr  jeden  Gipfel  in  Bozng  anf  die  X  Achse  mnss  ^  — '  0    nnd 
fflr  jeden  in  Bezng  anf  die  F  Achse  i^  =  0  sein.     Eliminirt  man 


den  Parameter  a  ans  diesen  Formeln,  so  findet  man  die  gesuchten 
geometrischen  Oerter. 

Ein  System  von  Kreisen,  welche  einander  in  einem  Punkte  be- 
rOhren,  wird  gegehen  dnrch 

K*  —  '2xa-\-y*  —  0 

Die  letzte  Fonnel  gieht  sogleich    y  =  0,    das  ist  die  X  Achse 
nnd  die  erste  nach  Elimination 

a*— 2a:*+y»  =  0     oder     x  =  ±y 

folglich  die  geraden  Linien,  welche  die  Winkel  zwischen  den  Achsen 
in  zwei  Hälften  teilen. 

Ist  das  System  in  Polarcoordinaten 
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JSkama:  Gtomtlriadit  Oertti'  bti  Curutnigilemtn.  J^5 

Fir  .  v)  -  « 

I  IBt 

dF 


SF 

^  —  0  ist  der  geometrische  Ort  oller  Paukte,  in  welchen  die  Tan- 

SF 
geilte  senkrecbt  zum  BadinsTector  steht,  nad  g-  —  0  ist  der  geome- 
trische Ort  der  Punkte,  bei  welchen  die  Tangente  durch  den  Goor- 
dinatenuifangBpnnkt  geht 


d*  ~   Sr  .        "  ~     dF  ,     6/    . 

Fdr  den  geomotrisclion  Ort  der  Gipfel  in  Bezog  anf  die  JC  Achse 
mnss  der  Z&bler  —  0  sein,  für  denjenigen  in  Bezog  auf  die  TAcbse 
der  Nenner  —0.  Vebereinstimmende  Formeln  hekommt  man,  wenn 
du  System  in  der  Form 

/Kr,  q»,  a)  -  0 

g^ebeu  ist    Man  findet  dann  fOr  die   Gipfel  in  Bezng  anf  die  X 
AOat) 

»/•  .       ,     3f 
-g^sinv  +  rg^cosv-O 

and  in  Bezt^;  anf  die  F  Achse 


ans  «eichen  Formeln  der  Parameter  a  mittels 
/(r,  <p,a)=0 

eliminirt  werden  mnss,  nm  die  geometrischen  Oorter  zn  finden. 

Kittels  (1)  haben  wir   nnn  den  geometrischen  Ort  der  Wende- 
punkte zn  bestimmen: 

folgUch 

DflitizecbyGoO'^lc 


26  Ekamai  Gteaetriteht  Otrltr  bti  Cuunnfj/slantn. 

da«  ~       JdF\*  (Si*  Uy  /         3«  ej/  8x  Sy  +  Sy» 
Wenn  nicht  k-  —  0  ist,  so  ist 

bx" 


\9y/  Sa  3y  Sie  Öy"*"  3y*  \fla;/    "" 


der  geometrische  Ort  der  Wendepunkte  des  gegebenen  Systems. 
Ist  das  System  in  der  Form 

;'.-*,  y,  a)  -"  0 
gogehen,  so  hat  man  in  gleicher  Weise  für  einen  Wendepunkt; 

Bi*  \dxj  dj.-  Sy  dx    Cij     '    Dy"  \dxj  *    ' 

nnd  findet  dnrch  Elimination  des  Parameters  a  mittels 

/(:r,  y,  a)  =  Ü 

den  gosucbton  geometrischen  Ort. 

FOr  beide  FtUle  werden  wir  ein  Beispiel  geben.  FUr  ein  System 
Ton  Lemniskaten  mit  denselben  Brennpunkten  ist: 


|^-4(3.'+,>-a») 

S;£-»-         g-4(.,.  +  3,=  +  „. 

durch  SnbBtitntion  dieser  Werte  in  die  Formel  (3): 

6t,'|i'+,'+<.'|>|3i'+/-<.'}-256i<j'|("'+j")'— 'I 

+64.>(.>+/-a')'(.>+3s'+o')  =  0 

2.VI(-'+»'+"')'-21(»'+j')'-''')  +  («'+»'-»')'l 

Da.tizecbyGoO'^lc 


(''+»')'l(«'+»')"  +  "'(-'-s')i+8..'.V-2»'(-'+»'J'(''-j') 

also 

|(.'+j')'+o'(.«  -s')){(.»+,')>-2«'(i'-,>)+o'|  _  0 

(»■+»')'  +  «"(«'-»')  -0 

giebt  far  den  geomotriachen  Ort  die  LemitiakatQ  VOQ  BernoulU. 

(»•+j")'-2»'(«'-s')+o'  -  0 

können  wir  in  der  Form  sclireiben: 

(-■-j')'-2»'(-"-»")  +  "' 4''ä" 

nnd  folglicli  ist  dieser  geometrische  Ort  imaginär. 

Ale  EWeiteg  Beispiel  suchen  wir  den  geometrischen  Ort  der 
Wendepunkte  eines  Systems  gleichförmiger  Lemniskaten;  hei  diesen 
ist  also    a'p=l/n    constaot.    Die  Gleichung  ist: 

(''+j')'-2"''(''-j')  -  i«'-l)a' 
der  Formet  (4)  zafolge  linden  wir: 

nnd  mittels  der  gegcbeucii  Gleicliung 

■  i(»'-l)i.<+«'(»'-»')l  =  0 

8iV'+(«'-2)(»'-l)a'+(3u'-4)(.'-j,»)^'+2(.'-!,«)'  -  0 

(,.._2)(.>+s')'-(„<-2)2o<(i«-j,')  +  2(x'+j,')' 

+  (3»'-4)(i>-j-)«>~U 
folglich 

(«'+»•)'+•■(»■-»') -0 

oder 

,  (-■+»■)■ 


also  nftch  Substitution  in  die  gegebene  Qleichung 

(«■+,')«-2(.>+,>)'  -  («'-D,^ 
3l«'+s')' -(»<-!)  (»'+»')■ 
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ODd  in  Polarcoordinaten 


Der  geometriscbe  Ort  sind  also  gerade  Linien,  welche  durch  den 
CoordinateniinfaDgspanlit  gehen.  Er  wird  imagin&r  far  n*  <  1  und 
n*  >  4  nnd  also  reell  f Qr  1  <  n  <  y2,  wie  m  erwarten  war.    In 

diesem  Falle  w&re  es  kürzer  gewesen  erstens  mittels  (2)  -^  zn  be- 
stimmen, daranf  mittels  f(K,  y,  a)  ^  0  a  zn  eliminiren  and  cnd- 
lichgz 


I  za  Sachen. 


Wir  wollen  das  Cnrvensystem  bestimmen,  welches  die  Cnrven 
«Ines  gegebenen  Systems]  immer  nnter  einen  gegebenen  Winkel  a 
schneiden.  Nennen  wir  den  Winkel,  welchen  die  Tangente  in  einem 
Pnnkto  der  Cnrve  des  einen  Systemes  mit  der  X  Achse  macht,  t, 
und  den  Winkel,  welchen  die  Tangente  in  diesem  Punkte  der  Cnrre 
dee  anderen  Systemes   mit'  jener  Achse  macht,  t',  so  mnss   immer 

•  ^..  _"-+■" 


(6) 


In  vielen  Fftllen  ist  die  Form  in  Polarcoordinaten  einfacher  in 
der  Anwendung. 

cot(T— V])  — 1/r,  g-*     nnd    cot(»'— T»)  =  V»-!  ^^ 

Jetzt  rnnsB    »  — t'  — t    sein  oder    o  =  (t'  —  ^j) — (t — tp^);   denn 
im  Schnittpnnkte  ist    r,  -■  r,    nnd    <pi  —  ipt,  folglich : 


1/r,  — '-_l/r    -i- 
'  i  +  ii.*!^^ 
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I   GrMwlrüil«  Orrler  bei  CwvausittmtK. 


Etn  System  gerader  Linien,  welche  elnuder  in  einem  Pankta 
schneiden,  ist  gegeben  dnrch    9,  —  A,    also 


a^ 

=»--^-» 

folglich: 

Dtch  Integrtüon 

1  *, 

r,  -  Cef'"'«- 

Fflr  ein  System 

concentrischer  Kreise  iit 

and  wir  finden 

r,  —  Ce-9M' 

oder  wenn  wir  «1  in  entgegengesetzter  Richtong  icUlen, 

r,  —  Crf.*«" 

Ftlr  beide  F&lle  finden  wir  flbereingtimmende  Systeme,  welche 
ganz  zusammenfallen,  wenn  die  gegebenen  Winkel  «  einander  Com- 
plemente  sind.  Dieses  mnas  anch  so  sein,  weit  das  System  gerader 
Linien  dnrch  das  System  concentrischer  Kreise  senkrecht  geschnitten 
wird. 

Ist    m  —  90",    so  werde»  die  Formeln  (5)  ood  (6) 

*  —  f  ..d  nr,^--'-^  m 

Nehmen  wir  ein  System  von  Killten  oder  Hyperbeln,  bei 
welchen  die  Proportion  zwischen  den  Achsen  gleich  tgij  ist.  Die 
Systeme  sind  gegeben  dnrch 


yi_ 


In  den  SchneidepnnkUn  ist  *t  =  x,  und  tt'"  V»  ■'i>d  folglich 
fOr  die  Systeme,  welche  die  gegebenen  unter  rechten  Winkeln 
sehneiden : 
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*  =  ±gc..,.,   „de,  ^:  =  ±'fyn 

durch  iDtegration   finden  wir   für    das   zd  deo  Ellipsen   gehörende 
System 

r  -  CyU'v 

und  fflr  das  bei  den  Hyperbeln 


Ist  im  ersten  Systeme  tg't]  rational,  so  besteht  das  System  aus 
Parabeln  Ton  höherem  Grade. 

Sei  ein  System  vou  Cissoiden,  welche  dieeelbeD  Achsen  and  die- 
selbe Spitze  haben,  gegcbeD. 

dr.  ,  1  4-C0S*»i 

Dorch  ElimioatiOQ  von  a  finden  vir: 


r,  d(pj  ^^'     cos'vi  sinyi  cosyi 

und  folglich  fQr  das  gewftnschte  System: 

1    drg  Einqg^  cosqij 

r,  rfyj  ~  ~     l+cos'y» 
also  nach  der  Integration: 

>-.»  =  <:»(l  +  cos'y,) 
oder  in  rechtwinkelige  Coordinaten  ttbe^ebracht 

Diese  Corve  ist  vom  vierten  Grade  und  symmetrisch   in  Bezog  auf 
die  Achsen. 


'Qr    <p  -'O^    isl 

r-  cVl    und    T  -  90"  .-. 

... 

,_:»]».■.  r_  '/,cV7;    •r  =  4:,'  .: 

,■  .-,  ';,c</3 

und 

T  ~  CO"  .'.  r  -  Vrl- 

■'. 
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I>ie  Cnrre   ist  also   leicht   za   consIroireD.     Wendepunkte  bat  lie 

V»« 
nicht.     Die  OberBache  O  ist  gleich    viermal  i  f    T*,lq}. 

d 

/      r^dtp  —  c*   I     (1  -|-C0SV)'''>  —  e*  '   ViV   ;      —  itc» 


Im  tllgemeinen  giebt  diese  Uotenacbang  Carren,  welche  wenig  be- 
lanDt  und,  z.  B.  zu 

»1*  =  2p*,  —  (1  —  i*)«t'i£  verftDderlich) 

gehört  9*r^  —  ar,*+6*  \b  Ter&DderlicIi} 

'i  -  -r-r- [e  Terinderlicht 

gehört  be        —  r-iBinipi  {&  Yeranderlich) 
r,  =  oiP,     {d  TerfiDderlichl 

gehört  r,<  —  6  {i  veränderlich) 

Tj  y,  ^  a     {a  verftodarlichj 

gebort     r,  —  &e  {A  veränderlich! 

In  vielen  Ffillen  ist  die  Integration  nicht  amfllhrbar. 

Das  Folgende  möge  etwas  aosfahrlicber  betrachtet  werden.  Das 
e^ebene  System  besteht  ans  Kreisen  mit  demselben  Radios  p  be- 
Khrieben  and  deren  Mittelpunkte  anf  einer  geraden  Linie  liegen; 

ilso 

folglich  

•%.  ''r,  31, 

ilao 

•hi      _   .  ."»„„^ 
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Ekarntt:   GeomttrüeKe  Otritr  bti  Cursciajuk 


logtgVi*  — cosif» 


Bei  der  Uatennchaiig  dieser  Carve  Icfinoen  wir  du  Zeichen 
Andern  und  die  ConstaDte  wcglasBen,  denn  diese  giebt  nur  eine  Ter- 
schiebang  in  der  Ricbtnng  der  X  Achse. 

y  — 0    für    sin^  — 0,    so  ist    x  —  oo 
V  =  p    fr    Bin^f  — 1,    80  iat    «  =  0 

Die  Linie  der  Hittelpankte  ist  eine  AsTinptote  und  die  Cnrre 
hat  eine  Spitze  &nf  der  gemeinsaineD  Tangente  der  Erdse.  Die 
Oberflftche  iirischen  der  Corve  nad  der  Asymptote  ist  gleich 

fg,lT  —  2p»  /      cos*t<Ji|>  =  '/»«p* 
6 
folglich  der  halben  Oherfiftche  eines  der  Kreise  gleich. 

Die  Form  der  Gleichungen  Iftsst  erwarten,  dass  die  Cnrre  eine 
<7Cloidiscbe  Cnrve,  entstanden  bei  der  Wälinng  einer  Cnrve  die  Linie 
der  Mittelpunkte  entlang,  sein  wird.  Der  Teil  der  Nonnale  ewiscben 
der  Corve  ond  der  Directriz  ist 

r  — ptg»- 
nnd 

folglich 


Die  Cnrve,  weiche  also  die  gerade  Linie  entlang  wälzen  mnss, 
iat  die  hyperbolische  Spirale,  nnd  der  CoordiuateouihngBpunlit  ist 
der  beschreibende  Pnokt.  Der  Paukt  aaf  der  Tangente  wird  bei 
einer  endlichen  Geschwindigkeit  in  unendlich  grosser  Zeit  erreicht 
werden. 
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Sind  die  Gleichnngen  von  zwei  Systemen,  welche  einander  senk- 
recht schneiden 

F(xivt)~a     nad    /^(aj^^)  -  5 
80  ist 

dy,  _  _SF      dF  ^       _  BF'      BF' 

dtt  3*1  '   ^  '*^  är»    '  3ys 

Hnn  soll  (7)  infolge 


ein,  also 
bt  jetzt 
und  für 


3f     8f  SF^     BF' 
BF 

BF  SF' 

5—  —  0  18t      -F—  - 


was  nns  lehrt,  doas  der  geometrische  Ort  der  Qipfel  in  Bezog  aof 
difl  ^Achse  in  dem  einen  Systeme  bei  dem  anderen  der  geometrische 
Ort  f&r  die  Gipfel  in  Bezng  aof  die  F  Achss  isL 

Wenn  wir  (8)  nach  «1  differentüren,  finden  wir 

/3*F    SF  B*F    dF\      /BFY 

\8a>t'  Byi       S^^  BxJ  '•  \dyj 

_  ^  f^  ^  _  a'F'  dF\  _  /fl^y 

~      Ä«!  \,3yi*  Bxf       Bx^By^Bst)  '  \0«t/ 
nnd  nach  y^ 

(a»F  ap  _  a»F  sf  \    /9P\» 

_  ^  /■  8*F^  8F'  _  a»F'  8fj\      /ÖFA» 
3F 


(a>F/8F\i  8*F    8F  3F       9*F  /eFN«!         (aF»» 

\3»/Wi/       3»i3i'j5^iöyi'''3yi' Wi/l  '  W)    ~ 

t^  IfflF'  /3F'\«  a*f'    8F'  8F'       a*F'  /SF'yi        /SF-y 


Bei  diuer  Ableitung  ist  (8)  gebrancht  nnd  weiter  ist  doch 

Anh.  I.  Hatb.  m.  Pkfi.    2.  B*(k^  T.  ZIL  S 
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34  Ekaaia:   Gtamttrüekt   Oerltr  bai  CvrvauftlemtM. 

Ans  dieser  Formel  ergiebt  man,  dass  wenn  es  fDr  das  eine  System 
einen  geometriscben  Ort  für  die  Wendepnnkte  giebt ,  dieser  Ruch 
der  geometriBcbe  Ort  fOr  die  Wendepnnkte  des  andereu  STstems  ist 

Indem  wir  die  Formel  (7)  gebraacben,  können  vir  aaf  einfache 
Weise  beweisen,  dass  wenn  das  eine  System  die  Formel 


bat,  dieses  System  nnter  einem  Winkel  a  gescbnitten  wird  dnrch  ein 
glricbes  System,  wenn  die  Achsen  beider  Systeme  einen  Winkel  l/mt 
mit  einander  machen'). 

nnd  weil  in  den  Schneidepnnkten    r,  =  r,    nnd    fi  —  ipt    ist: 
tg(™»,+B) 


tgT.q>i+tg«_ 

"1— tgngijtgo' 


rj  cotg(nf,  +  o) 

alBO 

r,"  — <)"COs(nij),^-«) 

n  kann  alle  Werte  haben.    Die  meist  bekannten  Gnrren  sind: 
n  —  1  Kreise,  welche  einander  in  einem  Punkte  berObren; 

n 1  parallele  gerade  Linien-, 

n  —  2  Lemniskaten  von  BemonlU  mit  demselben  Coordinaten- 

an&tngspnnkt; 
R  "  —2  gleichseitige  Hyperbeln  mit  denselben  Asymptoten; 
n  ~-  '/i  Eardioiden  und 
n  —  —Vi  Parabeln  mit  demselben  Brennpunkte. 

Die  Formeln  (5)  und  (6)  helfen  nns,  wenn  zwei  Caryensysteme 
gegeben  sind,  den  geometrischen  Ort  der  Punkte,  in  welchen  das 
Scbneiden  nnter  einem  bestimmten  Winkel  stattfindet,  zn  bestimmen. 
Zu  diesem  Zwecke  schreiben  wir  die  Formeln  in  die  Form 

1}  Uvnrling.    DiiiertaUe.    Groningen  1870.  p.  81. 
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Ekama:    Geometritekt    Oerter  bti  Cun>tii$yilemtit, 


18"  = 

I+, 


Wir  nehmen  a.  B.  zwei  Systeme  gerader .  Linien ,  welche  eluuider 
in  dnem  Pankte  schneiden.  Die  Entfsmnng  der  beiden  Schneide- 
pnnkte  sei  26;  so  ist  das  eine  System 


und  das, andere 

Vi  - 
St  = 

••^^          «.  +  » 

eed     *;-« 

Im  geometiiaclieii 

Orte  ist 

I,   —  X, 

und    p,  —  y, 

^+,e- 

2», 

oder 

i'-2»jcotgi. 

Diese  geometriwheit  Oerter  sind,  wie  cn  erwarten  war,  Ereiaiv  welche 
dorch  die  Schneidepnnkte  gehen. 

Als  zweites  Beispiel  dienen  zwei  STSteme  confocaler  liemnis- 
katen,  welche  denselben  Coordinatenanfangspnnkt  tiaben,  doch  bei 
denen  die  Linien,  welche  dnrcfa  die  Brennpunkte  gehen,  senkrecht 
zn  einander  stehen. 


FBr  das 

eine  ist 

r,*-2ö«Veos2T, 
für  das  andere  ist 

V  +  2a«Vco82v, 
also 

—  Pi*- 

—  Pi*  — 

.    1   dr. 

a*Biu2q>, 

1  A^ 

also- 
oder 

r,  —  r,    nnd    g>,  —  qp, 
2<iMsin2<p 

r*  -  2a»r»col8«8in2y  =  ( 
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36  Skama;  Geowutruekt  Oerler  bei  Curvintfilnun. 

Diese  geomotriBchen    Oerter   Biod  Lemniakateii,   doch   die   Achsen 
machen  mit  den  arsprflnglichen  Winkel  von  ib". 

Fnr  das  eine  System  kSnnen  wir  ein  System  gerader  Linien, 
welche  dorch  einen  Punkt  mit  den  Coordinaten  o,  b  gehen,  nehmen, 
nnd  den  geometrischen  Ort  der  Punkt«,  in  welchen  die  Carren  eines 
anderen  Systems  unter  dem  Winkel  a  geschnitten  werden,  suchen 
Das  System  gerader  Linien  ist  gegeben  durch  die  Gleichung 

C*,-o)tg^-y,-i 
also 

<*si      yi  — fe 

nnd  wir  finden  also 


tgc-  - 


Ist  n  —  90* :  d.  h.  die  geraden  Linien  sind  Normalen  der  Cnrren,  so  mnss 

s^.  Fflr  ci  —  0»  berOhran  die  Oeraden  die  Gurren  des  Systems. 
nnd  ist 

Ans  beiden  Formeln  sieht  man,  dass  ihnen  genDgt  wird  dnrch 
at^a  und  y  =  A,  folglich  geht  der  geometrische  Ort  immer  dnrch 
den  gegebenen  Punkt.  Von  SchlOmilch  *)  sind  diese  geometrischen 
Oerter  für  die  Kegelschnitte  onterencht 

Hat  man  zwei  Systeme,  welche  einander  senkrecht  schneiden, 
nnd  einen  Pnnkt,  durch  welchen  die  geraden  Linien  gehen,  so  ist 
naturgemfiss  der  geometrische  Ort  für  die  Normalpnnkte  des  einen 
Systems  auch  der  geometrische  Ort  ftir  die  SerOhrungspunkte  des 
anderen  Systems. 


I)  SchlOmileli  ZeiUebritt.    Bd.  XZIIL    8.  337—399. 


;cbyG00'^lc 


Jt«gtl!  Abltilungai 


IV. 

Ableitungen  arithmetischer  Reihen, 


Vom  Verfasser  worden  in  seinem  Anfeatze  „Ueber  eine  besondere 
Art  von  Reihen"  (Archiv  2.  Reihe,  Tom.  VII.,  1889.  p.  372)  ans 
Potenzreihen  nene  gebildet,  deren  Coefficienten  Functionen  der  Teiler 
der  Stellenvariabelen  sind. 

Das  hiebei  eingeschlagene  Verfahren  ist  einer  Verallgomeinernng 
SOüg  nnd  insbesonden  anf  trigonometrische  Reihen  anwendbar. 


2  o,fV(»V)- J'(e,9'),    •'<! 


eine  nnendliche  Reihe,  welche  gleichzeitig  nach  aufsteigenden  Po- 
tenzen des  Uodnl  p  nnd  nach  den  \  .  | ,  (hier  abkflrznngsweiae  mit 
„f"  bezeichnet),  der  Viel&chen  der  Amplitude  <p  fortsehreitet,  die 
entweder  fDr  jeden  Wert,  oder  wenigstens  fQr  nicht  negative  Werte 
von  <p  convergirt,  so  läsat  sich  aas  derselben  eine  nene  Reihe  der- 
selben Art  ableiten,  wenn  in  die  Stammreihe  (1)  rip,  n'  tOr  tp,  p 
gesetzt  and  das  Resultat  nut  einer  noch  unbestimmten  Function  j;(r), 
über  welche  später  verfugt  werden  wird,  mnltiplicirt  wird.  Setzt  maii 
nun  der  Reihe  nach  r  =  1,  2,  3, .  .  .  ,addirt  nnd  ordnet  die  Glieder 
wieder  nach  aofsteigendeu  Potenzen  von  f  und  Vielbchen  von  «>, 
ao  ersteht  eich 
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gg  Rogtl:  AbUitangta  arähmtlUtktr  BtHm. 

«^  g(i)  iinv)+(<hg(^)+»t9(i))  pVt^v) +[«iS'(3)+«iyi))eV(3<j')      . 

+(»,?(4)  +  <W(2)  +  a^ffCl  ))9V{4?i)  +  (fl,3(5)+<isj7(l))  p»  (5v) 
+(«,irt7)+«,ff(i))pU7y)+.    .    .  (2) 

oder 

wo  sich  die  zweite  Snmme  rechter  Hand  anf  alle  Teller  ( des  Stellen- 
Zeigers  n  bezieht. 

Bezeichne  •^Cd  Vt  g)  die  hier  mit  der  Stammreihe  (1)  vorge- 
nommene Operation,  so  kann  fQr  den  linksseitigen  Aasdrack  in  (3) 
symbolisch  auch 

ß(p.  <p,  g)Sa„i/''fi^<P) 
geschrieben  werden. 

Wenn  nur  solche  arithmetische  Reihen  entwickelt  «erden 
sollen,  welche  eine  angebbare  Summe  besitzen,  d.  h.  wo 

gammirbar  ist,  so  dürfen  nnr  derartige  Reihen  als  Stammreihea 
verwendet  werden,  bei  welchen  der  Aaedmck  F  fOr  ihre  Summe  die 
hiezn  geeignete  Form  hat.  Dies  ist  zwar  bei  k  einer  der  bekannten 
snmmirbaren  trigonometrischen  Reihen  (in  ihrer  gewöhnlichen  Form) 
der  Fall,  bann  aber  dnrch  Mnltiplication  derselben  mit  einer  schick- 
lich gewälten  Fnnction  erzielt  werden. 

In  besonders  einfacher  Weise  lassen  sich  die  folgenden ,  ans 
der  geometrischen  Reibe  entstandenen  trigonometrischen  Reihen 
zu  Stanunreihen  umgestalten. 


(5) 
(6) 
(7) 


iC 

C08nq> 

coa<p— 

'-,    ^(») 

Jl,<p) 

£j. 

inn^ 

•in. 

COS  IUP 

_."  +  » 

»)C08T   - 

_?S 

Jng 

— '  p 

''■W 

J», 

sinnqD 

-cd-» 

.1«  „ 

'3"M 
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ijf    «»»iOBnq)  —  f  —^  C08<p,     J'{<p)  =  1  — 2^»«)s2v+e*     (8) 
_J_,..i..»  =  ,itt'd.»  (9) 

\,9  beliebig/ 

Wird  in  dieaon  AiudrOcken  der  die  SDmmirang  hindenide  Nenner 
^iqi),  't'i'p)  •  .  >  aaf  die  linke  Seite-  gescb&St,  iadem  mftn  Glied  for 
Glied  mit  demselbeD  mnttiplicirt,  ao  kSnnea  sofort  ans  den  so  Tor- 
bereitoten  Keihen  Bammirbare  Reihea  der  angegebenen  Art  abgeleitet 
Verden. 

Selbstveratandlich  wird  bei  den  Reiben  in  (4)  and  (6),  deren  Sammen 
ein  Ton  J  .  j  freies  Glied  enthalten  die  specielle  Operation  i2 
{tp,  g)  nicht  angewendet  werden  dürfen.  Ferner  sind  bei  den  Reihen 
in  (8)  nnd  (9)  nnr  nngerado  Vielfache  von  qj  zn  anhstituiren. 

Je  nach  der  Art  der,  an  den  anf  die  nahe  liegendate  Weiae  za 
tranGformirenden  Reihen  (4)  .  .  .  (9)  Yorznnehnienden  Operaüonei 
^{fii  9>>  s),  welche,  wenn  kein  Zweifel  obwaltet,  abkQrznngswelse 
mit  Sl  bezeichnet  werden  mOgen,  werden  die  nachstehenden  eia- 
ftM^bBten  Fälle  zo  verzeichnen  sein. 

1.    Sl{f,  ip,  1).    Es  entsteht  ans 

(4)  .     .     .  fl^e"C08nv  .  J{f)  —  ip'iCOBnlt'  — Je** 

mit  Benutzung  derselben  Formel  (4)  die  neae  Reihe 


s   a  J(e*,  't)  .  #"coBn9  =  t  - 


^(v) 


Far    a>  =  0  iBt 
daher 

(6).    .    .  ÄJEf'*sinn?>-^(9)  =  -^f"8innT 

2;i:^(*'.(9)p-Binr.v-^  (12) 

Fttr      9  =  2     ist  bei  angeradem  ( 
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"'(•'•'1)-'+»° 

somit 

„ff-"  '  '■■^('+'^')  -  IT?  (") 

9.  —0 

f  (-i)-»p-iirn-(-i)<-ipii*__^_  2-iL 

s-i-e-  (  L  j  l+p         I-  p« 

(7).    .    .  «i'nfr"8inn9)J'(y)=  ipMainnfl)— ip8rt8in«v 

T«  niiT.    ™  5-^  ^*/  <   *  \  Bin  V         ,     siaqp 

i„,-™,,z,-  ^w.  '»)  =  »  3(^  -  f'^^  (17) 

_J  (-1)  *    .,.z!fl+^,._,(l^^"  (,„ 

(8)  .    .    .  ß     X     p"C0Bn9^'(9)  —     i     flOcOBn«— ,    £     g'-cosna, 
"«■■■  lAS..,  *       1J.6... 
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•"2 

f    (-l)^j-£[l-(-l)'p2<]«  =  0  {21) 

19) .   .   .  Sl    £    a"Binn»  .^'(a)  —     £  o^'tiarnpA-  X    f^nnip 

IM...  IX-S...  1^.B  - 

n— 1 

j  (-1)  ^  f^(i+«")"=f  r^I        (23) 

2.    Mgemeinere  ErgebnisBe  Verden  dorcb  die  Operatien 

wo  r  eine  positive  ganze  Zai  bedeutet,  Iierrorgebracht. 

Es  entstellen  Beilien,  welche  steh  dnrch  rmolige  Differentiatien 
Ton 

.  -  ^i-^— ,     x  —  iV 
1  — pa:' 
nach  7  ergeben. 

Nach  Hoppe's  Theorie  ist 
wo 

£,=  (fl,'(rf-l«,  -  (S)p'-  (?)(p-')'+(2)(P-2)'  ■    ■  . 
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somit,  nach  Trennnng  des  ImagiD&ren  Tora  BeoIIen 

?  „',.M»T-'i' ^ X 

.S"  '  (sini"'     ,S  i+1 

Auf  die  Reihe  (5)  angewandt  findet  sich 

Sl  £  f/"  &\\lnq>  .  Jlip)  —  Uli'' l/"mi  »ip 
daher 

Für    V  =  2     *ä' 

n— 1 

i     (-1)    ''    ,-il'(l  +  j»)  = 
i.i-fi  ... 

=  E  —^"»('j +  '+!"«'«»)  (26) 

(l  +  p'l    ^ 

3.    Dnrcb  die  Operation  Ä  ^y,  ^1,  wobei  p  nngeandert  bleibt, 
entSieben  Reihen,  'welche  mit  Hilfe  der  Bernoulli'schen  Fanction 

«.,  >«)-»--J».*->  +  (j)iJ,*-'-(")«."-'-  •  • 
+  {(-1)"  („.";)  J»-8''     mgerade 


Da.tizecbyGoO'^lc 


(      =+i 

•  "'"K— 1)  -ß-ö-  »      »B  ungerade 


Bummirt  Verden  kOnoev;  es  ist 

v>  0 

Die  aas  den  Reiben  (4)  bis  (9)  durch  -Q  entstehenden  Beziehungen, 
vulche  die  in  der  Gleichung  (3)  ansgeBprocbone  Form  besitzen, 
werden  ffir  jeden  Wert  von  ip  Giltigkoit  haben;  es  steht  daher 
frei,    dieselbe   nnr   fOr  jenen  Wertbereich   von  7   in  Anspruch  zu 

nehmen,  für  welchen  £-  f((»,  »qi)  snmmirbar  wird,  nftmlich  fOr 
(5) .   .   .  ß  (g»,  ^fij  Sfaiantp  .  J(tp)  =  f£~^-^aintt<p 

£<Aan9£  ^ni^ltT)  -  (-1)'+'  ^^v!^^]  Ifß{^„>  S^+l) 
Ftlr    g>  =  a     "Bt 

diesen  gemelnsunen  Factor  anf  die  rechte  Seite  gebracht,   ist  dann 
«— 1  - 

n--J 


„»■•+1  a''HS(2»)! 

wo  *M  der  vte  Secanten-Goeffident  ist, 
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n— 1  „ 

3  '  1-    t 

...i..'~"  »-^WT-  »(i+f.?"«.«  (32) 

(8) .   .   ,  ß(,,  ^)   _^^    fcoi»,  .  /!■(.,)  - 
t 

...f..  '""''^%-''("n- 
'-"'"  is5i'<'-«'>[0-i)*-+i'(L  2.) 


Sftmtliclie  Reihen  voa  (29)  bis   (34)   sind   giltig   far    p*  <  1    und 


4.    Die  durch  A  ( p,  f>,    -\  erzeugten  Reihen  werden    sninmirt 
mittel«  der  Formeln 
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Xog*lt  jUltiluiigai  arHkautiiektr  S(A«n.  45 

ui"   ^P"«»*"» Jlog(l— 2pcoe»+p*) llogiM     (35) 

i   1, -.!».»- ar=t«(-»™-'?-')  (S6) 

l.S.1...  n  M  — peoBip/ 

9*  <  ],    V  beliebig 
(4).    .    .  SISf'liOBnf  .  J(ip)  —  £- f'cosntf  — E  -  f^ 

S,'CöS,,p2:]j(l,p,,')-ilos~^  (37) 

y-0,    ^(0,  ,')-(!- »')",    ^(0)  =  (l-f)' 

•2f-S,-(l-f')'-log(l  +  p)  (38) 

»  -  »,    Jla,  ,1)  -  (1  _(-l)i,>)i,   4(„)  _  (1  +  ,)« 
X_,-i:J(l^(--l)',')«-^/    »-ili«^  =108(1-,)     (39) 

»- |.'('f>,')  -(l-(-l)^»')'    (I8i™le), 

-(?)  =  >  +  .' 

(5).    .    .a£|>*<8ii]n9>  .  ^(9»)    ~  S-e'äang, 

£„^,ln.vs]  A9',  tV)  =  ««tg  (i4^^)  (41) 

V  =  2 '    ■'0-'  *f )  ~  1+P"<  '  «ogerade 
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46  Rtgel:  AhUlhagtH  ariliaittiieitr  Raktiu 

(6).    .    .  a£np"C0Bn9)  .  ^»(q»)  — 

»-0,    ^(c',  0)  =  (1 -»')•,     ^(0) -(!-(.)■ 

»-f,  ^•(.',.ä)-(i-(-i)'' 


'(?)  =  >+-' 


i  (-1).,,.^» (i-(_i).,.)'-i.gja=i^      («■) 

Diese  Formel  geht  abrigeuB  aocb  ans  (44)  dnrch  TertanBchung  von 
f  mit  —  9  hervor. 

(7).    .    .    SlSne'tianip  .  J*{q>)~'  £  ^Bianip  — Z  —  einnip 


9>  —  ^.    ^  (*  ^)  =  (1  +  e")    ('  nngerade) 
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£    ,.»,.,  J:J  <«■(,„  ,.)  _  Jlog  ^'-^  .   ^^         (48) 

1.16,_  (  ^"(V,   (►)        **   (»,   r)  *■ 

»-0,     ^'(i¥)-(l-p')* 

,f...'-^'-,'-^"-*'°>'^^."  <«' 

£    -p"8inn,i-|-    £     -p>"sinnq) 

^£    (-1)    2     f-£ja-(-l)V)'  =  arctg*  +  arctgpS       (51) 
Die'Formeln  Ton  (37)  bis  (51)  gelten  bei  beliebigem  qj  fOr  p*  <  1. 

Mit  Beachtang  dee  Umstsndes,  dasB  die  Reibe fflr 

0  ^  V  ^  «  noch  für  f  —  ±  1  convergent  ist,  während  £—  fOr 
diese  Werte  diTergirt ,  kann  man  in  der  Formel  (48) ,  in  welcher 
letztere  Reihe  nicht  erscheint, 

9 

irhUt 

Z     C09aipZ  -  Bia*  t<p  =  0 

folgt  für 
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n+l 
2 
»+(-1) 
S    (-1)      ^  £~  =  0  (53) 


6.  Nimmt  man  die  Operation  H  bo  vor,  dUB  man  die  am  den 
'Stammreihen  dorch  die  Etnaetznogeii  f",  rip  erhaltenen  Beiben  vor- 
erst mit  dem  Vorzeichen  (—1)'  versieht  nnd  dann  so  verfElbrt  vie 
früher,  so  entateben  ans  den  Reihen  (4)  und  (6)  Resultate,  welche 
fllir  p  ^  ±t  °ech  richtig  bleiben,  wenn  die  Amplitnde  v  der  Be- 
diogniig 

gentigt 


1  d  (m\ 

£    coBnv^{-l)' jBin«'|=ilog4cofl^ 

i.f...  *~"^  •^-"'  J  ''""'t  ~  ♦'°** 

3i—l)*aotttq)  J(-I)'  -  COB*  *^  -  ilog  U  Bin  |) 


^GbyGoo^^lc 


£  (-!)=•  XHl)»,  co>»  ^  -  «Ig2  (68) 

(6)  .   .    .  J2'2ii^a»nf  .  J^v)  ~  '^(—1)*'  ^COBr^ 

£«e"coaii«i£(— l/  ^J*U9)  — 

»-±1,   Aif)~{ 

£.ci».i,i(-l)i-i  .in' S  =  llgl™|  (60) 


A-lJ'wcowTfC  -1/  i  CO.»  2  -  J  lg  4  .in  I 


(61) 


(»IcOTl     4~16^ 


)-fi\ti    (6J') 


UmuH  folgt  noch 


Z    (-1)"»     i    '_     i     -1)2,    i;    1     (62") 
^k.  a.  ibiii.  m.  fhfi.  ..  .dk*.  TL  zu.  4 
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fi.    Aus  Alf,  f,  —j  gehen  na cti stell pndo  Reihen  hervor: 

■£  — jCOHnip  —  e<™'*C08(p8in.p)  (68) 

£  —ff-sinntp  —  e<™^8in(pBin9)  (W) 
die  gelten  fltr  Jedes  f  nnd  9>. 
(4).   .  .Si£^'coa»q).d(f)  —  £~.coBr<p—S^ 

Zf.'^cotttj' £  ..J{tq),  (-')  =  «P™*coB{^sinv)  -eP"  (65) 

,_0;               -Z^     f«Ä  J.(l-p')'  =  e*-e^  (66) 

2.*"^..   '     ^**  *■"  ^  h  (*  -2»'  «»^  I  +  P")  -  C09  *  -  rf'  (67) 


(6).    .    .  ßjp"BiuM9  .  ii(9>)  —  £- jBiDry 

£p"«nB7>Z-. ^((f*,  tif)  —  «P"»fBin(pBiny) 


V  -  Ji         ,.^5../"^'  *'-J^j(l  +  ¥")-8inp  (70) 

(6).    .    .  Sl£nf"coanip  .  ^*(q>)  = 
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V  —  O;  £nf' S ^^ll—if*)*  =  ee  -  2rf'+e*'  (72) 


2      (—1)    ^    nQ'iZ  —  (i  +  gii)t^coa(t+coa«»~-2ef        (73) 


Z(-l)"nj»jr^a-(-l)'p')*"e-P-2«f*  +  «-f'  (74) 


pf  pSr 

£T,c'amn<p£^^J^(Q',  tip)  —  ef"*iiD(fi(nü9)  —  et'*"fsia(e'üatp) 

(76) 


^  £    (-1)  n^  JE  ^^(l  4-  p«)»  =  BiD  p  -  8iQ  (.»  (76) 

Sbntliche  Reihen  gelten  bei  beliebigem  7>  fUr  p*  <C  1- 

7.    Mittelst  fl  (^ p,  (p.  C"))!  *<*  "*  ^i"  Bnicb  oder  eine  negative 
ganze  Zal  ist,  gelangt  man  za 

^Jfl-coBnv-/f.     (T)coB(^«arctg^_^_^^^J 

'^1(9)  —  1  +  2p  coB  V  +  e* 
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(4).    .    .ÄZj»C0B«T.^i(9)  — •£(")*"W>SM»— X^^Jji*' 

Xf'catmpEQ'^  J,lt^,  ^) (1  +  »«)- 

»-^  ^.(V.--=(r)0-v«.'i+.») 

»-»i£(-i)-^i(7)[i-(-i)'«T-  U-e) — U  +  f«)-  (79) 


(5).   .   .  Äip"8lnfi».^(v)  — -^{"Js'sinwv 


(83) 


9   =   5;        X     (-1)    2      j-JS(;*")(H-^)- 
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Sagtl:  JUnlu^M  anlimelüchar  JlfOM.  5S 

+ ^  cy  (^'^f-"  CO'" 

9  —  0; 

£^-  i  1  (")  (1  -  ^)'  =  (l  +  »i-  +  (l  +  »•) (»  +  «')-    (83) 

-  (H-(')^«>»(»"0'«»)  +('  +»■'*  "■("•«'««')  —  ('+»''" 

(81) 

,=,-,  £(-!)■  n^i i  (,")  ('-(-'>'  »'''  -  0  -  »)^  -  (1  +  »■)" 

+a-(')r      (») 

(7).   •   .  a^i»(»ainMT -^W  —  ^(^„ J*"8lo»» 
inj"  Bin  »9^  -  r"~)  ^»  (f*,  (9) - 
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-  V  (P«,  <P)  Bin  (™  arc  t«  j^-,^  J  (86) 

n— 1 

{l  +  e»J^  Bindnarctgp)—  (l  +  p*)    8in(miirctgo»)  (87) 

8.    Die  Operation     ß  1  p,  ?>>    i  __    i  I  ftbrt  zu 

»-1  ^f^V  "  ~  2  ■         8in^«  — +  SV  *^' 

vo  fi  keine  gaose  Zal  ist,  nnd  tp  der  Bedingdng 

nnterworfen  ist. 

Da  dieselbe  g  nngeäiidert  Iftsst,  so  hanQ  gie  aach  nur  auf  die 
Reibe  (8),  welche  kein  von  cosip  freies  Glied  im  ZUer  enthält,  an- 
gewendet werden;  man  erhält,  wenn  nar  ungerade  Vielfache  von  tp 
genommen  werden, 

(8) .   .   .  ß JE  p»  cos  wp  4'(ff)  —  e(l  —  9*)      S      -«£— i  ***  "'^ 


1J.6...  **— (l> 

-2») 


coBjtfg  — y) 
ain^n 
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9.    Die  Operation    Ä  fip,  ;,«  1„»J  >   *"   f*  ''*'''^  «an^e 
ist,  erzeugt  mit  Bcunlzang  von 

n  sin  ny  _  «  sin  ft(jt  —  qo) 
n'  —  (i*  ~  -i        BinfiÄ 


aus  <5)  .   .  *  -  ßi^s"  «in  «9  ■  '^M  —  p^  ^»_  J,» 
die  IdentilAt 

l   (  i*(((p)        «     sin  >t(j  -  q>) 


--i^  .i...<-""''"^;.'4-ffT?~;~^  ■<''' 


„  n  SID  ny 
(7)  .    .    .  ß^np-'sinnip  .  ^(»)  -  #<1  —  P')  ■*  „r^I 


_(  ^»tiv)       j«    „  BinfiU  — y)  ,03, 
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«-1         1 

Wena  wieder  nnr  nngende  Tielftwii«  von  f  nbstitairt  werdoi, 
kommt  KU 

(9).  .  .Ä    i    «»Bin«9.y{»)-#(l  +  p«)£^;;5 


1«...  (     (•— f»» 

0  ^  T  *  "  (») 

FOr    f»  —  i    ergiflbt  sieh  noch  im 

■  -1  » 

"''  ■  •  -.J^J-"  "    "•=?  •  J?b  ■  •''  =  B  V»  i:^  (»■) 

»— 1  n 

<"'■•■  .^i-"  '   »■^^  cti  •  •'  =  iVä  ■  .(pf^  »*■) 

10;  Wird  die  im  AbuU  (6)  aDgegebene  UodificatioD  auch  bei 
den  anderen  Operationen  angenominen ,  so  ergeben  sich  Formeln, 
welche  lich  von  den  hier  entwickelten  nnr  dadnrch  nntencheideB. 
dass  der  Aaidmck  unter  dem  iwelten  Sommenzeichen  Unker  Hand  daa 
Vorzeichen  (—1}'  beützt,  während  in  dem  rechtaadtigen  Teile  — f 
füx  -\-f  steht. 

Brflnn,  Aognst  1891. 
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üeber  die  dnroh  dielektrische  und  magnetische 
Polarisation  hervorgerufenen  Yolmn- 
nnd  Fornmuderongen  (Elektrostriction  and 

Hagnetostriction). 


Von 

Dr.  F.  Pockels. 


Schon  Voltft  bat  im  Jahre  1776  die  Anfmerkeamkeit  auf  die 
Tatsache  gelenkt,  dass  sich  das  innere  Volsm  einer  Leydener  Flasche 
bti  denn  Ladnng  tetgrötaert,  aad  hat  ancfa  beroita  richtig  renantet, 
dasa  der  Gmnd  jener  Amdehnong  in  der  gegenseitigen  Anziehung 
dar  Belegongen  n  anclien  aeL 

Die  erwfthnte  Erecheinnng  gerieth  dann,  wie  es  scheint,  in  Ver- 
gessenheit, bis  sie  1864  von  OoYi  *)  wieder  anfgefnnden  warde 
dodi  erst  1878  wttrde  sie  von  Dater*}  naber  nntersncht,  welcher 
glaubte,  es  mit  einer  ganz  nenen  r&tselhaften  Wirkung  der  Elektri- 
dtU  2U  ton  zu  haben.  Der  Arbeit  Dnter's  folgten  bald  zahlreiche 
experimentelle  und  theoretische  Untersuchungen  ttber  die  Volnm- 
snd  Fonn&aderong  dielektrischer  KArper  im  elektriachen  Felde.  Das 
erhöhte  Interesse,  welches   die  Phrsiker   seit  1879   diesem  Gebiete 


1)  QotI,  Nooto  Cünento  XXI— XXII,  p.  18— SC,  I8S5— 61;  Atti  dalla 
B.  Aecad.  dalls  BdttiM  diTorino,  1, 106  -tlO,  ISSC;  femar  aach^Conipt.  rend. 
LXXXm,  t>-  BIT,  ISTS. 

t)  Dnttr,  Compt.  Twd.  LXXXVn,  p.  SIS,  SSO,  103«,  ISTS;I<XXXVQX, 
IKO,  1B7S;  ancb  Jonin.  **  pb^».  VIII,  p.  89,  ISTS. 
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der  sogenannten  ElektroBtriction  zuwandten,  erklärt  sich  wol  mm 
Teil  durch  die  znuebmeude  Verbreitung  der  von  Faraday  begrOn- 
deton  und  von  Maxwell  weiter  darchgefabrleo  Anschaanng,  nach  wel- 
cher die  elektroBtati Beben  ond  mEignetJachen  Kräfte  nicht  auf  anter- 
mittelter  Fernwirknng,  sondem  auf  einem  gewissen  Spannungs- 
zustande  des  AledinmB,  welches  die  scheinbar  anf  einander  wirken- 
den Edrper  trennt,  bemben  sollen.  Denn  es  lag  nahe,  zu  vermuten, 
dass  jene  Spaunnugeu  von  Deformationendes  Zwischenmedinrns 
begleitet  Bein  würden,  and  dnrcb  einen  experimentellen  Nachweis 
solcher  Deformationen  eine  BeBt&tignng  der  MgxweH'Bchen  Theorie 
zn  suchen. 

Wir  wollen  nun  im  Folgenden  sehen,  ob  die  Erscheinangen  der 
E  lektrostriction  und  die  analogen  der  Hagnetostriction ,  d.  h.  die 
Volum-  und  Form ftodornn gen  elektrisch  oder  magnetisch  polarisirtor 
Körper,  zn  einer  solchen  BestjLtigang  aberhanpt  führen  können  oder 
aber  eich  nach  der  alten  Theorie  ebensogut  erklären  lassen.  Wenn 
dabei  zumeist  nnr  von  den  Erachciunogen  im  olektriBchen  Felde 
die  Rede  seiuwird,  so  sei  im  Voraus  bemerkt,  dass  Alles  auf  die  entspre- 
chenden magnetischen  Wirkungen  Übertragbar  iat,  indem  man 
die  elektrische  Kraft  mit  der  magnetischen,  die  Dielektricitätsconstante 
mit  der  Magne ti s im ngBcon staute  (magnetischen  Permeabilität)  ver- 
tauscht und  das  absolute  magnetische  Maasssystem  statt  des  elektri- 
schen benutzt 


Die  Haxweirsehe  Theorie  für  Isotrope  Medien. 

Nut:li  <!or  Theorie  Maxwell's  besteht  in  einem  isotropen 
dielektriscbeu  Medium,  welcbes  irgciiilwclcbo  elektrisch  geladene 
Körper  umgiebt,  ein  Spannungszustand  vod  der  besonderen  Art,  dass 
sich  das  Medium  parallel  dei;  elektrischen  Kraftlinien  zosammenzu- 
zieheu  und  in  allen  Richtungen  senkrecht  gegen  dieselben  mit  einer 
gleich  grossen  Kraft  auszudehnen  strebt;  dieser  Zu^  parallel  den 
Kraftlinien  nud  Iruck  senkrctrht  dazu  ist  der  absoluten  Grösse  nach 

gleich  ö_-^»  ■""  ^die  Dielektricilätsconslante  des  Mediums,  Ä  die 
in  absolutem  elektrostatischen  MaasBo  gemessene  elektrische  Kraft 
nach  der  „polaren  Definition"  (also  gleich  dem  Potentialgefätle)  ist. 
Für  den  freien  Aether  bat  K  den  Wert  1,  auch  dort  sind  also  nach 
Maxwell  solche  Spannungen  vorhanden.  Nach  der  in  der  Elasti- 
citätathcorie  gebräuchlichen  Bezeichnunga weise  würde  daB  erwähnte 
Spannungssystem  in  Bezng  auf  ein  beUebigea  rechtwinkliges  Coordi- 
natensystem  X,  Y,  Z  die  Componenten  besitzen: 
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---l!(|)-(^)-(lf)"} 

K     drp    SqD 


Bt  =  C„ . 


K    o<f  vif 


vobei  f  das  (gesamte)  äektrischo  Potential  bedeutet. 

Au  den  bekannten  Eigenscb&rtcn  dea  letzteren  l&Bst  sieb  leicbt 
abteiten,  (wie  ea  für  den  Fall  K—\  scbon  1843  dnrcb  W.  Thom- 
son geschehen  ist)  daas  dae  vorstehondü  Spann nngBBjstem  vollst&ndig 
iquiTalent  ist  den  Kraftcomponenten,  welche  Bich'ans  dem  Conlomb'- 
■ehen  Gesetze  ergeben,  nnd  in  der  Tat  ist  Maxwell  zn  den  Glei- 
chungen 1)  durch  eine  blosse  mathematische  Umformuag  der  be- 
kannten AnsdrAcke  fSr  jene  Kraftcomponenten  gelangt.  Gegen  diese 
Ableitnng  ist  der  Einwand  erhoben  worden  >),  dass  sie  willkürlich  sei, 
da  man  nnendlicb  viele  andere  Spaanungssysteme  angeben  könne, 
welche  ebenfalls  den  bekannten  elektrostatischen  Kräften  aeqaivalent 
seien.  In  der  Tat  bleibt  die  aaf  geladene  Conductorcu  ansgeUbto 
Kraft  die  gleiche,  wenn  man  die  Drucke  senkrecht  zn  den  Kraft- 
linien beliebig  ändert,  weil  ja  die  CondnctoroberSächon  von  den 
Kraftlinien  stets  senkrecht  getroffen  werden.  „Aber  nur  die  Uai- 
,well'achen  Spannungen  gentigen  der  nnerläHslicfaen  Bedingung,  dass 
„sie  sich  an  jedem  Volnmelement  dea  Dielektricnms,  welches  keine 
„dektrische  Ladnng  enthalt,  das  Gleichgewicht  halten'"). 


I)  Vergl.  I.  fi-  Poia«ar£,  Electricilä  et  optique,  I,  p.  S6;  ferner  A. 
Seydie  r,  Siliongsber.  der  böhmischen  Qes.  der  WisaeDSuh.  Prag  IS8S,  Bei- 
blitler  YII,  p  5S1 ;  Adler,  Siliungsber,  der  Wiener  Akndetntc  89,  (i) 
p.  594,  1884. 

3)'Ousdie«  iD  der  Tat  der  Füll  ist,  ertennt  man  sofort,  indem  wiin  »ni 
dta  Gl.  I)  die  KraAcompooenien 
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In  Folge  di«8Br  Eigenscluft  nun  kommen  die  betrachteten  Sptn- 
nungea  Im  Inneren  eine«  (kdne  fireie  Elektridtftt  enthaltenden) 
Dielektricama  llberhftnpt  nicht  inr  Geltung:  ee  Terhftlt  sich 
Bo,  als  ob  sie  dort  gar  nicht  exigtlrten,  nndnnranf  die  Oberflftche 
des  Dielektricams  Kräfte  auBgeflbt  würden.  An  den  „Graniflichen 
g^en  Gondnctoren"  gelangt  der  Zog  paralld  den  Kraftlinien  toU 
znr  Wirknng,  sofern  also  nicht  aas  mechanischen  Ursachen,  e.  B. 
der  Elastiütftt  dea  Condnctors,  noch  andere  Krftfte  auf  dieae  Oroni- 
flacfaen  hinzukommen,  ist  das  Besnltat  dasselbe,  als  ob  daselbst  auf 

das  Dielektricnm  von  ansäen  ein  „normaler  Omck^'  ö~A*   anagsdbt 

wQrde.  Auf  eine  „Grenzfl&cha  g^en  ein  anderes  Dieiektricnm" 
wirkt  die  Renltirende  deijenigen  Kräfte,  welche  sich  nach  der 
ans  der  Glasticitätstheorio  bekannten  Regel  au  den  im  Inneren 
eines  jeden  Dielektricnms  vorhandenen  Spannungen  ergeben,  and 
deren  2-Componenten  alio  lind: 

—  An  —  —  ^»008(1»,  »)  — ^,  cos(n,  y)  — AeoaK  •)  im  ersten, 
+  ^»'—  +^'co8(n,  *)+ i/wwK  v)  +^/coa(«,  •)  im  zweiten 
Bielaktricnm,  wenn  n  die  Richtung  der  in  das  erste  Hediom  kinein- 
fohrenden  Normale  der  Grenzfläche  besdchnet  Die  Spannungen 
Ai',  A/,  Am'  ■  ■  ■  sind  dnrch  die  Formen  1)  gegeben,  wenn  darin 
K  dnrch  die  Bielektridtätsconstante  K'  des  zweiten  Hedinnu  er* 
setzt  wird.  Dabei  ist  aber  zu  beachten,  dass  die  zur  Orenzflflcho 
senkrechten  Componenten  der  polar  definirten  elektrischen  Kraft 
beiderseits  nicht  gleich  sind,  sondern  sich  umgekehrt  yerhalten  wie 
die  Dielektricitltaeonstanten,  eo  das«  also  die  Relation  besteht: 


BAt  _  Sä^_  BAm 


benchntt;  im  findet  ■■  B. 

JT         Sa 
A—  —  j-'^T^i    ond    ^9»  ist  —  0 

wo  kein«  freie  Blektridttt  TOrluDdea  iit.  Wolbaaerkt  gih  diet  aber  unr  flkr 
d«D  bei  Duerer  BetncbtDng  imma  ToraiugcteteMii  Jall  dw  Oleichga- 
vichtiTertellnng  der  elekIriMhen  Kraft.  Bei  Diebt  eUtioiiaren  Ziutan> 
den,  >.  B.  bei  elektriMhen  Sehwinfnngea,  wftidm  encb  die  Haxwell'achen 
8p«imaii|«n  d>e  Innen  der  Dielektriea  niebt  in  Bnbe  Terherren  Immb;  Jedoeh 
wftrdon  anter  den  bei  oneeni  Tenneben  benlellbaren  Terblltnieeen  duaiu 
beobacbtbue  Bewegungen  der  Materie  niebt  benergeben.  (TeigL  Hertk , 
Wied.  Ann.  41,  p.  998;  1891).  Einen  einfachen  Beweii,  deea  die  Qleich- 
gewkbttbedingnng  solwendig  ant  die  Uaxweirtcben  ^Minnngen  ttbrl,  gHb 
«neb  Taicbr.  Conpt.  lend.  Gilt,  p,  IIB*. 


;cbyG00'^lc 


Mit  Bfleksiclit  anf  dieie  findet  nun  ils  Componentai  der  nml- 
tireaden  Knft  u  dar  Grenzfllebfi : 

^— — ^--'{(£)'+(iy+(lr)' 


Ana  dar  Form  dieser  Ansdrflcke  geht  beiror,  Haas  anch  die  anf 
die  „OreniflAchfl  zwaier  Dielefctrica"  wirkende  Kraft  stets  lenk- 
reelit  n  dieser  Fläche  guichtet  ist  nnd  swar  in  einem  „nonnalen 
Dmc^  gegen  das  Medinm  mit  kleinerer  Dielektricitatacenstante 


Die  aoeben  a&her  beatiinniten,  anf  die  OberfUche  eines 
dielriMaehen  KOrpars  im  elektrischen  Felde  wirkenden  Dmckkr&fte 
haben  mm,  sofern  ilmen  nicht  mechanische  Kräfte  entgegenwirken, 
dne  Deformation  des  KOipers  inr  Folge,  welche  ans  ihnen  {Uir 
fette  Dielektrica)  nach  den  gewöhnlichen  Regeln  der  ElasticitatS' 
tkaoiie  n  berechnen  ist  ,.6anx  verkehrt  ist  dag^en  die  nicht 
„seHes*)  anntreffende  Ansicht,  dass  im  Inneren  des  Oielektriciuns 
„an  jeder  Stelle  Deformationen  stattfinden  mflssten,  wie  sie  sich  ans 
tjSat  dort  hemcbenden  HaxweU'scben  Spannungen  Ar,  , .  .  B,,  ... 
„nmittdbar  nach  den  linearen  Omndgleichnngen  der  Elaiticit&ts- 
,tkeorie  OTgeben  würden,"  worans  n.  A.  folgen  würde,  dass  in  fltts* 
■igen  KSipem,  in  welchen  keine  anderen  als  allBeitEg  gleiche  Dila- 
latioiien  mOglich  sind,  der  Uaxwell'sche  Spannnngszastand  Oberhanpt 
nicht  Iwftehen  konnte  *)-    Veranlasst  ist  diese  irrtandiche  Anffiusnng 


1)  Z.  B,  Mgar  in  Pofncartf'i  Xl»etrldt<  «t  optiqn*,  I,  p.  90.     1B90. 
S)  KNnuelit  noch  jDngtt  P.  Dnham  in  Hiuao  aLefoiu  inr  rfleetrieit^ 
«  le  MgaMsau",  7inn«II.  ^uii   1891),  p.  4ST  al«  bMondin  g«withtig«n 
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Jedenfalls  dadurch,  dase  man  sna  der  EluticitätsÜteorie  gevohnt 
ist,  SpannongeD  nad  Deformationen  als  untrenobar  miteinander  ver- 
bonden  zd  betrachten,  „Der  Zwangsznstand  im  polarisirten  Oielek- 
„tricnm  soll  aber  nach  Maxwell  gar  nicht  ans  der  Elaatidt&tstbeorie 
„erklärt  werden,"  sondern  ist  als  von  einer  ganz  anderen,  ihrem 
Wesen  nach  völlig  unbekannten  Ursache  herrQhreod  aniaseben  *). 
Demnach  berührt  es  die  Maxweirscbe  Anschaanng  nicht,  dass  die 
Ton  ihr  angenommene  Drnckverteilang,  wie  sie  dnrch  die  GleicboDgen 
1}  gegeben  ist,  als  Folge  der  Deformationen  eines  den  gewöhnlichen 
Gesetzen  der  Elasticitatstheorie  gehorchenden  Medinms  im  allgemei- 
nen nicht  auftreten  kann,  weil  diejenigen  €  DitTerentialgleicbangea 
2tcr  Ordnung,  welchen  die  elastischen  Drnckcomponenten  znfolge 
ihrer  linearen  Abhängigkeit  von  den  DifTerentiaiqnotienten  der  Ver- 
rücknngen  genügen '),  nach  I)  auf  ebensoviole  DiSerentialgleicknDgen 
fflr  das  elektrische  Potential  9  fahren  wurden,  die  von  diesem  nur 
in  ganz  specielleu  Ffillen  erfallt  werden  kOnnen  ■). 

SpaanwigsniBtand  In  pokderabeIeD  Dielektriels  naoh  der 
Fernftwlrkangs-Theorle. 

Nach  der  alten  Angchannng  von  der  FernowJrknng   wQrden  aas 
den  Haxwell'schen    Spannungen  1)  diejenigen  Bestandteile,    welche 


Einwand  gegen  die  gnnie  MazweH'iche  Theorie  gellend.  Im  LiTreXII,  Cap. 
III  dieiM  Werket  will  deteeD  Verf.  leigen,  dnu  die  Uaxwell'acbi  Theorie,  auch 
abgeiehen  von  jenem  Binvand,  an  und  für  lich  fehlerhaft  »tä,  da  tich  die 
auf  die  OherfiSche  einei  Dieleklricnins  wirkenden  KrSft«  aicbt  in  der  Form 

darstellen  liriacn.  Uie  betreffende  Rechnung  Dnhems  (1,  c  p.  459  — 4««) 
beruht  aber  auf  einem  BchoQ  in  Cap  I  du  Lirre  XII,  p.  411,  began- 
genen  Fehler,    darin  bestehend,    dais    bei  der  Berechnang   jener  Oberflichen- 

krUte  die  Unstetigkeit  der  elektritcheo  Kraft  ^  nicht  berftckeicbtigt  wird. 
„Infolge  dieiei  Fehlers  wird  nicht  nar  die  Beweisflthrnng  Dahemt  gegen  die 
gMaxwell'sche  Theorie  hinlSllig,  sondern  auch  sein»  gsnsen  die  Elektro-  ood 
„Hagnetostriclion  belrrlTornU'n  KiilwiiikiOunycn  iIcs  Lirrc  XII." 

I)  Maxwell  islbet  betont  dies  uuidHlcklich  in  Art.  110  ■■!□«■ 
„Treaüca  on  Electricitj  and  Hagnetism,"  p.  16S  des  1,  Bandes  der  deateohen 
Ueberietiung. 

9)  Vergl    X.  B    Eirchhorfs  Mechanik,  p.  399. 

3)  Vergl.  E.  B.  E-  B?Ur.tnii,  Memorio  della  R.  Accad.  delle  Seieue 
deir  Islit.  lU  Bolognii,  (*)  VII  f  !— 40,  1886;  M.  Brilloain,  Ann.  de 
rBtole  Normale  lupcrirnro.  (3),  t.  IV,  p.  iOW  1S87;  auch  E.  Mathien, 
Theorie  du  potentiel,  II,  p.   110. 
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anch  im  freien  Aether  Torbanden  sind,  ansiDsondern  nnd  durch  dio 
ihnen  aeqniyaleute  Fernewirkung  nach  dem  Coalonnb'schen  Gesetze 
iD  ersetzen  sein;  die  übrig  bleibenden  Bestandteile,  n&mlich 


-ci9+ay+ßD'i 


lind  also  aacb  Lier  nocli  als  molcculure  Druck-  resp.  Zugkräfte, 
liervorgerafen  durch  die  elektriscbe  Polarisation,  aufzufassen  and 
ergeben  die  Modification,  welche  dio  nach  dem  Coulomb'schen  Ge- 
setze berecbneto  Wirkung  durch  das  dielektrische  ZwiBchenmedinm 
erleidet.  Entsprechend  dieser  Auffassung  zerfallen  aucb.die  an  den 
Oberflächen  der  Dielektrica  auftretenden  Kr&fto  A,  B,  C  in  zwei 
Teile:  erstens  die  Pernewirkung  anf  die  infolge  der  Polarisation  an 
jenen  Grenzflächen  vorhandene  scheinbare  elektrische  Belegung,  ;£wei- 
teua  die  Resaltirende  äus  den  molecuiareu  Spannungen  SI»,  .  .  .  iu 
den  zuisminenstoBBenden  Medien,  welche  hier  aber  nicht  mehr  senk- 
recht zur  Grenzfläche  igt.  Auch  die  Spannungen  1')  halten  sich  in 
jedem  inneren  Punkte  des  Dielektricums  das  Gleichgewicht,  kommen 
also  nur  in  jener  Resultirenden  an  dessen  Oberfläche  zur  Geltung; 
die  Deformationen,  welche  sie  hervormfeu,  dürfen  indessen  nicht  direct 
dnrefa  Einsetzen  der  AnsdrBcke  9Ii, ...  in  die  Grnndgleichnngen 
der  Elasticitätstheorie  —  «^  —  «u^i-j-^iitl'si  +  .Z,)  etc.  berechnet 
werden,  sondern  man  hat  wieder  lediglich  die  anf  die  Oberfläche 
wirkenden  Kräfte  als  gegeben  anzusehen.  Dabei  kommt  natarlich  die 
Erwähnte  Zerlegung  derselben  gar  nicht  in  Betracht,  „so  dass  also 
die  alte  Anschauung  notwendig  zu  denselben  Resultaten  fahrt,  wie 
die  Haxweirscfae". 


j^B^anaugea  zweiter  Art"  In  ponderabelen  Isotropen  Dielektrietl. 

Die  Ansdrficke  1)  bzhw.  1')  fUr  die  Spannungen  in  isotropen 
pöuderabelen  Dielektricis  bedürfen  noch  einer  Ergänzung  in  dem 
Falle,  dass  sich  die  Di elektricitätscons taute  in  Folge  von  Defor- 
mationen der  KOrper  ändert.  Dies  bat  schon  1880  Korteweg') 
bei  der  Behandlung  einiger  speueller  Probleme  der  Elektrostriction  ge- 
zeigt-, 1881  wurde  die  allgemeine  Theorie  far  FlOssigkeiten,  bei  denen 
die  Dielektricitätsconstant«    nur  von    der    Dichte    abhängt,   von 


1)  KaTt«w«c,  Wi*a,  Ami.  9,  p.  48—61,  IBSO. 


;cbyG00'^lc 


64  PeeJctUi   Utbtr 

Helmholtz  *),  ond  168i  für  feite  isotrope  EOrper,  wo  Dilatationen 
parallel  den  Kraftlinien  einen  anderen  Einflnaa  haben  kttnnen,  als 
solche  lenkrecht  dazn,  fast  gleichzeitig  von  Eirctahoff  *)  nnd  Lor- 
herg*)  gegeben. 

Alle  diese  theoretischen  üntersnchnngen  benihen  anf  der  Er- 
wftgnng,  dasB  der  Zuwachs,  den  die  gesanite  elektrische  Energie  *) 
eines  Systems  von  Condnctoren  nnd  Isolatoren  in  Folge  irgendwelcher 
Verschiehnngen  seiner  Tolomelemente  erfthrt,  gleich  sein  mtus  der 
bei  diesen  Terschiebnngen  zn  leittenden  äusseren  Arbeit,  ans  der 
sich  dann  die  auf  jeden  Pnnkt  des  Systems  «irkenden  ponderomo- 
torischen  Kr&fte  nach  dem  Prindp  der  vfrtnelten  Terrficknngen  be- 
stimmen. 

Da  die  7erteilnng  des  Potentials  im  Oleichgewichtszustande  eine 
solche  ist,  dass  sie  die  elektrische  Enei^e  in  einem  Minimnm  madit, 
so  kann  man  bei  der  Berechnang  der  EoergietLndernng  durch  nnend- 
lich  kleine  Verschiebnngen  an  Stelle  deijenigen  Variation,  die  das 
Potential  dabei  wirklich  erleiden  wOrde,  irgend  eine  andere  setsrai, 
oder  man  kann  aneh  das  Potential  dabei  als  constant  betrachten. 
Letzteres  tun  Helmholtz,  Kirchhof  fand  Lorberg.  Die  Variation 
kommt  dann  dadurch  zn  Stande^  dasa  in  dem  elektrischen  Felde  von 


I)  Helnholti,  Wted.  Ann.  18,  18SI.   Sltdnr.  d«r  k.  Akad.  <L  Witt,  m 
Barlln  1S8I.  p    l«l. 

1)  Ktrcbboff,  Sitinnftbar.  d.  k.  Akad.  d.WiM.  n  Berito  1884,  p.  1S7 
nnd  Wied.  Ann.  S4,  p.  ftl,  1885. 

8}  Lorbtrg,  Wi«d.  Ana.  Sl,  p.  SM,  ISS4. 

4)  Die  guanta  «lektriichi  (potantialle)  Bnargle  JT  iit  di^JeiUKe  Ar- 
beit, welche  in  Iditcii  iM,  Dm  die  Im  BjtUm  TOrtiiiidine  wahre  Elektiidüt 
■DI  einem  Beierroir  Tom  Potential  nnll  an  ihren  Ort  in  blinken;  bMeiol 
die  ranmliehe  Dichte,  t  die  Oberflichsndicbte  jener  wakreo,  d.  h.  von  ■ 
rageleiteten  Elektrieitlt,  M'iil  bIm 

il  Ober  den  piDien  Banm,  du  iwe 
toren  in  entrecken  iiL  Eine  andere  ] 
rontellung,  wonach  der  Kti  der  Enei 
it,  )(t  dlete: 

Iti   in 
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wo  da«  ente  Integral  Ober  den  piDien  Banm,  du  iweite  Ober  alle  Ober- 
flächen Ton  Condnctoren  in  entrecken  iiL  Eine  andere  Form  tob  B,  welche 
der  Maxwell'fchan  Tontellung,  wonach  der  Kti  der  Energie  die  Dielekiric« 
allein  «ind,  entcpricht,  )(t  dlete: 


Weitere  Umformungen  diese*    Aofdrackei    giebt  Helaholti    in    der    dUrten 
Abhandlungi  die  ran  ihm  bsnntsW  Fom  iit  s£— £'. 
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Gonstanster  r&amlicher  Terteilnug  der  elektriBchen  Kraft  sich  die 
Verteilnng  der  Materie  und  somit  an  einer  festen  Stelle  des  Baames 
der  Wert  der  nähren  elektrischen  Dichtigkeit  und  der  Dielektrici- 
tfttscoo Staate  iD  Folge  der  YerrOcknogen  and  der  damit  Terbandeneu 
Deformationen  ändert.  —  Wahrend  bei  dieser  Äbleitang  uur  die  ge- 
wöhnlichen Sätze  der  Elektrostatik  and  das  Eoergiepriucip  vorana- 
gesetzt  werdeo,  und  daher  aoch  die  so  gefundenen  ponderomotorischen 
Kräfte  A,  S,  C  erst  darch  eine  mathematische  Umgestaltnng,  näm- 
lich dnreh  Darstellang  in  der  Form  — g-^ —  -^ — =-'  etc.,    anf 

molecnlare  Drncke  oder  Spannungen  znrttckgefQhrt  vrerden,  hat 
Hertz  nenordings  eine  der  Anschauung  Maxwell's  consequent  an- 
gepasste  Ableitung  gegeben '),  indem  er  von  vornhereiD  annimmt 
dass  die  ponderomotorischen  Kräfte  nur  darch  Druckkräfte  zn  Stande 
kommen  kennen.  Diese  Druckkräfte  leitet  er  ebenfalls  aus  dem 
Energjeprincip  ab;  dabei  berechnet  er  die  Äcnderuag  der  elektri- 
scheo  Energie  jedes  Volumelementes  so,  als  ob  das  Potential  in 
jedem  materiellen  Funkte  nngoftndert  bliebe,  wahrend  HelmhoUz 
und  Kirchhoff  den  Potentialnert  in  jedem  Ranmpunkte  bei- 
behielten. Beides  ist  >ach  dem  oben  .Gesagten  gleich  bereclitigt, 
nnd  in  der  Tat  gelangt  <Hertz  (für  isotrope  ECrper)  zu  denselben 
Resultaten. 

Die  von  der  Veränderlichkeit  der  DielektricitftUcenstante  her- 
rOhreoden  Glieder,  welche  in  den  Ausdrucken  für  die  ponderomoto- 
rischen Kräfte  neu  hinzukommen,  ergeben  sich  bei  beiden  Arten  der 
Ableitung  unmittelbar  in  der  Form  von  Druckkräften ;  sie  mögen  zum 
Unterschied  von  den  Maiweirschen  Spannungen  als  „Spannungen 
zweiter  Art"  bezeichnet  werden.  Die  einfachste  Ableitung  derselben 
ist  wol  folgende.  Die  elektrische  Energie  eines  Systems  von  Con- 
dnctoren  und  Dielektricis  ist  darstellbar  in  der  Form  (vergl.  S.  64) 

E"  —  f,fidk-\-  I  qieilo  —   /  ^R^dk 

worin  die  beiden  ersten  Teile  constant  bleiben,  soweit  nur  in 
den  Dielektricis  Verschiebungen  und  Deformationen  stattfinden.  Mau 
kann  es  demnach  so  auffassen,  als  ob  die  Volumeinheit  des  gerade 
betrachteten  homogenen  Dielektricums  zur  elektrischen  Energie  den 

Beitrag  ~  ulR*   lieferte.     Erleidet    dasselbe    nun    Deformationen 

'd  -   •   ■  V',  •   ■   '  )  so    kommt  erstens  hinzu  das  elastische  Potential 


I)  Hertx,    QrnnitgleichuDgcn    der   Elcktrodyaamik  fQr  bewegu  KOrper; 
WM.  Ann.  41,  p.  3S8  ff.,   IS9Ü. 

Aick.  d.  lUU.  >.  Phjt.    3.  B*ih«,  Tl.  IIL  & 
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♦  -  -"^^'1'.'+      ■     ■  +  •         ■  +  )».'  +  ■    ■    ■  +  ■         •  )  + 

Bodann  aber  ändert  sich  die  elektriacbe  Energie  in  Folge  der  Aen- 
demng  von  X  dnrcb  die  Deformationen.  Für  die  letztere  wird  nnn 
der  Ansatz  gemacht: 

K'  —  Ä0_4„(,i,  _4«ß(a  — i,) 

wo  Jt,  die  Dilatation  in  der  Richtung  der  Kraftttnien,  A  die  kubische 
Dilatation  bezeichnet,  und  somit  die  GrAsseu  init,  ifßt  welche  in 
erster  Annäherung  als  Conatanten  zu  betrachten  sind,  die  Aenderung 
der  Dielektricitatsconstante  durch  die  lineare  Contraction  1  parallel 
bzbff.  tenkrecht  zu  den  Eraftlioien  bedeuten  ').    Da 

i,  ^ral*-\'Srgm*-\'*xn*-\'y,mn-\~tznl~i-Tiilm 
ist,  wo 

-'£'«•  »=sf^«.  »-I-« 

die  RichtungscosinuE  der  Kraftlinien  sind,  so  ergiebt  sich  getnäsa 
dem  obigen  Ansatz  for  die  potentielle  Energie  der  Tolnmeinlieit  des 
deformirten  Dielektricums  der  Ansdruck 


dv  SV 


1)  £■  itt  dicB  die  von  Lorb«r£  ciiigelalirte  BeiBU'hnnDg ; 
banuUt  die  Otötaen 

nnd  Korteweg 

(F,  —4  Wo,     ag  =  4nj3 
bei  Uelnholti  iit 

»-/»  =  » 
F«rn*r  >L<ht  bei  Irtitercm  l-|-4n#,  b«i  Eircbhoff  \\*jrl:  nn  Stel 
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allgemein  die  im  betrachteten  VoIomDlement  herrschenden  molecnlarcn 
Drocke,  nnd 

die  gewöhnlichen  elaBtischen  Dracko 

X„.   .   .Y„.    .   . 

folglich   sind   die  Drucke    elektrischen    Ursprangs,    d.  h.  oben   die 
„Spannniigeii  2tcr  Art"'),  gegeben  dnrch 


Syt        3y,  2       dg    9j 

Dieselben  bestehen  also  in  einem  Zage  parallel  den  Kraftlinien 
Yon  der  Grösse  ^alP  nnd  in  einem  solchen  in  allen  dazu  senkrechten 
JUchtnngen  von  der  GrOsse  ißR*.  Demgemäss  lauten  die  Tollstftn- 
digen  SpannongscomponenteD : 


(A'       g— i3~v  9<j>  Stp 
4«+  )i  j  'sa  ä^ 


Diese  Spannnngen  zweiter  Art  ergeben  im  Gegensatz  za  den 
UasweH'schen  Spannungen  „auf  die  inneren  Tolumelemente  des 
Dielektricums  «irkende  Kraftcomponenten"  auch  dann,  wenn  dort 
keine  wahre  Elektricität  vorhanden  ist,  ausgenommen  in  einem  homo- 
genen elektrischen  Felde.  Diese  Kraftcomponenten  im  Innern  eines 
homogenen,  isotropen,  von  wahrer  Elektricit&t  freien  Dielektricums 
sind*): 

I)  D»)  obige  Ableitung  aa»  i)«ai  Potential AiiiftU  S)  ncir  die  SpRnnangcn 
1.  Art,  nicht  die  MBXweU'schen  Spnnnnngen  liefert,  ist  die  natflrllchc  Folge 
daron,  daES  er  fQr  das  Innere  eines  homogenen  Mediami  gilt  nnd  aomit  nur 
die  im  Innern,  nicht  die  *nf  die  OberflBcbo  virlienden  Drocke  ergeben  kenn. 

9)  Hierbei  ist  Toraoigcsetit,  äan  die  in  Folge  der  Elektroatrietion  aelbiE 
eintreUndcn  Aendamngen  der  DielektricitAticonetnnten    nnd  somit  der  elektri- 
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d  A'       SAg        dA.  _  H-jJ  WÄ») 

&        ~^S  dz  4         Py 


Sc,        S^       SC,         a+ß  8(^) 

"4      & 


c £--^-  - 


sie  TerBchffinden  «Iso  in  der  Tat  nur,  weun  die  elektriscbe  Knft  B 
coDstant  ist  Man  kann  sie  berrorgebracht  denken  darch  einen  an 
jeder    Stolle  des  Mediums    auftretenden   allseitig    gleichen    Druck 

7— -Ä*.    Ist  nun   daa  Dielektricnm   eine  Flassigkeit,   so  dasa 

sich  seine  Teilchen  beliebig  gegeneinander  verschieben  kOnnen,   so 

vird  an  jeder  Stelle  eine  entsprechende  kubische  Contraction  oder 

Dilatation  eintreten,  d.  h.  eine  solche,  dass  der  durch  sie  erweckte 

a+ß 
Druck  gerade  jenen  elektrischen j—  Ü*  compeasirt     Da  dann 

an  jeder  Stelle  des  Dielektricnms  die  mit  <r  proportJonalen  Glieder 
der  elektrischen  Drucke  As  .  .  .( —  es  ist  für  FlQHfligkeiten  «  — ^, 
also  treten  solche  Glieder  nur  in  Ar,  Bg,  C,  auf  — )  durch  ent- 
sprechende Brücke  elastischen  Ursprungs  aufgehoben  sind,  so  treten 
an  der  OberS&cbe  gar  keine  von  a(~  ß)  abhängenden  Kr&fte  anf ; 
man  hat  also  das  Resultat,  „dase  die  auf  die  Grenzflächen  eine« 
„fiflssigeu  Dielektricnms  wirkenden  Kräfte  unabhängig  sind  Ton  der 
„Verftnderlichkeit  seiner  DiolektricitätsconstaDta  mit  der  Dichtig- 
„keit"*).  Daraus  folgt  insbesondere,  dass  anf  Condnctoren,  welche  in 
eine  dielektrische  FlQssigkeit  eingelancht  sind,  sowie  auf  die  Tren- 
nangsfläche  von  zwei  Terschiedenen  dielektrischen  FlOssigkeiten  keine 
anderen  Kräfte  wirken,  ^s  die  ans  denMazwoH'BChen  Spannunges 
resnltirenden,  was  fttr  die  Deutung  gewisser  später  zn  besprechenden 
Beobachtungen  von  Wichtigkeit  isL 

Bei  festen  Dielektricis  gestalten  sich  die  Verhältnisse  wesent- 
lich compiicirter,  weil  sich  hier  diejenigen  Deformationen,  welche  an 
jeder  Stelle  die  den  elektrischen  Drucken  Ai, .  .  .  B,, .  .  .  ent- 
gegengesetzten elaitiachen  Drucke  herrorrafen  würden,    sieht  frei 

•eben  KraflTerteilaRg  unendlich  klein  ilnd,  «m  nach  den  vorlitgeodeD  Er- 
hbrnn^en  «lel»  lulligig  itt.  Anden  i&t  ea  im  nnalugen  Falle  der  itark  magna- 
tiKhen  Metalle,  worauf  nir  epAlcr  tnrOck kommen. 

1}  Voranigeiiitit  iit  dabei  nur,  daii  die  Dilatation  oder  ConttaeUon  der 
Fl&uigkeit  nicht  etwa  darch  Bcscbrankung  ihret  Qeiamtvolami  behindert  wird. 
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Mrtwi^eln  kAooen.  Uan  hst  also  die  eiatretendeB  Terrflckangeii 
«,0,10X0  berechneti  ans  den  fflr  das  Innere  geltenden  Differenti«!- 
^eidmngeii: 


n&d  Mu  den  Oberfllchenbedingangen : 

I   Xxeoa'n,x)+X,C0B(7i,!t)  +  X,C0S(a.»)  —  Ä  =  A»     -Ah 


\(l^y\.,,s(.,.)i 


i(a~r! 


ist,  wenn  c,i,  «k  die  ElastciUUconstanten  bezeichnen. 

Die  Grenzbediuguogen ,  deren  erste  in  6)  hingefchrieben  ist, 
gdten  für  die  Grenzfläclieii  gegen  ein  änderet  Dielektricnm,  welchem 
die  Constanton  K',  «',  ß'  zukommen;  ist  dasselbe  eine  FlQMigkeit, 
so  ist  J3'  —  a' 

nnd  ist  es  der  leere  Banm,  so  ist 

K'  =  \    nnii    B'  —  ß'  —  0 

zn  setzen.    FOr  Grenzfl&chen  gegen  Condnctoren  gelten  an  Stelle 
TOD  6)  die  Bedingnngen 


JTaCOsCn,  i)  +  jr,cos{a,  y)4- J,COB(n,  t)  - 
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Bas   Dielektricnm    erleidet     dort   einfach  einen    normalen    Druck 

fg^+glÄ*.    Dagegen  zeigt  das  Zosatzglicd  mit  fg-  ^1    in    6), 

dasB  bei  Berücksichtigung  der  Yeränderlicbkeit  der  Dielektridtäts- 
conatante  die  auf  Grenzfläclien  fester  Dielektrica  gegen  andere  fcsfe 
oder  gQsBigo  dielektrische  Medien  wirkenden  Druckkräfte  nicht 
mehr  senkrecht  zur  Grenzfläche  gerichtet  sind.  Ueherhanpt 
wird  das  elastische  Problem  der  Elektrostriction  durch  das  Hinzu- 
kommen der  mit  n  und  ß  proportionale u  Glieder  in  hohem  Grade 
erschwert,  um  so  mehr  als  ea  keineswegs  statthaft  ist,  diese  Glieder 
von  Tomberein  als  sehr  klein  gegen  die  übrigen  Talso  4iiii,  4n^  als 
sehr  klein  gegen  K)  zu  behandeln. 

Wir  wissen  aber  die  Aenderangen  der  Dielektricitfttsconstanten 
fester  und  flüssiger  KOrper  durch  Deformationen  nichts  durch  directe 
Beobachtungen ') ;  aber  es  dürfte  wenigstens  für  solche  Dielektrica, 
bei  denen  die  von  der  elektromagnetischen  Lichttheorio  geforderte 
Relation  zwischen  Dielektricitätsconstante  und  Brechnngsindez 


annähernd  zutrifft,  der  Schlnss  berechtigt  sein,  dass  die  GrCssenord- 
nuug  jener  Äeudernngen  dieselbe  sei,  wie  diejenige  der  entsprechen- 
den  Aenderungen  von  n',  letztere  sind  aberjn  den  nntersuchten  Fällen 
keineswegs  ohne  weiteres  neben  n'  zu  vernachlässigen.  Bei  einigen 
dielektrischen  FlUsBigkeiten  hat  Gas  sie')  die  Aeudernng  von  £  mit 
der  Temperatur  bestimmt  und  anuähernd  gleich  der  entsprechenden 
Aendernng  von  n*  gefunden,  woraus  wol  dieselbe  Uebereinstimmnng 
fOr  die  Aenderungen  beider  Grössen  durch  Druck  zo  achliessen  ist, 
weit  bei  jenen  FlDsiigkeiten  erfahrungsmässig  der  Brechungfliudex 
durch  thermische  und  mechanische  Dilatation  in  gleicher  Weise  ge- 
ändert wird. 

Schliesslich  sei  noch  erwähnt,  dass  onter  Umständen  noch  aas 
einer   im  Vorhergehenden    nicht  berücksichtigten    Ursache   Defor- 


1)  Es  Bci  jodoch  saf  die  intcrfs sauten  qualiUtivcD  Beobachtungen  an  ge- 
trockneter Gelatine  von  Ambronn  (Sitzungsbcr.  der  k.  cfteha.  Gcs  d,  Wiss. 
1891,  Heft  III)  hingenieeen,  welche  leigtra,  dasa  bei  dieser  Sttbetani  eine 
dauernde  Dehnang  eine  VergrOGterang;  gowoI  der  Dielektricillls-  ah  auch 
der  DiamaEnetiaJrDngiconstante  in  der  DeKnungsrichtung  herrorbriogt. 

3)  W.  Caesie,  Fbil.  Traoiactiont  1S90,  p.   1. 

Eine  Abnahme  der  DicIeklHciUlsconst.  dareb  ErwarmuDe;  bat  aneh  N«- 
gienno  ror  Benid,  Xylo)  und  Tolnol  nflcbgewieseii :  CompL  Bend.  CXIVi 
p.  31G,  ISSfi. 
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mationen  bei  dieloktrigcher  bzhw  magnetiBcher  PoIariBatioD  hervor- 
gshen  können,  D&mlich  ans  einer  Aenderang  der  Eiasticitätacon- 
stanten  in  Folge  der  Polarisation.  Abgesehen  davon,  dass  eine  Bolcbc 
Aendemng  bisher  nnr  fttr  die  Torsionscoefficienten  von  Glas  (und 
Glimmer)  nachgewioaeu  zn  sein  scheint '),  kommt  aber  diese  Art 
von  DeformationeQ  für  ans  deshalb  nicht  in  Betracht,  weil  sie  iu 
merklichem  Grade  nnr  bei  Körpern  auftreten  können,  welche  bereits 
einer  starken  Deformation  unterworfen  sind ,  bevor  sie  in  das  elek- 
trische oder  magnetische  Feld  gebracht  werden. 

Wir  wollen  nun  die  bisher  vorliegenden  Beobachtungsresnltate 
daraalhin  betrachten,  wie  weit  sie  die  besprochenen  theoretischen 
Folgemngen  best&tigen  und  insbesondero  gestatten,  Schlosse  in  Be- 
treff der  Grossen  «  nnd  ß  zn  ziehen. 

Beobaebtugen  au  Flttsstgketten. 
In  einer  FIDssigkeit  verursachen  die  Spannungen  zweiter  Art  an 
jeder  Stelle  einen  hydrostatischen  Druck  „  ^  tiod  eine  diesem  ent- 
sprechende knbische  Contraction,  voraasgesetzt,  dass  eine  Aendemng 
des  Gesamtroloms  nicht  darch  starre  Wandungen  verhindert  wird, 
Tersncbe,  bei  welchen  diese  VolamUndernng  nnmittelhar  zar  Wahr- 
nehmnng  gelangen  konnte,  sind  znerat  von  Quincke')  angestellt 
worden,  indem  er  ein  Glassgeiäss,  an  welches  eine  Capillaro  ange- 
schmolzen war,  ond  in  dem  sich  zwei  einander  parallel  gegeaflber- 
stehende  Platinbleche  befanden,  mit  isolirenden  FlQBsigkeiten  fällte 
nnd  an  deren  Stande  im  Capillarrohr  die  bei  elektrischer  Ladung  der 
Flatinelektroden  eintretende  Volnmändening  der  FlOssigkeit  mass.  Bei 
dieser  Tersuchsanordnong  besitzt  das  flassige  Dielektricnm  keine 
freien  GrenzSächen  in  Gebieten,  wo  die  elektrische  Kraft  merkliche 

Intensität  besitzt;  es  kommt  daher  der  Dmck^A*  allein  zur  Wir- 
knng,  Dnd  man  wQrde  eine  Contraction  erwarten,  da  die  Dielektri- 
citfttsconstante  der  Flüssigkeiten  durch  Compresaion  hOchst  wahr- 
Bcheintich  zunimmt,  also  a  positiv  ist  Quincke  hat  aber  nnr  bei 
einigen  fetten  Oelen  eine  Contraction  beobachtet,  dagegen  bei  allen 
anderen  von  ihm  nntersnchten  FlOssigkeiten,  z.  B.  Schwefelkohlen- 
stoff, Petroleom,  Terpentinöl,  Wasser,  eine  mehr  oder  weniger  be- 
trächtliche Dilatation,  nnd  spUtere  Beobachter,  nftmlich  Röntgen'), 

I)  Quincki,  Wied.  Ann.  10,  p.  413.   ISBO. 

S)  QuiDcks.JWied.  Ann.   10,  531  a.  a.  f.,   1880. 

e)  ROutgen,  Wied.  Add.   II,  p.  771,  ISSO. 
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Oddone')  und  Bos*),  haben  aacb  bei  jeneo  Oelen  dot  eine  Ans- 
dchnnng  finden  kOnuen.  „Es  anterUegt  aber  keinem  Zweifel,  dass 
„bei  allen  diesen  Versuchen  die  von  der  elektrischen  Polarisation 
„herrObrende  Volamändernng  dnrch  socundäro  tbenni sehe  Wirkungen 
, verdeckt  wurde".  Dass  eine  thermische  Dilatation  anftrat,  ist  ja 
sehr  plausibel,  da  die  untersnchten  FlQsaigkeiten  nie  voUst&ndig 
isolirten,  vielmehr  die  znr  Ladung  der  Flatinbleche  dienende  Batterie 
sich  in  verhftltnisGm&ssig  kurzer  Zeit  völlig  durch  die  FlOssigkeit 
entlud.  Für  dieaen  Ursprung  der  beobachteten  Dilatationen  spracht 
auch  der  Umstand,  dass  dieselben  mit  der  Cspacitat  der  Batterie 
wuchsen,  wfthreud  doch  die  Elektroetrictionswirkung  nur  vom  Ladnngs- 
poteutial  abbangen  kann;  ferner  das  Verhalten  des  Wassers, 
welches  bei  +8'*  eine  Dilatation,  bei  0*  aber  eine  Contraction  zeigte. 
Wenn  doch  noch  Zweifel  mOglich  waren,  so  sind  dieselben  durch 
die  oben  citirte,  in  Groningen  ausgeführte  Untersuchung  von  Bos 
beseitigt  worden,  welcher  das  Auftreten  einer  Erwärmung  zwischen 
den  elektrisirten  Platin  platten  vermittelet  eines  Tbermoelemeots 
direct  nacbgewiesen  und  aacb  dargetan  bat,  dass  diese  Erwärmung 
zur  Erklärung  der  gleichzeitig  beobachteten  Ausdehnung  ausreichte. 
Aber  auch  die  Contraction,  welche  Quincke  bei  Mandelöl,  RabOl 
und  Olivenöl  beobachtete,  scheint  thermischen  Ursprungs  gewesen  za 
sein,  da  Bos  in  dem  einzigen  Falle,  wo  er  sie  wahrnahm,  gleich- 
zeitig eine  Temperaturerniedrignng  im  Innern  der  Flüssigkeit,  wo! 
in  Folge  von  StrOmungec  gegen  die  etwas  kälteren  Gefässwände,  be- 
obachten konnte.  Somit  haben  alle  diese  Versuche  bisher  nur  ne- 
gative Resultate  ergeben ,  und  eine  Wiederholung  derselben  kOnnte 
nur  dann  Erfolg  versprechen,  wenn  Temperatnrschwankungeu  mit 
äusserster  Sorgfalt  vermieden  und  das  der  dielektrischen  Polarisation 
unterworfene  FlasBigkeitsvolum  gross  genug  gemacht  wflrde. 

Ebenso  negative  Resultate  ergaben  analoge  Versuche  mit  Oasen 
(Lnft  und  COg),  welche  ebenfalls  vouQnincke'j  angestellt  wurden. 
Das  Gas  war  in  den  Raum  zwischen  zwei  concentrischen  metatleueu 
Bohlkngeln,  die  auf  eine  bestimmte  Potentialdifferenz  geladen  werden 
konnten,  eingeschlossen,  somit  die  elektrische  Kraft  H  an  jeder 
Stelle  der  Gasmasse  bekannt^  man  konnte  daher  mit  Hälfe  der  von 
Boltzmann  bestimmten  Dielektricitätsconstan  ten  die  nach  der  Theorie 
zu  erwartende  gesamte  Volnmändeiong  berechnen-     Da  nämlich  bei 


1)  Oddone,  Rondiconti  dclU  ß.  Accild.  del  Lincei  VT,  p.  ii%,  1S90. 
9)  Bob,    Volnm&ndcrang^a    von   Dieleklricii.      DiEsertatioD ,    Groningen 
1888.     (Bleibllrtcr  1890,  p.  1)10.) 

a)  Quincke,  Wied.  Ana.  10,  SM.  1880. 
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Gasen  K — 1  proportional  der  Dichtigkeit  ist,  so  ergiebt  sich  fflr 
den  AendernngBCOefficienten  4««  selbst  der  Wert  Jf— 1,  nnd  es  ge- 
nügt die  Eenntnisfl  von  X').  Die  Berechnung ')  zeigt,  dass  bei 
Qniucke's   Versnchsanordnnng ,   wobei  nocli  eine  Totnm&Dderang 

von  ö — if^  nachweiabar  war ,    eine  merklicbe  Tolnmändemng  hätte 

eintreten  mtlBBen,  wftbrend  nur  bei  KohleDsftare  eine  Spur  einer 
solchen  beobachtet  wnrde-,  es  mOBsen  also  wol  Nebennmetfinde  die 
Contraction  compensirt  haben.  Ein  Pbaenomen,  in  welchem  sich  die 
Volnm&ndernng  der  Lnft  im  elektrischen  Felde  indirect  ftassert, 
ist  aber  wabrGcheinlicb  das  von  Thomson  beobachtete  Tönen  eines 
Laftcondensatore ,  der  in  sehr  rascher  Anfeinanderfolge  mittelst  800 
Daniels  geladen  nnd  wieder  entladen  wurde. 

Beobachtnngen  Ober  die  Volnmändernng  magnetischer  oder  dia- 
magnetischer  FlQssigkeiten  im  magnetischen  Felde,  die  eintreten 
wDrde,  wenn  eich  die  Uagnetisirungscoastante  mit  der  Dichte  Änderte, 
sind  meines  Wissens  noch  nicht  vorhanden,  w&ren  aber  vielleicht 
(wenigstens  bei  Eisenchloridtösnng)  nicht  anssichtslos,  da  man 
magnetische  Felder  von  weit  grosserer  Intensität  heretctien  kann^ 
als  bei  elektrischen  Feldern  erreichbar  ist,  nnd  da  die  störenden 
Wärmewirkungen  in  Fortfall  kämen. 

Wir  kommen  nnn  zn  denjenigen  Beobachtnngen,  welche  die  auf 
Grenzflächen  dielektrischer  oder  magnetisirbarer  Flflssigkeiten  wir- 
kenden Kräfte  betreffen,  bei  welchen  also,  wie  schon  oben  erSrtert 
wnrde,  nnr  die  Maxwell'schen  Spannungen,  nicht  der  hydrosta- 
tische Dmckq  R*  zur  Geltung  kommt.  In  Bezug  auf  alle  diese  Be- 
obachtungen sei  gleich  bemerkt,  dass  die  von  der  Theorie  geforderte 
Proportionalität  der  Wirkungen  mit  dem  Quadrate  des  Potential- 
gef&lles  sich  fast  immer  gnt  bestätigt  tand. 

Zunächst  ist  hier  zu  erwähnen,  dass  das  theoretische  £rgebniss, 
wonach    auf  „Grenzflächen  gegen  Condnctoreu'   ein   Zog  von   der 

Stärke  Q~  -^  wirkt,  durch  Uessongen  von  Silow  *)  und  in  weiterem 

Umfange  durch  solche  von  Quincke*)   (—  welcher  mittelst  einer 


I)  Varel.  Kortevreg,  Wiad.  Ann.  »,  p.  S9;   ISSO. 
S)  Ein«  direno  BebiDdlong   dei  FroblciDi  mit  HOir«  des  Energicprincip« 
gitbl  Lippnann,  Ann.  da  chim.  et  phyi.  (&)  XXIV  p.   144;  ISSI. 

3)  Silo«,  Fogg.  Ann.  tflS,  p.  SBS,  ISTft. 

4)  Qainek«,  Wied.  Ann.  )9,  p.  70»,  1889;  SS,  p.  SS9,  ISBS. 
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Waage  die  Anziehnng  zweier  dorch  eine  lEolirende  FlüBsigkeit  ge- 
treDüteii,  aof  bekannte  Potentialdiffcrenz  geladenen  Metaltplatten  be- 
stimmte — )  vollkommen  bestätigt  worden  ist.  —  Mehr  Interease 
haben  aber  von  anserem  Standpunkt  die  EracheinDugen,  welche  von 
der  dorch  die  Gleichungen  2)  gegebenen  Dmckdifferenz  an  Grenz- 
fltkhen  zweier  Tergcbiedenen  dielektrischen  FlOssigkeiten  oder  an  der 
freien  Oberflftche  einer  solchen  herrflbren.  Wird  nftmltch  eine  solche 
GronzflAche  in  ein  iobomogenea  elektrisches  Feld  gebracht,  so  er- 
leidet sie  Gestaltaändernngen,  die  soweit  gehen,  bis  die  Schwere 
oder  die  Oberflächenspanniing  der  elektrischen  Dmckdifferenz  daa 
Gleichgewicht  hftlt  Eine  solche  Deformation  der  freien  Oberfl&cho 
kann  man  z  B.  sehr  beqnem  beobachten,  indem  man  einen  acbmalon 
Glastrog,  der  znm  Teil  mit  einer  isolirenden  Flflagigkcit  gefQllt  ist, 
zwischen  zwei  auf  bohe  PotonlialditTerenz  geladene  Condnctorcn 
(etwa  kleine  Kugeln)  bringt.  Ein  anderes  Beispiel  ist  die  vou 
Quincke  beobac;.tcte  ErBcheinung,  dass  sieb  eine  Luftblase  inner- 
halb einer  dielektrisch  potarisirtcn  Flüssigkeit  in  der  Bichtnng  der 
Kraftlinien  streckt  Die  ersten  McssiinReii  dieser  Oberflächcndrucko 
hat  Quincke  *)  in  der  Weise  augestellt,  dass  er  zwischen  den  dnrch 
die  FlOssigkeit  getrennten  Platten  eines  Condensators  eine  beide 
Platten  berührende  grosso  Luftblase  herstellte  und  mittelst  eines 
empfindlichen  Manometers  die  )>eim  Laden  des  Condensators  ein- 
tretende Druckznnahme  in  dieser  Luftblase  beobachtete.  Kircb- 
hoff)  hat  gezeigt,  dass  man  hei  dieser  Tersachsanordnnng  die 
Grenzfläche  zwischen  Luftblase  und  Flüssigkeit  als  eine  zu  den 
Condensatorplattcn  senkrechte  Cy  lind  ertliche  betrachten  darf;  dann 
ist,  vorausgesetzt,  dass  die  Flüssigkeit  innerhalb  des  eloktrischcii 
Feldes  von  merklicher  Intensität  (d.  b.  zwischen  den  Condensatoi'- 
platten  oder  in  deren  Nähe)  nicht  noch  andere  freie  Obcrflachoii- 
teile  besitzt,  die  Druckzunahme  in  der  Luftblase  direct  gleich  der 
Differenz  der  Drucke  senkrecht  zu  den  Kraftlinien  in  FlQssigkoit 
und  Luft,  also,  da  die  elciktriscbe  Kraft  R  beiderseits  gleich  ist, 

Quincke  hat  hiernach  ans  seineu  Beobachlangon  K  berechnet  und 
dabei,  ausser  fQr  Rapsöl,  gut«  Uebereinstimmung  mit  den  Werten 
gefunden,  welche  er  aus  den  oben  erwähnten  Hessungen  der  An- 
ziehung von  Mctallplatten  in  der  betreffenden  Fltkssigkeit,  sowie  aua 


I)  Quincke,  Wied.  Ann    19.  718;  IBB8. 

S)  Kirch  hoff,  Bitinngiber.  ä.  Acsd.  d.  Wi«*.  tu  Berlin  18S4.    p.llSS; 
Wied.  ADD.  39,  p.  606,  IftSe. 
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CapacitätabestimniDDgen  abgeleitet  hatte.  Ans  dieser  Ueberoin- 
stiminiiiig  ist  von  Boa  (a.  a.  0.)  der  SchlaBs  gezogen  worden,  dasa 
die  Constanten  a  nnd  ß  (—  welche  übrigens  bei  Flflssigkeiten  iden- 
tisch werden  mOssten  — }  sehr  kleine  Werte  hKlten.  Diese  Fol- 
gemng  ist  aber  falsch,  da  diese  Grössen,  wie  schon  herTorgehobcn 
wnrde,  bei  allen  jenen  Hessnngen  „gar  keinen  Einflass  haben". 

Die  Uesaung  des  Druckes  in  einer  Luftblase  hat  Quincke'} 
in  ganz  analoger  Weise  zur  Bestimmnog  der  Magnetisirnngs- 
bzhw.  Diamagnelisirnngsconstante  von  Flüssigkeiten  benutzt. 
Far  diesen  Zweck  hat  er  dann  die  Tersuchsanordonug  noch  in  der 
Weise  modificirt,  daas  zwischen  die  verticalen  Polflächea  eipcs 
starken  Elektromagnets  der  eine  Schenkel  einer  mit  der  zn  nnter- 
snchenden  Flflssigkeit  gefüllten  {7-fürmigen  Röhro  gebracht  vmrdc, 
deren  anderer  Schenkel  sich  ansserhalb  des  Uaguetfeldes  befand. 
Auch  in  diesem  Falle  besitzt  die  Flflssigkeit  im  Magnetfelde  eine 
(  -  sofern  man  von  ihrer  ErUmmung,  wie  im  obigen  Fall  der  Luft- 
blase, absehen  kann  — )  den  Kraftlinien  parallele  Oberfläche;  bei 
Erregung  des  Elektromagects  wird  daher  die  FlQsEigkeit  in  dem 
zwischen  den  Polflächen  befindlichen  Schenkel,  wenn  sie  magne- 
tisch ist,  steigen,  oder  wenn  sie  diamagnetisch  ist,  sinken,  bis  die 
dadurch  entstandene  hydrostatische  Druckdifferenz  der  Differenz  der 

magnetischen  Querdrncke  g-  R»  in  der  Flttssigkeit  nnd  im  angren- 
zenden Gase  das  Gleichgewicht  hält.    Die  Messung  der  einlreteudcn 

Niveaadifferenz  gestattet  demnach,  die  Differenz  der  Magnetisiruegs- 
cOQStanten  fi  der  Flüssigkeit  nnd  des  angrenzenden  Gases ,  sovfic 
auch,  wenn  letzteres  in  verschiedener  IJicbtigkeit  angewandt  wird 
die  absoluten  Werte  jener  Magnetiairnagsconfitantcn  zn  bestimmen, 
wie  das  von  Quincke  in  zahlreichen  F&llon  geschehen  ist. 

Der  letztere  beobachtete  dieselben  Niveandiffereu^en,  wie  bei  der 
beschriebenen  Tersuchsanordnnng,  auch  dann,  wenn  die  Flfissigkeits- 
oherflSche  im  Ü'-Robr  senkrecht  zu  den  (jetzt  vertical  vcr- 
lanfenden)  Kraftlinien  war,  was  znnftchst  auffallend  erscheint,  weil 
die  Druckdifferenz  in  diesem  Falle  zufolge  2}  gegeben  ist  durch 

^^-P^  .  ^  B»     statt  durch    ^-p^  R* 
6n         fi  Sn 

Bedenkt  mau  aber,  dass  fi  nnd  ii'  fOr  alle  Flüssigkeiten  und  Gase 
sehr  wenig  von  1  verschieden   sind,   und  somit  auch  R  in  beiden 


1)  QniDck«,  Wied.  Add.  94,  p.  347—416,  IS84. 
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Fällen  sehr  Dahe  gleicli  detjeDigeu  magnetischen  Kraft ,  wdcbe  in 
dem  Uagnetfelde  tof  dem  Hineinbringen  der  Flflssigkeit  herrschen 
würde,  ao  ergiebt  sich  in  der  Tat,  daas  obige  Druckdifferenzen  sich 
nicht  merklich  nnterscheiden  bOnneD. 


Beobaehtnn^n  der  ElektroBtrietion  fester  Isotroper  KSrper. 

Bei  festen  EOrpern  sind  die  Deformationen  durch  dielek- 
trische Polarisation  bisher  nur  durch  solche  VenachBanordnangen 
uacbgewiesen  worden,  bei  welchen  dieselben  die  isolirende  Zwischen- 
schiebt  eines  Condensators  bildeten  nnd  somit  sehr  starken  elok- 
ti'iscben  Kräften  nnterworfen  werden  konnten. 

Die  TOD  Govi  wieder  aufgefondeoe  Erscheinang  der  Dilatation 
einer  Leidener  Flasche  gab  ja  directe  Veranlaesnog  zn  solchen  Ver- 
suchen. Um  dieses  Pbaenomen  genauer  studiren  zu  kOnnen,  gab 
Dnter*)  der  Leydener  Flasche  die  Gestalt  einer  dflonwandigen 
Glaskagel  mit  angescbraolzenor  Capillare,  welche  mit  einer  leitenden 
Flfiasigkeit  gefüllt  wurde,  deren  Stand  im  Capillarrohr  zogleich  die 
Volum&ndeningen  anzeigte  j  als  äussere  Belegung  diente  ebenfalls 
eine  in  ein  das  erste  umgebendes  Geftlss  mit  Capillarrohr  einge- 
schlossene Flflssigkeit.  Durch  diese  Tersucbsanordnnng  wies  Da  ter 
nach,  dass  die  änssero  und  innere  Oberfläche  der  Glaskagel  eine 
nahezu  gleiche  Ansdehnong  erleiden,  dass  also  in  erster  Linie  nicht 
eine  Gompression  der  Glaswand,  oder,  wie  Govi  meinte,  eine  solche 
der  inneren  Flttssigkeit  die  Ursache  der  Erscheinung  ist.  Obgleich 
bieroach  die  richtige  Deatnug  der  letzteren  nahe  lag,  wurde  dieselbe 
nicht  von  Unter  selbst,  sondern  zuerst  von  Eortewog*)  gefun- 
den, welcher  bewies ,  dass  die  „Anziehung  der  beiden  Belegungen' 
dos  Condensators  eine  der  von  Duter  beobachteten  ungefähr 
gleiche  Ausdehnnug  hervorbringen  mnsste.    Dies  ergiebt  sich  daraus, 

dass  zufolge  der  Potentialtheorie  die  elektrischen  Drucke  g-A*,wel- 

che  auf  die  innere  und  äussere  Glasoberääche  ansgetlbt  werden,  um- 
gekehrt proportional  der  4  ton  Potenz  der  Kugelradien  sind,  so  dass 
die  innere  Kngeloberfl&che  einen  grösseren  Gesamtdrnck  erleidet 
als  die  äussere,  und  ausser  einer  Compressiou  der  Glaswand,  die 
bei  deren  geringer  Dicke  sich  der  Wahrnehmung  entzieht,  eine  gleich 
grosse  Zunahme  des  inneren  nnd  äusseren  Radios  stattfindet.  Bei 
einer  exacten  Berechnung   der  Volamänderung  mflssen   aber  ausser 


I)  Vergleiche  die  früher  citirten  Stellen. 

1)  Eorteweg,  Conpt.  rend.  LXXXTIII,  p.  338,  ISTt. 
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den  Haxwell'BCben  Spannangeii  panillpl  den  Kraftlinien,  irelche  eich 
in  jenen  Pnicken  anf  die  Oberflächen  ftnasern,  aach  die  Spannnngpn 
2ter  Art  berttckticlitigt  werden,  welche  radial  gerichtete  Kr&fte  aaf 
die  inneren  Fankte  der  Glaswand  znr  Folge  haben;  d.  h.  man  bat 
die  Oleicbnngen  5)  mit  den  Orenzbedicgungen  6')  für  den  Fall  zn 
tABen,  dan  die  elektriache  Kraft 


ist,  wo  7«  die  Potenti&ldifferenz ,  r,  and  r,  die  Radien  der 
bräden  Belegungen  des  Kugel condensatore  bezeichnen.  In  dieser 
Veise  haben  Kirchhoff')  and  Lorberg  das  Problem  gelOat  und 
sind  zu  einem  Resultate  gelangt,  welches  schon  früher  Korteweg 
dnrch  eine  etwas  abweichende,  speciellere  Behandlnagsweise  abge- 
leitet hatte;  es  ergab  sich  unter  Voraussetzung  einer  im  Verhaltniss 
zam  Radins  sehr  geringen  Wanddicke  fflr  die  Tolumzonabme  des 
Innenranmes,  aasgedrUckt  in  Teilen  des  GesamtTOlnms ,  der  Aus- 
drack: 

worin  E  den  Elasticitätsmodnl,  v  das  Verh&ltniss  der  Qnercontracüon 
snr  Langsdilatation  fQr  die  Substanz  der  Kagelschale  ist.  Abweichende 
Formeln,  wddie  186:1  von  Boltzmann*)  und  neuerdings  von 
Kopp  *)  abgeleitet  worden  sind,  beruhen  anf  IrrtOmern  in  den  theore- 
tischen Grandlagen,  wozu  bei  tetsterem  noch  Rechenfehler  kommen, 

Eine  grosse  Reibe  sorgAdtiger  Messungen  der  Dilatation  von 
gläsernen  Kngetcondensatoren  hat  Quincke*)  1880  -83  ausgefOhrt, 
der  dabei  auch,  wie  es  fOr  die  Anwendbarkeit   der  obigen  Formel 


1)  Kirctihoff,  Wied.  Ann.  14,  p.  70;  ISSa. 

S)  BoltEoianD,  BitiDDgabar.  der  Wiener  Acad.  d.  WiM.  8S  (S)  p.  8S6 
n.  IIST;  1880.  Du  Fehlerb>ne  eemtr  EnlwicklnDgeD  iit  bereit!  tob  K irch- 
boff  B.  B.  0.  dargelegt. 

S)  Kopp,  Theorie  der  Elektro itriction  kugelfOrmigeF  Condeniatoran.  Dil- 
•ertadon,  Leipiig  1890.  —  Der  Terf.  aetit  die  elelitriichen  Drucke  an  dep  B«< 
l^nogea  proportioBal  mit  K*  *taU  A,  crbllt  dnrcli  faliche  DiSerentiatioa 
KreftcompoDeDtcD  fOr  da*  Innere  des  Uielektricum»  und  macht  rernor  den 
Fchlichlou,  die  Qlieder  mit  a  and  fl  aU  klein  la  TernacblSaiigen,  weil  *ie  nnr 
TOB  das  AflQdecBDBca  herrDhiten,  welche  die  DielektricitauconMante  dnrch 
die  ElaktroiUiction  selbtl  erlitte. 

4)  Qaiaeke,  Wied.  Ann.   10,  p.  IGS,   IB80,  1B,  p.  67S,  1SS8. 
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dnrclians  notwendig  ist,  die  ElasticitätecoiutaDteii  and  Dielektriei- 
t&UcoDBtante  der  einzslaeD  Apparate  direct  bestimmte.  Allein  seine 
BeobachtanKsreBultato  stimmen  doch  zu  wenig  anter  einander  aber- 
ein und  scheinen  zn  sehr  dnrch  mancherlei  nnvermeidliche  Fehler- 
quellen, wie  die  Leitungsffthigkeit  des  ßlasea,  gesUrt  zn  sein,  als 
dass  man  sie  za  einer  ezacten  Vergleichnng  mit  der  Theorie  resp. 
zn  Schlüssen  aber  die  Grossen  a  und  ß  verwenden  könnte. 

Hau  hat  die  Klektrostriction  femer  an  cy linderfOrmigen 
Condensatoren  beobachtet,  bestehend  ans  Glasröhren,  deren  Be- 
legnDgBD  entweder  von  einem  dUnnen  SllberOberzoge,  oder  wiedemm 
Ton  leitender  Flüssigkeit  gebildet  wurden.  Hessungen  der  L&ngen- 
änderung  solcher  CjündcrcondeDsatoren  hat  schon  1879  Righi') 
mit  Hälfe  eines  FtlblhehclB  ausgeführt,  nnd  später  in  grösserem 
Umfange  Quincke'),  welcher  zugleich  die  „Zunahme  des  inneren 
Tolomena"  der  Rohren  bestimmte ;  noch  genauer  sind  vielleicht  die 
1687  vonCantone')  in  Palermo  angestellten  Beobachtungen,  wobei 
die  Verlängerung  durch  die  Verschiebnng  Newton'scher  Interferenz- 
streifen gemessen  wurde.  -  Die  Integration  der  Gleichungen  5)  mit 
den  Grenzbedingungen  6')  für  den  Fall  eines  naeudlicb  laugen  C7- 
lindercondensators ,  no  nur  radial  gerichtete  elektrische  Kr&Äe 
wirken,  ergiebt,  dass  die  bei  der  Ladung  eintretende  Deformatioo 
im  Falle  sehr  geringer  Wauddicke  bestehen  würde  in  einer  Er- 
weiterung des  Cylinders,  die  gegeben  ist  dorch 

und  in  einer  Lftngedilatation 

^i        'Po*  ,_   ,  ».  „ 


Das  vorstehende  Resultat  wQrde  auch  noch  für  einen  begrenzten 
Cylinder  bestehen  bleiben,  wenn  dessen  Belegungen  nuveränderliche 
Lange  hatten. 

Sobald  aber  eine  Längenändernng  des  Glases  anch  mit  einer 
gleich  grossen  der  Belegung  verbunden  ist,  wie  es  eintritt,  wenn 
die  Belegungen  auch  für  tangentiale  Erltfte   fest  am  Glase  haften, 


I)  Righi,  Compt.  rend.  LXXXVIII,  p.  IS63,  IB79;  Journ.  de  phja.  (1) 
IX  p.  SOS, 

9^  Quincke,  Wied,  Ann.  10  p,  374,  SI5;  1880  ;  19  p.  »69,  IB83. 
3)  Cantone,  Bend.  d«ll«  B.  Ace.  dei  Linoei  IV,  p.  344,  471,  IB88, 
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oder  wenn  der  Gelinder  anton  geschloss;;]!  igt,  and  eine  leitende 
FlBsaigkeit  als  innere  Belegang  dient,  eo  kommt  noch  eine  LftngB- 
diUtkÜOB 

l~2d*E\4K     V 
ODd  eine  entaprechendo  Qacrcontraction 


hinzu,  so  dass  dann  die  genannten  relatiTon  Aenderangen  der  L&nge, 
des  Badias  nnd  des  Tolunens  gegeben  sind  durch 


und  der  Ansdnick  fQr  —  stimmt  völlig  mit  demjenigen  7)  aberein, 

welcher  flir  einen  dünnwandigen  Kugelcondensator  gilt  Dieses  Be- 
tnltat  hat  schon  Eorteweg  *)  lediglich  mit  Holfte  des  Eneigieprin- 
cips  abgeleitet 

Die  oben  aasgesprochene  Toranssetznng,  nnter  welcher  dasselbe 
gilt,  war  nna  ohne  Zweifel  bei  alten  Beobaciitangen  erfOllt,  nnd  In 
der  Tat  hat  sich  die  Relation 


l     ~§     V 

dabei  immer  ziemlich  gnt  beet&tigt,  wodurch  Qnincke*)  anfongs 
zn  dorn  falschen  Schlüsse  Teranlasst  wnrde,'  dass  sich  das  Glas 
in  Folge  der  dleleictrischen  Folarisaüon  allseitig  gleichmassig  aus- 
dehne, wie  durch  Erw&rmung.    Die  Lftngedehnnng  eines  nnten  ge- 

1)  Korteweg,  Wiad.  Ann.  IS,  p.  64T,  IBBI. 

!)  Qaiueke,   Wied.  Ann.   10.  p.  BIS;    1880.      Die  Unrichtlgkait   dUwi 
SchloMe*  wnrde  tnertt  dargeUn  von  ROatgen.  Wtod,  Abu.  II,  p.  TTI,  1880. 
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BchloBseneD  CylindercondensatorB  mit  FtasiigkeitsbeleguDgea  hat 
Lorberg')  et  af  Gm  od  der  allgemeinen  Theorie  der  Elektrostricüon 
in  Strenge  zu  berecbnen  veraDcht,  indem  er  Terschiedene  Bpeciolto 
AnnabmeD  'Ober  die  Form  der  den  Cylinder  BcbHessenden  Calotte 
einfnbrte;  bei  dieser  Bechnang  ist  er  jedoch  in  IrrtOmer  geraten,  in 
Folge  deren  das  BeBoltat  von  dem  anter  6)  angegebenen  abweicht. 
Das  letztere  ist  (im  Gegensatz  zu  dem  von  Lorberg)  nnabbängig 
von  der  besonderen  Form  der  erwähnten  Calotte,  wenn  man  anch, 
nm  es  ans  den  Gleichangen  6)  nnd  6'}  abzuleiten,  eine  solche  be- 
sondere Form,  z.  B.  die  einer  Eagelscbale,  annehmen  mnss;  ia  der 
Tat  ist  leicht  einzusehen,  dasa  die  Form  der  Catotte  nur  EinflusB 
haben  kann  anf  ihre  eigenen  Deformationen,  welche  das  Gesamt- 
resnJtat  nur  nnmerklivh  modificiren  kOnnen  und  in  den  Formeln  8) 
anch  tatflächlicfa  vemachlllssigt  sind.  —  Die  falschen  Lorberg'scheD 
Formeln  hat  Cantone  in  der  Echon  citirten  Arbeit  abemommen 
nnd  benotzt,  um  aus  seinen  Beobachtungen,  welche  au  halbkugel- 
förmig  geschlossenen  Glasröhren  angestellt  wurden,  die  OrOssen  o 
nnd  ß  zu  berechnen.  Die  hierfür  von  ihm  angegebenen  Werte  sind 
also  ebenfalls  unrichtig;   in  Wahrheit  kann  man,   wie  die  richtigen 

(tl  iv\ 

von  7  nnd  —1  Ober- 
haupt gar  nicht  a  nnd  ß  getrennt  berechnen,  flondem  nur  die  Com- 
bination  va  —  (\.  —  v)ß.  Aber  anch  die  hierfOr  aus  Cantone's  Be- 
obachtungen sich  ergebenden  Werte,  welche  i  bis  i  betragen  wflrden, 
können  wegen  der  uuBicheren  Kenutuiss  der  DielektricitAtsconstante, 
der  von  Cantone  erwähnten  Ahbftogigkeit  der  Dilatationen  von  der 
I^adnngsdaner  u.  s.  w.  noch  nicht  als  zuverlässig  betrachtet  werden. 
Eine  Wiederholung  der  Veraucho  nach  der  von  Cantone  angewaudten 
Methode  mit  recht  gut  isolirenden  Glassorten  wäre  wanschenswert- 

Die  Beobachtangea ,  welche  tou  Quincke,  sowie  von  Kor- 
teweg  nnd  JdHqs  an  Kautschuk  und  von  orsterem  an  Glimmer 
angestellt  worden  sind,  mögen  hier  abeigaogen  werden,  da  sie  eise 
Vergleichnng  mit  der  Theorie  nicht  gestatten.  Wir  wenden  uns 
vielmehr  zu  den  Deformationen  magnetisirbarer  fester  Kflrpcr  im 
magnetischen  Felde.' 


Beobachtungen  Bber  Hagnetostrtetton. 

Schon  seit  Joule   war  die   Tatsache   bekannt,   dass   sich  ein 
Eisenstab  dorch  longitudinale  llagnetisirung  verlängert,   und  1879 

I)  Lorberg,  Wiad.  Ann.  Sl,  p.  300;   ISSt. 
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fQbrte  Righi  >)  MeBBangen  dieser  VerläDgernag  aas,  welche  ergaben, 
dui  letztere  proportioDal  dem  Qaadr&te  der  Intensitllt  des  (durch 
einen  galvaiiischen  Strom  erzeugten)  magnetiachen  Feldes  war.  Die 
Berechnung  der  Deformation  eines  den  Kraftlinien  parallelen  cylin- 
drischen  Stabes  wOrde  aich  nicht  streng  dnrchfübren  laasen,  sondern 
höchstenB  in  gewiaaer  Annäherung  für  den  Fall  aebr  kleiner  Qner- 
dimensionen,  wo  man  die  Selbatindnction  TeruachlassigOD,  d.  h.  an- 
nehmen konnte,  flaaa  das  magnetiache  Feld  durch  daa  Hineinbringen 
des  Stabes  nicht  merklich  geändert  würde  *).  Daher  hat  Cantone*) 
dem  MetallkOrper  die  Form  einea  sehr  geatrecktenRotationaellip- 
BOidea  gegeben,  für  welches  das  Problem  streng  läsbar  ist.  Daa 
homogene  Magnetfeld  wnrde  dnrch  einen  Strom,  welcher  eine  das 
£ilipsoid  umgehende  Drahtapirate  dnrcbflosa,  erzeugt,  die  Längen- 
indemng  des  Ellipaoids  mittelst  der  Verschiebnog  von  Interferenz- 
Streifen,  nnd  seine  Volnm&nderuog  mittelat  einea  mit  FlUsaigkeit 
gefällten  Dilatometers  gemessen,  in  welches  das  EUipeoid  hineinge- 
stellt wnrde.  Aus  diesen  beiden  Uesanngen  kann  man,  nachdem  noch 
die  Uagnetisirungsconstante  besonders  bestimmt  worden  ist,  die 
Grössen  berechnen,  welche  den  früher  mit  «  und  ß  bezeichneten 
analog  sind  nnd  also  die  Aendernng  der  Magnetisirungsconstante 
durch  Deformationen  beBtimmcn.  Cantone  findet  für  dieaelben  bei 
Eisen  snd  Nickel  Werte,  welche  im  Verhältnias  zur  Magnetisirunga- 
constanto  selbst  ao  auaaerordentlich  groas  aind ,  dass  sie  den  Sinn 
der  Deformationen  allein  bestimmen.  (Die  Zahlenwerte,  welche 
überdies  Je  nach  der  Feldstärke  sehr  variirten,  aind  wol  noch  wenig 
EUTerl&aaig).  Bei  Eisen  ist  a  negativ,  ^  positiv,  bei  Nickel  umge- 
kehrt a  positiv,  ß  negativ,  da  sich  Eisen  in  der  Magnctisirungs- 
riehtni:^  ausdehnt,   Nickel   aber  zusammenzieht.    Die  hohen  Werte 


I)  Bighi,  Uemorie  dell'  Accftd.  dell*  Scionio  Jcll*  latiE.  di  Bologna' 
(4)  I,   1879. 

t)  Bei  dT«»er  Annfthernag  ergeben  die  Haxwell  'acben  Spannuagen  nlloin 
eine  allieitiK  Bleiche  Dilatation,  und  nicht  etwn,  wie  man  znnUcb» 
erwarteD  kSimte,  eine  Cantmction  parallel  den  KrnFtliiiieti,  da  dns  ZosiiinRiea- 
cdmnafbeatiebeii  in  üiüier  Kidiluii),'  durch  liie  auf  die  Butioinimrcn  niuifneli- 
Mbea  BelegDDgeD  der  KntlS&chcn  wirkenden  Krirte  Dberwugen  wird.  Die  an 
dOnnen  Eiienattben  Ten  Joule  und  Righi  l>eobacht«te  Lftugsdehnnng  iat  aber 
nicht  in  dieser  Weise  m  ertltren,  londern  hllngt  wesentlich  von  den  Spsu- 
nnngen  3  ter  Art  ab  (aiehe  unten). 

3)  Cantone,  Monorie  dclU  R.  Accad.  dei  Lincei  VI,   IS90;  BeiblltieT 

I&,  p.  49   1891.     Di«    theoretiache    Bebandlang  achlieiit    aich    derjenigen   an, 

welebe  KiTchhoff  boreitain  Wird.  Ann.  35,  p.  70!,   ISSS  fOi  eine  nagnctiBit- 

bare  Kugel  gegeben  hatte,     XJcbrigeaa  war  mir  daa  Original  nicht  lUgBnglich. 

ATch.  i.  lUtk.  a.  7>iji.  3.  Xeiha,  T.  XU.  6 
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von  a  DDd  ß  bringen  ee  mit  sich,  daBi  die  Deformationen  in  Folge 
der  Magnetisirung  relativ  gross  sind  nnd  selbst  schon  merkliche 
Aendernngec  der  HagDetisirnngBconstanten  bewirken.  HJerana  er- 
giebt  sich,  nie  leicbt  zn  seben,  eine  beBtimmte  „Abhängigkeit  der 
„MagnetisirangBconstante"  von  der  Feldstärke",  welche  aber  nicht 
mit  der  beobachteten  im  Einklang  steht,  falls  man  «  and  ß  als  Con- 
stanten  betrachtet.  Ebensowenig  wQrde  sich  bei  letzterer  Annahme 
die  Tatsache  erklären  lassen,  dass  bei  einer  bestimmten  Feldst&rke 
die  anfängliche  Dehnung  eines  longitndinal  magnetisirten  Eisendr&htes 
in  eine  Znaammenziehung  Obergeht.  Es  ist  also  bei  den  stark  magne- 
tischen Meiallen  die  Eirchhoff'sche  Theorie  jedenhllg  nnr  fllr 
schwache  magnetische  Kräfte  anwendbar;  hierfür  hat  sie  aber  inso- 
fern «ine  Bestätigung  gefunden,  als  directe  Beobachtungen  Ober  den 
Einflass  mechanischer  Dehnnog  anf  die  KagnetisirnngBcon staute  fOr 
die  Debnungsrichtung  gezeigt  haben,  dasa  dieser  Einflass  bei  Eisen 
anfangs  in  einer  Zunahme,  bei  Nickel  in  einer  Abnahme  besteht, 
wie  es  nach  der  Theorie  ans  dem  Sinn  der  durch  longitudinale 
Hagnetisimng  bewirkten  Deformation  folgt,  —  Auch  die  anf  einer 
allgemeineren  Grundlage  bernhonde  Theorie,  welche  J  J  Thomson 
fOr  die  Wecfaeclbeüiehungen  zwischen  Magnetisirnng  und  elastischen 
Deformationen  in  seinem  Buche  „Anwendungen  der  Dynamik  anf 
Physik  nnd  Chemie**  entwickelt  hat,  vermag  noch  nicht  alle  die 
merkwOrdigon  Erscheinungen  zu  erkl&ren,  welche  auf  diesem,  noch 
weiterer  Bearbeitung  bedorfenden  Gebiete  namentlich  durch  engli- 
sche Forscher,  wieBidwell  und  Tomlinson'),  aafgefhnden  worden 
sind. 

Elektrisehe  Doppelbrechung. 

Es  mOge  schliesslich  noch  einer  interessanten  Erscheinung  Er- 
wähnung geschehen,  welche  man  mit  der  Elektrostriction  in  Zu- 
sammenhang gebracht  bat:  es  ist  die  von  Kerr*)  entdeckte 
Doppelbrechung  gewisser  isotroper  Körper  im  elektrischen  .Felde. 
Feste  isotrope  EOrper  mQssen  ja  durch  dielektrische  Polarisation  in 
Folge  der  Deformationen,  welche  den  Gegenstand  unserer  Betrachtung 
bildeten,  doppelbrecbend  werden;  altein  es  lässt  sich  berechnen, 
dass  in  Glas,  welches  für  Versuche  dieser  Art  wol  allein  in  Betracht 
käme,  diese  Doppelbrechung   nur  unter  sehr  günstigen  Umständen, 


I)  Vergl.  die  R«raraU  Dbar  deren  Arbeitan  1d  Bd.  S,  10,  II,  U  der 
«Buibllttet" !  fern«  i.  B.  Z«hader,  Wirf.  Ann.  41,  p.  SIB,   1891. 

S)  K«rr,  Phil.  Magume  (4)  L,  p.  317  nnd  446,  1876;  Phil.  Hag.  (5) 
VIII,  I8S  nnd  Sie,    1879,  (5)  IX,  ||4,  1880. 
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etwa  bei  einer  sehr  laugen  ond  sehr  stark  geladenen  FraQldin'schen 
Tafe],  wahrnehmbar  werden  kann.  In  der  Tat  ist  es  aach  noch 
fraglich,  ob  die  von  Eerr  nnd  Brongserma')  in  Glas  beobachtete 
Boppeibrechang  wirklich  auf  iaa  etektrischeü  Deformationen,  oder 
anf  secandären  Wirknngen  bernbte,  um  so  mehr,  als  sie  von  anderen 
Beobachtern  ')  bei  allem  Anschein  nacli  gQnstigeren  Versochsbediu- 
gangen  nicht  aufgefanden  werden  konnte.  Dagegen  ist  es  ganz  un- 
möglich, die  bd  isolirenden  FlUssigkeiteu  znerst  von  Kerr, 
dann  TOD  Quincke*)  nnd  Röntgen*)  beobachtet«  und  gemessene 
elektrische  Doppelhrecbnng  durch  Deformationen  zu  erkl&ren,  da 
in  FlDssigkeiten ,  and  besonders  in  so  leicht  beweglichen  wie  der 
jenes  Phaenomen  sehr  stark  zeigende  Schwefelkohlenstoff,  nar  allseitig 
gleiche  Dilatation  oder  Contractiou  möglich  ist,  welche  wol  eine 
Aendemng  des  Brechnngsiudes,  aber  keine  Doppelbrechung  ver- 
ursachen kann ").  „Es  bandelt  sich  hier  demnach  offenbar  am  eine 
„directe  Einwirkung  der  dielektrischen  Polarisation  auf  die  Licht- 
„bewegang"  und  dadurch  erlangt  das  Phaenomen  gewiss  eine  hohe 
Bedentang.  Dasselbe  aber  als  einen  Beweis  für  das  wirkliche  Vor- 
handensein der. Ton  Maxwell  sapponirten  Spannungen  anzusehen. wäre 
Dar  dann  richtig,  wenn  auch  das  Vacnum  im  eiektrischon  Felde 
doppelbrechend  würde;  denn  in  pooderabelen  Dielektricis  ist  der  mit 
(£—1)  proportionale  Teil  jener  Spannungen,  wie  wir  sahen,  auch 
nach  der  alten  Anacbaaung  Torbanden. 


ElektrwtrietI«!  krystalliBlseher  KVrper. 

Wir  wollen  nun  noch  den  Erscheinangen  der  Elektrostriction, 
welche  bei  kristallinischen  KCrpern  auftreten  können,  eine  kurze 
Betrachtung  widmen;  es  werden  dabei  einige  wesentliche  Verschie- 
denheiten gegenfiber  der  Elektrostriction  isotroper  Körper  zu  be- 
achten sein. 


1)  Brongierma,  Wiad.  Ann.  le,  p.  423;   ISSS. 

t)  OordoD,  Phil.  Mig.  (a)  .11  p.  S03,  ISTG;  Mackcatie,  Wied. 
Ann.  S,  p.  836,  IBTT;  Quincke,  Wied.  Ann.  lo,  p.  9S3,  IB«D. 

S)  Quincke,  Wl«d.  Ann.  10,  p.  S33,  1880;  IS,  p.  70»,  18B9;  SS, 
p.  519,  1887. 

4)  BOntgen,  Wied.  Ann.  10,  p.  77.  1880. 

&}  Bemerkenewert  lit  die  TnUneho,  du*  der  Cbarabter  der  elektriechen 
Doppelbrecbnng  bei  einigen  FlQuigkeilen  poiitir,  bei  den  übrigen  negktir  itl. 
Die  Vertnebe  Qnincke'i,  disien  Cnlertcbied  ans  dem  Tericbiedenen  Sinne 
dar  Aendenmg  dei  BrechangiiDdex  durch  thermiecbe  DilalaÜon  nnd  der 
Vgluolnderang  im  elektriichen  l'elde  im  erkl&ren,  lind  nicht  etichhaltig. 
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ZaoftcbBt  nehmen  hier  diejenigen  Eryatalle  eine  besondere  Stel- 
lung ein,  „welche  kein  Centrnm  der  Symmetrie  besitzen",  d.  h.  in 
welchen  entgegengeBetzte  Richtungen  physikalisch  ungleichvertig 
Bind  (piSzoelektrische  Erystalle).  Denn  in  diesen  Erystallen  sind 
Deformationen  möglich ,  welche  ihr  Torzeichen  mit  demjenigen  der 
dielektrischen  Polarisation  amkehren  nnd  somit  nach  der  einfach- 
sten Annahme,  die  Qbrigens  anch  experimentell  bestfttigt  worden  ist, 
„lineare  Functionen  der  elektrischen  Kraftcomponenten  oder  Momente" 
(Polansationen)  sind.  Dieselben  verhalten  sich  zn  den  gewöhn- 
lichen, dem  Quadrat  der  EraftintenBität  proportionalen  Deformationen 
gleichsam  wie  GrSsBen  Iter  Ordnang  zu  solchen  2ter  Ordnnng  nnd 
scheinen  auch  nach  den  bisher  vorliegenden  Beohachtongen  (an 
Qnarz)  jene  hei  weit«m  an  Grösse  zn  abertreffen.  Um  diese  Defor- 
mationen ZQ  berechnen,  kann  man  ganz  analog  verfahren,  wie  frOber 
bei  den  von  den  „Spaonnogen  2ter  Art'*  herfahrenden  Deformatio- 
nen, indem  man  jetzt  in  dem  Ansdracke  3)  fQr  die  potentielle  Energie 
der  Volnmeinheit  noch  hinznfagt; 

9)       +5? (•"••+■    •    ■+<..'.)  +  ä?">."+-    •    ■+'«'.) 


WO  die  ta  neae  Constanten  des  Erystalls  sind.  Die  negativen  Ab- 
leitungen dieses  Ansdrnckes  nach  xi, .  .  .  x^  liefern  dann  die  neu 
hinzakommenden  Drnckcomponenten 


welche  in  die  DifTerentialgleichangen  5)  nnd  Grenzbediagnngen  6) 
bzhw.  6')  neben  den  fraheren  einzusetzen  sind.  Betrachtet  man  nnr 
die  Deformationen  erster  Ordnnng  anter  Temachlässigang  der 
dem  Quadrate  der  elek^schen  Kraft  proportionalen,  bo  hat  man 
also  zn  deren  Bestimmang  die  Differentialgleichangen 

dX^  ,   3X„  ,   dX,  9«,"      39(,"       &»," 


uad  die  Grensbedingnugen 
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X.  <-OS(n,  l)  +  J,C08(n,  j)  +  X,  OOSf«,  .) 3,"  C08(n,  x) 


—  ^/C08(n,  J,)  — a/'cOS;n,  z) 


letztere  gflltig  fOr  dea  Fall,  daas  die  Oberfläche  an  ein  nicht  pi€zo- 
elektriscbes,  gleichviel  ob  isolirendes  oder  leitendes  Medium  grenzt 
and  keinen  ansseren  Druckkräften  anagesetzt  ist;  dabei  ist  allgemein 
znfolge  der  Elastidtatstheorie: 


Es  sei  hier  noch  einmal  daran  erinnert,  dssa  die  obigen  Glei- 
chungen nur  bei  ganz  Bpeciellen  Yertellungen  der  elektriBchen  Kraft, 
z.  B.  im  Falle  einea  (anch  noch  nach  Einfuhmng  des  Eiystallea) 
homogenen  elektrischen  Feldes,  die  einfache  Lösung 

~Xs  =  '&,",.    .    .   -Xg  =  %", 

d.  b.  die  Berechnung  der  au  einer  bestimmten  Stelle  eiutretenden 
Defonnationen  unmittelbar  ans  den  ebendort   herrschenden  Drucken 

9It',  .   .   .  2t,"  gestatten. 

Da  die  negativen  Ableitungen  der  potentiellen  Energie  nach  den 

elektrischeu  Kräften  —  ?— , .   . .  allgemein  die  inducirten  etektriscben 

Momente  (o,  b.  e)  darstellen,  so  zeigt  der  Ausdruck  9),  dass  auch 
beim  Fehlen  äusserer  elektrischer  Kräfte,  d.  b-  fOr  9)  —  Const,) 
in  Kryatallen  ohne  Centrum  der  Symmetrie  elektrische  Homente 
auftreten,  wenn  sie  deformirt  werden.  Es  ergiebt  sich  so  fOr  dieso 
„piSzoelektrische  Erregung"  der  allgemeine  Anaats: 

«  =  <„'-f-    ■    ■+«!.'» 

c  —  ht''''+  ■     ■     ■  +*S«i^S 

welcher  1890   von  W.  Voigt')   aufgestellt  und   fär  die  eii 


IJ  W.  Voigt,    Allgemeine  Theorie   der    piEio-  and  pjroelektr.  Erichei- 
iigMi  RD  Kr^fjUlleD  ;  Abh«ndl.  der  k.  Gel.  d.  Wiss.  lu  GOUiiiK«a,  36;  1890. 
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ErystallgrDppeii  gemaüs  ihren  Symmetrieeigenscbaften  specialistrt 
worden  ist.  Uieroacli  ist  ersichtlich,  dass  sich  die  „Deformationen 
erster  Ordnung"  berechnen  lasaen,  eobald  das  piezoelektrisch«  Ver- 
hatten des  betreffenden  Krystalles  vollständig  bekannt  ist*);  dies 
ist  bereits  fttr  einen  einfachen  Fall  an  Qnarz  von  J.  and  P.  Carle*) 
esporimentell  bei^tatigt  worden. 

Wie  £.  Riecke')  gezeigt  hat,  lassen  sich  die  piezoelektrischen 
Erschcinnjigen  auch  molecnlarttaeoretisch  vollständig  erklären, 
wenn  man  die  MolokUle  piezoelektrischer  Erystalle  mit  gewissen 
permanent  elektrischen  Polsystemen  behaftet  annimmt.  Auf  Gnind 
dieser  Yorstellung  kann  man  nnn  anch  die  in  dem  obigen  Ansätze 
enthaltenen  Gesetze  für  das  rociproke  Phaenomen,  d.  b.  die  ,, De- 
formationen erster  Ordnnng",  ableiten,  indem  man  die  Wechsel- 
wirknag  zwischen  jenen  elektrischen  Polsystemen  und  den  dnrch 
die  äussere  elektrische  Kraft  indncirten  Momenten  der  einzelnen 
Molekfile  berechnet.  Dies  scheint  mir  deshalb  bemerkenswert,  weil 
sich  die  Spannungen  „zweiter  Ordnnng",  welche  in  isotropen 
Medien  allein  vorhanden  sind,  nicht  in  analoger  Weise  dnrch  Be- 
rocbnung  der  Wechselwirkung  potarisirter  Molektlle,  wie  es  der 
Clansius-UoBOtti'schen  Vorstellung  von  den  Dielefctricis  entsprechen 
ffOrde,  ableiten  lassen*). 


))  DicMr  ZatammenbMig  ist  zscTit  tob  Lippminn  (Jonrn.  da  phjs. 
(1)  X  p.  391  und  Ann.  da  cMm.  et  phja.  ('S)  XXIV  p.  I64j  ISSI)  rar  «Inan 
■peciellen  Fall,  Eodflnp  allgemein  Tom Verr.  (F.FockeU,  N.  Jahrb.  S.  Uine- 
ralogie.  Bailagcbd.  Vit  p.  tOl,  IS90)  beirieaeD  worden.  P.  Dnham  (Ann. 
de  l'Bcole  Normale  Bn  pari  eure  (S)  IX  p.  IGT;  1S93)  gelnngM  Denerding«  in- 
folge einra  Irrtomi  zu  eTitgcgcngescIiten  Reialtatcn;  Tergl.  darQbcr  F.  Pockall. 
If.  Jahrb.  r.  Mineralogie,  BelUgebd,  VIII,  p.  407;   ises. 

!)  J.  und  F.  Carle,  Compt.  read.  XCV.  p.  9U,  ISBS;  Joum.  de  pliT*. 
(S)  Vni,  p.  149;  188». 

3)  B.  Blecke,  OBttinger  NachriehUn   1891,  p.  191. 

4)  Bfrecbnet  man  ntmtlch  die  Molecnlardrncke,  welche  aua  der  Wecbtel- 
irirkung  elckCrigch  polarisirltr  Moleküle  reiultiren  n&rden,  lo  üudet  man 


wo  k  eine  mit   K — I    proportionale  Constante  beieichnet. 
wArden  mit  den  frahtr  angegebenen  fOr 


;cbyG00'^lc 


Poektli:   Utber  Eltklroslriclion  und  Magnttoitrietiait.  ffj 

Die  bei  allen  Krystallen  notwendigerweiBe  ebenfalls  aaftreten- 
den,  wenn  anch  bisber  noch  nicbt  eiperimeDtell  nachgewieBeaen 
SpannangsD,  nelcbe  dem  Qaadrate  der  elektriscbeii  Kraft  proportional 
sind  nad  denjenigen  enUprechen,  welche  wir  bei  isotropen  Körpern 
zavor  betrachtet  haben,  lassen  sich  in  ganz  analoger  Weiso  berech- 
nen, wie  es  fOr  letztere  von  Eircbhoff  and  Lorberg  gescbehon 
ist.      Haa    hat    nnr    zd    berfluksicbUgea ,    dass    au    Stelle    von 

^\(^)' +  (^)* '\- (^Jl   in  dtf   Formel    filrldie    poteoüelle 
Energie  eines  dielektrisch  polarisirtea  Krygtalles  der. Ausdruck  tritt: 


h\<tr+^^{f^-+^4ty+'< 


Sq)  Sf 


wo  jTii,  .  .  .  Jf„  sechs  von  der  Natar  des  Erystalls  DQd  der  Orien- 
timng  des  CoordinateDsystems  abbängige  Coastaaten  sind,  die  sieb 
dorcb  die  3  Hanptdielektricit&tsconstantea  £,,  ^,  kg  und  die  Kicb- 
tnngacosinas  «,,...  y,  der  Havptaxen  des  Indnctioneellipsoides 
fulgendermassen  ansdraclien: 

Hn-hßt'+l^ß.'+k.f,' 
1»)  


«.+«■■,■  •  -8.+»/,     .  . 

(da*  tind  die  Ton  der   ponderabelcn  Uiitcrie  herrOhrmdcn  BpannaugeuJ  Qber- 
einuimman,  wenn  man  diu  au«  der  Haaotti-Cljiu'iui'aehta  Theorie,  nach  welcher 

-jT-^-^  proportional  dar  Dichligkeil  iM,  folgende  HcUb'on  oinfOhrt: 

'  =  ' iJi 

HMD  erhill  dann  t,^t 

«_!.!»■  «.'-1/8»,'       (^-il"™ 


gans  abwelcbenile  Anjdrtteke. 
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Hieraus  geht  hervor,  dass  sich  -K*,,, .  .  .  K„  anch  durch  hlorae 
Drehangen  der  Tolamelemente  (oder  des  ganzen  Krystalte)  än- 
derD,  and  zwar  ergiebt  sich ,  wenn  1,  ft,  v  jene  DrehuDgen  um  die 
X-,  r-,  nnd  2-Axo  bedenten, 


SiC„_  SJr„  SA« 


-»  =  i:„-jf„, 


=  +  2Jf» 


Bi    —  ^M-^s».      8i    -'^1.1      2i    -       "ai 

norans  die  Differeutialquotienten  aach  fi  and  v  leicht  dorch  cykli* 
sehe  Permntation  ableitbar  Bind.  Dies  ist  za  berQcksicbtigen ,  wenn 
man  nach  dem  Vorgange  Kirchboff's  die  Variation  berechnen 
will,  welche  das  Banmintegral 

dadurch  erleidet,  daee  (bei  anTerAndertem  ^)  in  dem  krystaUiniscben 
Dielektricam  ein  bcliebiRes  System  von  Verschiebnngcn  {,  i^,  £  her- 
vorgebracht wird;  denn  ein  solches  ist  mit  Drebangen  der  Volnm- 
elemente  verbunden,  deren  Componenten  X,  (i,  v  durch 


i/e£ 


gegeben  sind.  Setzt  man  die  lo  berechnete  Variation  des  obigen 
Integrals,  d.  i.  die  Variation  der  Energie  bei  Vernachlässigung  des 
Einflassea  der  Deformationen  anf  £„  .  .  .  JT,,,  nachdem  man 
noch  die  von  den  Drebnngen  herrührenden  Glieder  dnrcb  partielle 
Integration  so  amgeformt  hat,  dass  sie  ebenfalls  die  Factoren  {,  i^, 
^  erhalten,  gleich  der  negativen  Arbeit  der  ponderomotorincben 
Kräfte:  —  (^;  +  B»j-(-<^,  and  bringt  die  60  gefandenon  Aos- 
drake  A,  B,  C  anter  Benntzuog  der  Differentialgleicfanng 

+.„©)— ... 

welcher  7  genfigt,  anf  die  Form 

dx  Py    "    Ps  '~  PI    ■    ■    ■  •  '  eJ  '    •    •  ' 
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90  erhilt   man   diejenigen  SpanDnogscomponenteD ,  welcbe  Im  krf - 
lUliinisdien  Dielektricum  an  Stelle  der  dnrcb  die  Gleicbnngen  (1) 
darstellten  Maxwell'scben  Spannungen  treten. 
Das  Besnltat  ist: 


«.-s!.{-^.(g)"+'"(l)'-^(&)' 


Natflrlicb  ergeben  anch    diese  Spannungen   keine  EraftcomponenteD 

(Qr  das  Innere  eines   homogenen,  keiee  nahrc  Elektriciillt  entbal- 

hAi    ,    hA.  ,   dA,      ,   ^   ,       ,    . 

tenden   DieleklricomB,  d.  b.  es  ist  "g^  +  '57+  "&    °^''^*  ^^^  "*"" 

den  analogen    AnsdrOcben  nnl!  znfolge  der  Differentialgleicbnng 
nelcber  das  elektrische  Potential  f  daselbst  genügt, 

i;q.t,7o::o..GoO'^lc 


90  Pocktit:   Otbtr  EUkirailrictioH  anrf   Mat/ntlottrictio». 

Die   Deformation  des  dielektriachea   Krystalls   ist   also  zu  be- 
rechnen aoH  dcD  fdr  daa  Innere  geltenden  DifferentJalgleichangen 


and  den  Obei'flächenbedingnngen 

X,  C08(n,  J-)  +  X^Wi{n,  y)  +  JT,  C03(«,  z)  =  {- Ä^ -\-  A/)  COS(«,  ') 


worin  Ti, .  .  .  X^  die  durch  11)  gegebenen  linearen  Fnnctionen  der 
Deformationen  nnd  Ax,  •  •  •  A^'  die  Maxwell'schen  Spannangen  in 
dem  angrenzenden  Medinm  sind.  Dabei  ist  za  berücksichtigen,  dass 
in  den  Grenzbedingnngen  fDr  <p  im  krystaUinischen  Hedinm  an  Stelle 

TOO'A'^  der  allgemeinere  Ausdruck  tritt: 

i\ 

■  leos(ii,  r) 


Die  vorstehenden  Resnltate,  bzhw.  die  entsprechenden  für  magne- 
tisch polarisirtfl  Krj'stalle,  sind  in  etwas  anderer  Form  von 
Hertz  in  seiner  p.  65  citirten  Abhandlung  (p.  389  ff.)  abgeleitet 
vorden;  dagegen  stehen  sie  im  Widerspruch  zu  denen,  welche  Max- 
well in  seinem  „Treatise  on  electr.  and  magn.",  Art  611  — 643, 
angiebt  Nach  letzterem  wirken  n&mlich  auf  die  Yolumelemente 
des  magnetisch  oder  dielektrisch  polarisirten  Krystalles  auch  Dre- 
hnngsiBomente,  während  nach  Hertz  nur  Drnckkr&fte  Ton 
der  Natnr  der  elastischen,  cbarakterisirt  durch  die  RelationeD 

Ag  —  Bi,     B,  —  CV,     C,  —  A, 

antreten.  Nun  würde  manin  der  Tat  nach  dermolecularen  Vorstel- 
lung von  der  Natur  eines  Dielektricums,  also  etwa  nach  derMosotti  - 
Claasius'schea  HTpotbese,  das  Auftreten  von  Drebangsmomenten 
im  Falle  anisotroper  Strnctnr  erwarten,  weil  dann  die  Axeu  der  polari- 
sirten Hoteküle  nicht  den  Kraftlinien  parallel  sind,  und  somit  das 
Bestreben  vorhanden  sein  muss,  die  ersteren  in  die  lUcbtnng  der 
letzteren  zu  drehen.    Dementsprechend  zeigt  auch  die  n&here  Unter- 
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•ochnag,  dass  man  zu  d«m  U&xweH'schea  „ansyminetrischeD" 
SpaDDflDgsaysteme,  bei  ««Icheto  nicht  A^  —  Bi  etc.  ist,  und  vel- 
chea  daher  Drehangsmomente  ergicbt,  gelangt,  wocn  man  eelbst- 
at&sdige  Drehnogen  der  oinzelnen  Voinmeleinente  als  mOglich 
annimmt.  Dann  kann  man  n&mlich  die  Variatien  der  potentiellen 
Energie  itkr  ein  beliebiges  YerschiebnngBByatem  C,  i),  i   berechnen, 

ohne   anf  die  Drehangea  der  Volnmelemonte  ö(g g-tetc.  Bflck- 

sicht  zn  nehmen;  denn  man  kann  sich  dieae  Drehungen  einzeln 
rflckgängig  gemacht  denken.  Tnt  man  dies,  so  findet  man  far  Ai, 
Bf,  C,  die  froheren  AasdrQcke,  statt  der  in  14)  angegebenen  Werte 
der  übrigen  Dmclccomponenten  aber  die  folgenden: 

•  4^  r"  VSx/  +  "•'  8.  a,  +  ""  3.  8<  ) 

''•       a\''"E.  i.  +  ^"d,  sz  +  ^oys;)  ] 

A  — —iis-  l^-i\'j-it  ^hj.ir  ^  h\ 
-*»  —  i^r"\i.)  +""8«  as+^'-s  8.) 

»•  -  -  to  C"  8,  81,  +  ^«  \i,  I  +  '"  8,  8T1 

Hieraus  resnitiren  dieselben  deformirondon  Kräfte  wie  frOber ,  weil 
J{£,  +  C,),  i(Ci+^),  }M»+ß,)  noch  die  früheren  Werte  haben, 
aber  ausserdem  Drehungsmomente,  deren  Componenton  ge- 
geben sind  dnrch 

L  —  Bt—C^    M=Cj  —  At,     JV  =  Ag  —  B, 

Dieselben  Drebnngsmomente  findet  man,  wenn  man  die  durch 
wilUcBrliche  Drehungen  ;i,  ft,  v  der  einzelnen  Volumelemente,  die  ja 
nach  der  angenblicklich  von  uns  angenommenen  TorBtellnng  möglieb 
■ind,  verorsacbte  EDergieftndernt^  berechnet  und  gteicb  —(L)l-{- 
Mfi+Xv)  setzt. 

Fragen  wir  nun  nach  den  Folgen  des  Unterschiedes  zwischen 
den  Formelsystemen  14)  und  14'),  so  ist  zunächst  zu  bemerken,  dass 
sich  für  die  gesamten ,  auf  einen  Erystall   im  elektrischen  Felde 
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wirkenden  Kräfte  und  DrehnngBrnomente  ans  beiden  dieselben  Werte 
ergeben,  indem  die  Differenz  der  ans  14)  und  14')  folgenden,  anf 
die  Oberfl&cbe  des  Erystalla  wirkenden  Kräfte  gerade  aufgehoben 
wird  durch  die  nach  14')  binznkommenden  anf  dessen  innere  Ele- 
mente ansgeObten  Drehnngsmomente.  Ein  Unterschied  kann  also 
höchstens  in  den  Deformationen  Einflreten,  nnd  zwar  würde  dies 
dann  der  Fall  sein,  wenn  die  darch  L,  M,  iV  hervorgernfenen  Mole- 
knlardreh nagen  ihrerseit«  Deformationen  znr  Folge  hätten-  Es  ist 
dies  ein  Punkt,  tlber  welchen  man  noch  keinerlei  Eenatniss  besitzt, 
weil  man  eben  kein  anderes  Mittel  als  elektriBche  oder  magnetische 
Kräfte  besitzt,  nm  Drehungsmomente  anf  die  Molektlle  auBzoDben. 
Die  im  Falle  des  Torhaadenseias  solcher  Drehnngsmomente  notwen- 
dige Erweiternng  der  Elasticitätstheorie  ist  von  W.  Voigt  gegeben 
worden  ')■  —  Dass  es  gelingen  werde ,  mit  onseren  jetzigen  Hilfs- 
mitteln jenen  etwaigen  Unterschied  in  den  Deformationen  nachza- 
weisen  and  somit  experimentell  zwischen  den  Formeln  14  nnd  14') 
zn  entscheiden,  ist  leider  wol  völlig  ansgeschlossen ,  da  die  elektri- 
schen (oder  gar  magnetischen)  Deformationen  „2ter  Ordnung"  bei 
Kristallen  überhaupt  kaum  messbar  sein  werden,  um  so  weniger 
aber  der  fragliche  Unterschied,  welcher  von  den  Differenzen  der 
Haupt- Dielektriciläts-  (bzbw.  Magnetisirnng8)-Con stauten  des  Kri- 
stalls abhängt. 

Aber  selbst,  wenn  es  gelänge,  anf  diesem  experimentellen  Wege 
die  UnznUssigkeit  des  symmetrischen  Spannungssystems  zu  erweisen 
(—  eine  das  unsymmetrische  an sscblies sende  Entscheidung  wäre  nicht 
möglich  — ),  so  würde  man  darum  noch  nicht  die  Gm nd Vorstellung 
von  Mas  well  und  Hertz  aufzugeben  brauchen;  denn  die  Existenz 
der  fraglichen  Drehungsmomente  wird,  wie  Hertz  1.  c.  p.  395  be- 
merkt, mit  derselben  vereinbar,  wenn  man  den  Aether  bei  den  Be- 
wegungen der  Materie  als  ruhend  annimmt,  in  welchem  Falle  aller- 
dings die  Hertz'sche  Theorie  einer  Uodification  bedürfte. 

Wie  bei  isotropen  Körpern,  so  bedürfen  auch  in  Krystallen  die 
Spannungen  Ax, .  .  .  einer  Ergänzung  (—  bestehend  in  den  Span- 
nungen 2ter  Art  — )  wegen  der  Aendernng  der  dielektrischen  Pola- 
risation durch  Deformation.  Mau  vrird  bei  Krystallen  die  sechs,  das 
dielektrische  Verhalten  bestimmenden  Grössen  K„, .  .  -Kj^  aU 
lineare  Fnnctionea  der  Deformatiousgrössen  «^z, .  .  .  »y  einführen, 
also  den  Ansatz  machen: 


1)  W.  Voigt,  Thcoreciiche  Studien  Ober  dio  ElaBticiCltETcrlilltnies« 
Kr^Etalle,  Abhandlnngen  der  hgl.  Oei.  d.  WitMnich.  tu  GOningtn,  34,  IS 
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-■'fii*'+^ii^»+*i.y»+*M^.4-'^i4j.+*ia«*+ii8«,if 


15)       

worin  im' allgemeinen  36  neue,  dem  Erystall  eigentümliche  Constanten 
k^.m  vorkommen').  Zafolge  diesem  Ansatz  erhält  man  ( —  wenn 
man  den  Index  <>  der  Grössen  K  auf  der  rechten  Seite  wieder  fort- 
ISsBt  — )  folgenden  Ansdntck  fttr  die  potentielle  Energie  derVolnm- 
einheit  des  deformirten  nnd  dielektrisch  polariairteti  Erystalls: 


woraus  dann  in  analoger  Weise  wie  frflher   folgende  Werte  fUr  die 
Spannungen  3ter  Art  3(i''  ...  9»'  folgen: 

")   

«.■ = «/ = i  {^•..  (g+'„  (1-;)*+  ^.  G^)'+2.„  1 1^ 


I)  Der  mf  riiu  clclctiiicLcn  Deformationen  S  (er  Ordnung  der  KrjatnUe 
beiOgliche  Schluiuali  meintr  ALbtuidlsag  im  K.  Jahrb.  (.  Min.,  B«it.- Bd. 
TIT,  p.  SSI,  wo  ich  jene  Anzahl  lu  Sl  ingab,  iit  unricbllg.  — Um  den  Var- 
gleich  mit  den  frfiheren  Entwicklnngen  fOr  iaoCrope  K6rper  in  erleichtern, 
aei  bemtrkt,  dass  für  kutera  zn  setzen  iaC: 

fe„  =  A„  =  f^j  =  —4«« 

A«  =  %  =  *ss  =  -2jt(«-?) 
wibread  alle  Qbrigcn     tm.H  '=■  0     werileii. 
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94  Pochtl»;  UtbtT  EltlOretlrietiiM  VKd  Mag«atatlr<eti»H. 

Hau  hätt«  F statt  als  Function  der  elektriachen  KrÄfto  —  ^,—  /. 

0«'      Sy 

—  ^  aach  als  solche  der  elektrischen  Momente  oder  Polarisationen 
«,  b,  e,  welche  mit  letztoren  durch  die  Relationen 


verhunden  sind,  darstellen  können;  die  Form  bleibt  dabei  ganz  nn- 
ge&ndert,  nur  treten  an  Stelle  von  X*,,,  .  .  .  JT,,  andere  Conatanten 
K^^\  .  .  .  K,,',  und  in  17)  an  Stelle  von  jb,^  .  .  .k^  ebenfalls  neue 
Constanten  j:,|,'  .    .   .  l-^g',  wciclic  dcßiiirt  worden  durch 

''ii    ~"     a_    1  ■    ■    ■  ^li    *"     aJ'  I  ■    •    ■  %)  "*     a_ 


In  dieser  Form  hat  Hertz  a.  a.  0.  die  von  der  magnetischen 
Polarisation  herrührenden  Spannungen  dargestellt;  seine  Constauten 
^'>  F'i»»/  -  •  -  fiim'  ■  ■  •  fiiitt'    entaprechen  genau  den  Kii\ 

*]l'i  ■    •    .  *18    •    -    .  t«  . 

Die  Constasten  £",',  K^\  f,',  dnrch  welche  sich  K^i'^  ■  .  .  fu' 
nach  den  Formeln  12)  ansdrUcken  würden,  sind  die  redproken 
Werte  der  Eanpt-Dielektricitatsconstanten  des  Errstalls ;  sie  würden 
nach  der  elektromagnetischen  Ltcbttheorie  also  mit  den  Quadraten 
der  drei  Hanptlichtgeschwindigkeiten,  bezogen  auf  die  Lichtgeschwin- 
digkeit in  Luft  ==  1,  übereinstimmen.  Daraus  folgt,  dassdannf,,', 
.   .   .  Kjj'    mit    den   6   das   „Fresnel'sche  Ovaloid"    hestimmenden 

Grossen  -4r,  .  .  .  — ^,  und  die  t«,«'  mit  den  von  mir  eingeführ- 
ten *),  die  Aendemng  des  optischen  Verhaltens  durch  elastische  De- 
formationen bestimmenden  Constanten  — i-  identisch  werden,  und 
dass  insbesondere  die  Anzahl  der  verschiedenen  hm»  sich  für  die 
einzelnen  KrTStallsysteme  in  genau  derselben  Weise  redncirt,  wie 
ich  es  für  die  aM,n  durchgeführt  habe.  Wenn  nun  auch  jene  üeber- 
einstimmung  keine  vollständige  sein  wird,  so  kann  man  doch  jeden- 
falls  sagen,   dass  die  ka,,n'    für   hinreichend  langsame   elektrische 

Schwingungen  genau  dieselbe  Bedentang  haben,  wie  die  -^-      ftlr 


I)  F.  FackiU,  Wi*d.  Ann.  37,  p.  \i\  \  ISa9. 
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Poekeli:   üeber  £3iktrottriüüm  und  MagHttoilricIion.  95 

LiehtechwiDgUDgen,   und   dass   daher   beide  Arten  von   Constanten 
ToranssictaUich  von  derselben  Grfisscuorduaug  sein  verden. 

fiiesfl  GrO£sen  km,n  nnd  fiM,»,  von  welchen  die  Aeudening  des 
dielektrischen  nnd  magnetischen  Verlialtens  in  Folge  elastischer  De- 
fonnationen  abh&ngt,  zu  ermitteln,  wDrde  der  Hauptzweck  weiterer 
Beobachtungen  aber  Elektrostriction  nsd  Magnetostriction  sein.  Dean 
wir  haben  gesehen,  dass  aas  diesen  Erscheinungen  nicht,  wie  man 
oft  meinte,  eine  Entscheidang  fOr  oder  gegen  die  MaxweH'sche 
Theorie  von  der  Vennitteluog  aller  elektrischen  und  maguetischen 
Wirkungen  dnrch  Spannungen  oder  Drncke  hergeleitet  werden  kann. 
—  Wenn  aber  auch  andere  OrOnde  voraussichtlich  zur  allgemeinen 
Annahme  der  Vorstellnug  MaxweH'B  führen  werden,  so  darf  man 
doch  nicht  vergessen,  dass  diese  selbst,'  um  vOUig  befriedigend  zn 
werden,  nachHaxw ell's  eigenem  Zugeständuiss ')  noch  die  Lösung 
der  schwierigen  Aufgabe  erfordert:  „die  Spannungen  in  einem  dielek- 
„trisch  oder  magnetisch  polarisirten  Medium  ans  den  bekannten  Prin- 
,,cipien  der  Mechanik,  genancr  gesagt,  der  Dynamik,  zu  erkl&ren". 

1)  Maxwell,  Trsatise  od  EUclrieil;  and  Hignetiim  ArL  110,  p.  163 
der  UebeciMiang. 
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Hoppe:   Oicviirtndt  Kagtl  ntbit 


OscuUrende  Kugel  nebst  den  analogen 
Gebilden  für  n  Dimensionen. 


R-  Hoppe. 


g.  1.  Die  oscnlirende  Eugel  einer  Raamcnrve  ist  das  aoalogo 
Gebilde  des  ErOmmangskreiBes  einer  ebenen  Gurve.  Damit  ist  die 
Frage  nach  einem  allgemeinera  Gebilde  fOr  beliebig  vielfacb  ge- 
krammte  Linien  an  die  Hand  gegeben,  welches  die  zwei  genannten 
als  besondere  in  eicb  begreift.  Um  soviel  als  mOglich  die  Rechnung 
dnrcb  ränmliche  AoBchanung  zn  illnstrireu,  lasse  ich  die  Herleitnng 
der  oacalirenden  Engel  in  solcher  Weise  voransgehen,  dass  jede  daza 
verwandte  Operation  sich  sichtlich  so^eicb  von  der  Dreizahl  anf  n 
erweitem  Iftsst. 


§.  1.    Oscnlirende  Engel. 

Ein  Pankt  P  einer  Corve  *  sei  Anfang  der  zyi.  Drei  andre 
Punkte  derselben  P„  P,,  Fg  haben  die  unabhängig  unendlich  kleineu 
Bogenabst&nde  u^,  u«,  uj  von  P.  Dann  ist  (Stetigkeit  bis  auf  3.  Ord- 
nung vorausgesetzt): 

Der  Mittelpunkt  der  Engel ,  welche  durch  die  4  Punkte  geht,  ist 
der  Schnitt  der  Ebenen  £„  £»,  Eg,  welche  die  Sehnen  PPi ,  PP^, 
PPg  normal  halbiren.    Ihre  Gleichungen  sind: 
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den     «naiv^en   Otbiidm  für  n  Dmeniionem, 

«K  — i**) +**(»,  — l**)  +  «(»o  —  J«*)  —  0    oder: 


«'«o+S'ky 

+  ««0- 

fr»*     (A=l 

.  2,3) 

nacb  deren  AnflOsuDg  man  erhalt: 

^^0  -  1^» 
wo 

'i  't  '• 

•■i*  fi*  V 

■'  —     ViHVt 

;    ^>  - 

yi  yi  y» 

;    ete. 

"iHH 

«1    «1    "B 

■nd  die  r  die  Radienvectoren  bezeicbnen. 

Seien  ann  ^,  q,  (  die  ('«ordinntea  eines  der  Pookte  P,,  F„  P, 
in  Bezug  anf  die  Tangente,  Baapt-  nnd  Binormalo  iu  P,  und  ai£,C|, 
oj&ji^,  da^sCs  die  RichtnagscoBinns  der  genannten  3  Fnndamenttil- 
axen  der  Canre-    Dann  ist  nacli  den  Formelu  (1)  bis  anf  3  Ordnung 


{*  =  «*-- 


5- -»';  £*  ■ 


(*) 


6f»'     ''■  ■"  2p        6p«a<  *  '    *"       6fM 
wa  p  und  »  den  Krflmmnnga'  und  Torsionsradins  bezeichnen,   nnd 

y»  —  6]  i*+ 6»  »)*+*»£* 

ist    Hiernach  wird 


(6) 


»j  <H  <h 

ii  f,  E. 

1«,  », 

h,t,b. 

%   9«   18 

-^  '-"■ 

«^  c,  c, 

iif.!;. 

i%".' 

(6) 


mit  Weglassnng  der  l'erme  liOlierer  OrdDnng.     Ferner  ist  nach  Gl 
16)  (41     . 


n»-S.*+ •»•+£.' 


h  1^ 


Vi  Vi 


+  1 


:.:. 


&f. 


,'.+-^ 


etc.       (7) 


Da  nan  J  6.  Ordnang,  n*  ü.  Ordnnng  ist,  so  sind  in  den  Aus- 
drttcken  <7)  nar  die  Terme  4.  Ordnung  beizubehalten.  Im  Ansdroclc 
(5)  TOD  Jx  bebt  sieb  der  erste  Term  von  ij  gegen  die  r";  man  bat 
also  Dar  einznfflhren:  . 

AfO.  1.  KUk.  0.  Fhj>-    1  B*ika.  T.  XII. 
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Hopp  f.   Otcuiirtndt  Kugtl  ntbit 


dann  wird  im  Aasdrock  (7)  die  erste  Determiaante  mindestens 
7.  Ordnang,  fällt  also  weg,  die  beidoD  Dbrigea  sind  4.  Ordnong,  nnd 
es  ergibt  sich : 


gf     w»«itti»       (A-1,  2,  3) 


8b 
«»  —  o»p+o,«  g-:     etc.  ,  (9) 

Fttr  einen  beliebigen  Anfangspankt  ist  hieran  noch  >  zn  addiren, 
z-|-a,9  ist  die  Coordinate  des  KrflmmnngsmittelpQnkts,  und  der 
Mittelpunkt  der  oscnlirenden  Ktlgel  erweist  sich  als  der  Coincldenz- 
pnnkt  der  Emmmangsaxe,  d.  h.  er  erzeugt  deren  Einbauende.  Ist 
R  der  Radios  der  Engel,  so  hat  man ; 

"■-»'+(■•5)'  o"' 


$  2.    Das  oscolirende  der  Engelfitcho  analoge 
Gebilde. 

Das  der  EogelflAcbe  analoge  Gebilde  in  nfacher  HannigEattig- 
keit,  welches  wir  korz  mnde  (n— l)debnung  nennen,  ist  der  Ort 
des  Endpunkts  einer  constanten  Strecke  eines  von  festem  Centmm 
ausgehenden  Strahles.  Wird  die  n  fache  Mannigfaltigkeit  ausser 
dieser  Bedingung  durch  n  —  m  lineare  Gleicbncgeo  bescbrftnkt,  so 
ergibt  sich  eine  runde  (m—  l)dehnung  als  linearer  Schnitt  der  runden 
(n  — l)dehnnDg.  Man  kann  daher  bei  Darstelinng  der  rundeu  (1, 
2.  3, .  .  .  n — l)debuungen  die  Zahl  n  der  variabela  Coordinaten 
eines  Punkts  unverändert  beibehalten. 

Sie  n  Coordinaten  eines  beliebigen  Punkts  in  Bezug  auf  n  feste 
rechtwinklige  Axen,  deren  Anfang  ein  Punkt  P  der  Cnrre  t  sei, 

seien   durch  tii(jt  =  l,  3,*    .   .  n)    oder  kurz   durch   x   bezeicbnet. 

Ferner  seien  ok  oder  ak{h  =  1,  2, .  .  n)  die  Bicbtungscosinns  der 
n  Fnudamentalazen  Ak.  Deren  Theorie  habe  ich  in  dem  Aufsatz 
XXI.  5.  (Tl.  SI.  S.  142)  entwickelt  und  verweise  hier  auf  denselben. 
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Wie  leicht  erhellt,  geht  jede  lineare  (n— l)dehimng  dnrcli  den 
MlUelpunkt  einer  randen  (<n— l}debDaQg,  wenn  sie  irgend  eine  Sehne 
denelben  normal  halbirt  Seien  nan  A(A  —  1,  3, .  .  .  m)  mit  den 
Coordinatea  u  Carrenpankte  in  anendlich  kleinen  Bogenabstftnden 
■k  Ton  P.  Dann  hat  ein  Ponkt  z,  auf  der  linearen  (fn-l)dehnnng, 
welche  die  Sehne 

PA  -  r*  —  y  £  n* 

normal  balbirt,  die  Gleichung  zn  erfuUen: 

^  »(««— Jn)  =0    oder    ^ixtz«  —  Ir**  (11) 

Um  aber  Uittelpankt  der  rnnden  (ta -l)dehnuug  zn  sein,  masg  er 
UMerdem  in  der  linearen  mdehnnng  liegen,  welche  durch  die  m-4-1 
Punkte  F,  P„  .  .  .  p.  bestimmt  ist,  folglich  fOr  irgend  welche 
Werte  der  Parameter  »  die  Gleichung 

"i>  —  -2  x^t.^  (li) 

befriedigen.    Dieser  Wert  in  Gl.  (ll)  eingefUlirt  gibt: 

Z  v^  £  nxp  —  in,*  (13) 

11=1      *=i 

Gilt  diese  Gteichnng  fflr  A  ^=  1,  2, .  .  .  m,  so  sind  die  m  Parameter 
Vft  und  durch  diese  nach  Gl.  (12)  die  Coordinaten  des  Mittelpunkts 
c,  bestimmt. 

Zunftchat  kann  man  von  der  lineares  mdehnung  (12)  zur  oscn- 
lirenden  «debunng  flbergehen.    Nach  taylor'scher  Entwickelang  ist 

x^=  S^acli)  (14)- 

Setzt  man  dann 

»A  —  £  v^u/ :  1 1  Hb) 

so  wird 

0^—2  wi«t*>+S  (16) 

wo  JI  fOr  endlich«  u  verschwindet.  -  Entwickelt  man  ebenso  »  und 
T3^  so  erhält  man: 
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iQQ  Hoppt:  OievUrtiidt  Kvgtl  luM 

wo 

oder,  da  nach  Differentiaüon  x  =  0  zu  setzeo  ist, 

B^—  S  {x^W  (18) 

FOhrt  man  dies  ein  and  setzt  zur  Abkflrzang 

ji^  _  £  rl*)«^)  (19) 

■0     wird  Gl.    (11)    mit  VernachltLsBignng  des  mit  m*"+i   verschwia 
dendeu  ResteB: 

'i:''-^'!:.,A,,-i\^B,  (20) 

Sie  wird  durch  willkürliche  w,  also  ftlr  jede«  A  erfftllt,  wena  man 

die  Coefficieoten  der  w^  auf  beiden  Seiten  gleich  setzt  Dann  b«t 
man: 

SvciAXp-\Bp    (^  =  1,2,.    .    .m)  (21) 

und  nach  AoäOsang  des  Systems: 

»,  Mv  1  (i.  f^  -  1.  2'  •   ■   -  ")  -  (22> 

^\Ä\pAi^.    .    .  A,-\.pBpA,^i,^.    .    .  ii™^  I  (fi  =  1,  .    .    .m) 

nnd  nach  Gl.  (12)  j 

10  -  1  5  »(•)  1  Ji^  .    .    .  A,-ij,B^  Jh-M  -    ■    -  --W  i  :  M^  1(23) 

mit  obigen  Werten  von  i  und  f«  in  den  rospectlTen  Determinanten. 

Ter  Badins  der  oscnlirenden  runden  (fn  — Ddehnnng   ist  dann: 

nnd  die  Coordinaten  ihres  Mittelpunkts  in  Bezug  auf  einen  belie- 
bigen Anfangspunkt 


t,70::0.GOO'^IC 


dm  aaalpgtn   Gebildta  ßir  n  Dimtniientn.  101. 

Ans  der  resaltirendon  Formel  (23)  würde  sich  nur  schwer  her- 
leiten lassen,  dass  der  Mittelpunkt,  wie  ea  die  Anschauung  fordert 
nud  dnrch  geometrische  SchlQsBO  sic-h  ergiebt,  aaf  der  normalen 
linearen  (n-j)dehnnng  liegt.  Doch  folgt  dies  anch  ganz  einfach 
ans  einigen  vorhergehenden  Formeln. 

Anf  der  Rechten  der  Gl.  (20)  fehlt  der  Term  fi  =  1.  Hieraus, 
wie  auch  ans  Ol.  (18)  erhellt,  dass  £j  —  0  ist  Ql.  (21)  ergibt  also: 

£  mXAXi  —  S  v>x  £  «V*>  —  0 

Maltipticirt  man  Gl.  (16)  mitx'  und  sammirt  nach  i:,  so  erhftltman 
(mit  VernachläBsignng  TOn  Jt): 

1  «i-fe  —  Ä  u-i  Z  e'  «(*)  —  0  (24) 

k=l  1=1  i=l 

nnd  hiermit  den  Satz: 

,J>ie  Mittelpankte  dor  oEculirenden  runden  [1,  2, .  .  .n-1)- 
ndehnnngen  liegen  sämtlich  anf  der  normalen  Unearen  (n  — )i)deh- 
„nnng." 

Zugleich  ergibt  sich  die  Identität: 

!s  *'  ^  «w  \Ai^.  .  .  A,-i^  B,i  Ä,^ij, .  .  .Am^\--Q  (25) 
gflltig  fdr  jede  Bichtnng  der  Abscisaenaie. 

§  3.    I'Ege  des  Mittelpunkts  der  oscnlirenden 

runden  (m — l)dehniing  in  Bezog  auf  das  Fnndamental- 

axensf  Btem. 

Sind  SiQ,  £h),  .  .  .  ^ns  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punkts 
Pg  der  OBcolirenden  linearen  mdebnnng  in  Bezug  anf  die  i»  ersten 
Fandamentalaxen.  so  ist 

Xn  -^   £  auS/ie  (26) 

Hierdurch  ist  bereits  die  Bedingung  (12)  ersetzt,  nnd  damit  P^  Hittel- 
punkt der  oscnlirenden  runden  (n>  — i)dehuang  sei,  so  braucht  er 
nur  noch  die  Bedingung  (11)  for  &  —  1,  2,  .  .  .m  zu  erfAllen, 
welche  nach  Substitution  der  anf  x^  nud  xm  angewandten  Werte  (26) 
lautet: 

£  'h^hk  -  in*  =  i  1  S^MA  =  1,  2,  .    .    .in)  (27) 
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'  102  Beppt;  OiKulirtndt  Kugil  ■«£«( 

Die  AoflOBDüg  des  Oleichniigssfateiiis  ergibt; 

^|«-i^,  (28) 

wo 

^  =  !  U  I    (ft,  A  -  1,  2,  .    -    -  ») 
d,  -  I  "iikisk  .    .    .  g»-i.*r»*|,+i.*  .    .    .  Irt  I  (Ä  -  1,  2  .   ,    .  ») 

Nach  tajlor'scber  Entwickelnog  hat  man : 

wo  ^,|(^)  den  Itea  DifferentialqnotieDten  der  Coordioate  des  laufen- 
den CorvenpnokteB  in  Bezog  anf  die  als  fest  gedachte  ^ite 
Fandamentalaxe  des  Pnnktcs  P,  also  für  constante  a^,  bezeichnet. 
Snbtrahirt  man  die  zwei  gleichen  AnsdrUcke,  bo  kommt: 

0  -  o«  {  I^  ^  V«+t«-+i  Ä.j 

Alle  Tenne  mit  Ansnabme  der  Tenne  der  ersten  Snmme  fttr  1—1, 
2, .  .  .  m— 1  habsn  den  Factor  u**,  folglich  sind  die  CoeKcienten 
der  letztern  s&mtlich  noll,  nnd  man  hat; 

S;.(*l  — 0    für    i  =  l,  2,  .   .   .  f.— 1 
daher: 

(29) 

Fuhrt  man  diese  Worte  in  die  Determinante  ii  ein,  so  erkennt  man 
leicht,  dass  von  jeder  Summe  (29)  nor  der  erste  Term  in  Becbnnng 
kommt,  weil  Jeder  folgende  Term  dem  ersten  Term  einer  folgenden 
Somme  proportionirt  ist.    Folglich  ist 

J  =  |'~f;uM  1   =  1  tt*^  I     S  ^      (Ä,  fl  -  1,  2,  .    .    .  «)  (30) 

Auch  ^,  bestimmt  sieb  durch  die  gleiche  Betrachtungsweise,  wenn 
man  zuvor  rt*  nach  Potenzen  von  uv  entwickelt.    Nach  Gl.  (27)  ist 
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■   GMUtn  für  ■  ZluMMtMM». 


Gl  -  r  {{^»)(i»  (32) 

Die  Determinante  dr  zerf&llt  in  oine  Somine  von  DeterminaDteD 
CDtiprecbend  den  Tennen  der  Samme  (31).  Jede  Teildeterminante 
beatefat  wieder  aas  Determinanten  entsprechend  allen  Combinationen 
deijeugen  Exponenten  Ton  tu,  welche  in  irgend  einer  Folge  die 
Werte  I,  3,  ■  ■  >  m  haben.  Von  diesen  sind  die  Werte  v+l,  y+^i 
.  .  .  B»  bereits  flberein stimmend  mit  ^  festgelegt.  Für  i  —  v  geht 
die  Teildet«nninante  von  selbst  in  J,  nur  mit  anderm  Coefficienten 
Iber.  Für  i  <  v  sind  die  Stellen  der  Exponenten  1,2,.  .  .  1—1 
naersetzlicfa,  bleiben  also  wie  in  ^.  Die  Übrigen  Exponenten,  welche 
in  J  ihre  niedrigsten  Werte 

i,  i+l, .    .    .  V— 1  (33) 

hatten,  sind  dnrch  Erhöhung  in  beliebiger  Folge  anf 

i+1,    A  +  2,.   .   -v 

zn  bringen,  was  anf  2*—^  Weisen  mOglich  ist.  Das  Vorzeichen  der  so 
erhaltenen  Determinanten  wechselt  natflriicb  bei  Vertanschnng  von 
je  2  Exponenten ,  die  znr  Herstellung  der  ansteigenden  Reihe  der- 
selben notig  ist.  Sei  k  die  ErhOhongszobl  eines  beliebigen  Gliedes 
der  Reihe  (S3),  und  beziehe  sich  das  Snmmenzeichen  S  anf  die  ver- 
schiedenen Reihen  der  a,  welche  einem  v  —  l  zngehörenl;  dann  wird 

und  nach  Division  durch  2J  gemftss  Qt.  (28)  (30) 


Hiermit  ist  die  Angabe  gelost;  denn  ^f*  bezeichnet  die  Coor- 
diaate  des  Mittelpunkts  der  osculirenden  rnnden  (m  —  l)dehnang  in 
Bezog  anf  die  vte  Fandamentalaxo. 

Da  Im  von  m  nnabhangig  ist,  so  ist  der  Wert  (S4)  anf  jede 
mehr  als  (v— 2)  fach  gelu-dmmte  Linie  anwendbar.  Zu  jeder  (m— 1)- 
fach  gekrflmmten  Linie  in  einer  beliebig  mehr  als  (m  —  1)  fachen 
Mannigfaltigkeit  erhalt  man  also  eine  Reihe  von  Uittelpnnbten  oscn- 
lirender  rnnden  (1,  3,-  ■  ■  v~l)debnungen,  indem  man  zu  den 
v  —  1  Coordinaten  aller  vorausgehenden  Kittelponkte  noch  eine  v  te 
Coordinate  in  der  hinzakommendeo  vten  Richtung  nach  Gl.  (3t) 
hinnlBgt.    Demnach  bilden  der  vte  und  (v  — l)te  Mittelpunkt  mit 
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dem  laufenden  Pnukte  der  Gurre  stets  ein  rechtwinkliges  Drtieck, 
und  die  HJttelpnakte  sind  die  Ecken  einer  ortbogonalen  gebrochenen 
Linie,  zu  deren  Beatininiaiig  man  bloss  die  Lftngcn  der  geraden 
Strecken  ^]g,  $i«,  .   .   .  gmo  zu  kennen  braucht 

Zu  ihrer  Berechnnng  aus  Ol.  (31)  bedarf  man  der  Wert«  der 
nicht  vollständigen  Differentialquotienten  von  ip.  Nach  D^nition 
hat  man: 

woraus : 

Der  Wert  von  Ci  ergibt  sieb  aus  dem  von  ta*;  denn  nach 
Rcihenent Wickelung  von  n*  erb&It  man : 

jt=i  t=i  Jt±=i  ^1 

Dies  verglichen  mit  Gl.  (31)  gibt: 


Es  wird  sich  vol  empfehlen,  Tabellen  fBr  die  Anbnggwerte  der 
in  Gl.  (34)  vorkommenden  GrOssen  anfsastellen. 


v—k 

Reihen  der  a 

1 

l 

1 

2 

U 
20 

0 
1 

3 

111 

1 

201 

0 

SOO 

1 

130 

0 

4 

Uli 

0 

2011 

1 

3001 

0 

1201 

1 

4000 

1 

1300 

0 

2030 

0 

1120 

1 

Ulli 
20111 
30011 

läou 

40001 

13001 

20201 

11201 

50000   , 

14000 

20300 

11300 


20130 
11130 
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1  2  I  3  1  4         15                                                 (M) 

JCi-O 

1  1  0  1   -ft«  1  -5p,p,' 

.Ptl-  ■ 

.  die  erste,  zweite, .   .   .  KrOmmnng  bezeichnet. 

l 

?if'' 

jia+i) 

1 

1 

0 

2 

pj 

Pi' 

3 

PiP» 

2piPj'+Pift' 

4 

PiPiP» 

3pi 'ftft+^p,  p,'|.j +P,  P,Pa' 

b 

PlI>tPsP4 

§i<H« 


pi-pi-PIPl' 

Spi"pt+Spi'p,'+piP,"~P,PtP»*~P,'Pi~P,Pt* 


'I 


5lW+8) 


1  ~3p,r,' 

2  1  p,*—  8p, 'p,*  -  fipi'pi '  —  3piP»p»' 
!»«♦''  --^p/'+Pi'+Pi'ft'-äp," 


«~--p 

1 


■If+-') 


1 


{^PlL^  ^K'  _i_  2pi"pi'  j^  Pipa' 
\      Pi  "^   Pi* 
'Pn' 

Ipl* 


PiPiFtf*«  \       Pi     '     Pi'        ■     Pil>»     '  PiPi  PtPt 

_  ^'  _  fftlW  _  ^Pi'Pn"  _  Pt'fiW  ÜPt'V»'  _  PiV 

p"  PiVi  PiPi*  PiPiPs  PiV»  Ps 

_  Pi  '?•' 


— PiP»  — 


P^Pi. 
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§  4.    Die  Krämtniingsazen  und  ihre  CoiDcidenzponkte. 

Die  Axe  des  Krttmnmsgskreises  einer  Raamcnrve,  gewOholieb 
KrammangBaxe  geoannt,  Ist  bekanntlich  parallel  der  dritten 
Fniidainentalaxe  und  hat  einen  Coiacidenzpaukt,  der  zogleich  Uitt^t- 
pnnkt  der  KrflmmnQgBkagel  ist. 

Diee  bietet  Anlass  zq  dreifacher  Erweiterung  auf  mehr  ala  zwei- 
fach gekr&nimte  Linien. 

Zunftchst  betrachten  wir  das  Lot  auf  dem  Ranme  der  Erttm- 
mDDgBkDgel  in  ihrem  Hittelpankta  errichtet  Oieies  ist  parallel 
der  vierten  Fundamentidaze  und  geht  dnrch  den  Uittelponkt  der 
oscDlirendCQ  runden  4  dehnung.  Jeder  ihrer  Punkte  hat  einen  con- 
slanten  Abetand  von  der  Krflmroungskngel,  uämlich  die  Hypotenuse 
eines  rechtwinkligen  Dreiecks,  dessen  Katheten  sein  Abstand  vom 
Fossponkte  and  der  Kogelradins  sind.  In  diesem  Sinne  ist  er  Axe 
der  KrQmmnngskngel ,  nnd  wir  kOnnen  Ihn  zweite  Krtlmmangs- 
aie  nennen. 

Alles  dies  ist  von  selbst  oder  ans  dem  Vorigen  klar.  Ob  aber 
die  2.  Krfimoiongsaxe  die  2  andern  Eigenschaften  mit  der  ersten 
gemein  hat,  d.  b.  ob  sie  einen  Coincidenzpankt  hat,  und  ob  derselbe 
der  Mittelpunkt  der  ronden  &  dehnung  ist,  bleibt  eine  zu  nuter- 
sachende  Frage. 

Die  vorstehende  Betrachtung  Iftast  sich  auf  die  ganze  Reihe  der 
oscnlirenden  runden  mdehnnngen  ausdehnen.  Im  Vorans  ist  be- 
kannt, dass  die  Verbindungsgeraden  der  snccessiven  Mittelpunkte 
Stucke  der  snccessiven  Ertünmnngsazes  sind,  nnd  dass  die  mte 
Krtkmmnngsaxe  die  Richtung  der  (m+^lten  Fnndamentalaze  hat 

Die  Bedingung,  unter  der  eine  beliebige  variirende  Gerade  iu 
nfacher  Mannigfaltigkeit 

wo  a  den  Richtnngscosinns  bezeichnet,  einen  Coincidenzpankt  i  hat, 
ist  8*  —  0,  wird  also  gebildet  durch  die  n  Gleicbnngen: 

0  —  da-|-a8u-t-uda 

nnd  nach  Elimination  von  u  nnd  3u: 

|a3a  8<>i|=:0 
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gSItig  für  alle  Combin&tioiieii  von  3  onter  den  n  Coordintten  «  nnd 
deo  iDgebOrigen  a. 

INe  (m  ~  2)tB  KrftmmaDgnxe  hat  die  Gleichnngen : 

«  —  «4-    ^   OM^h  +  Omn 

daher  lantet  die  obige  Bedingang: 

|a,a»'(«+"x<H|*)'I-  0 

Da  nnD  x'  =  a,  tmd  nach  T.  XL  S.  446  Gl.  (13) 

o*'  — ;'»o*4i— p*_io*_i  (39) 

ist,  so  ergibt  aich: 

la.  o.'  a,  +  "f  {«*?*'+(p*a*+i-f*-i''*-i)M  I  -  0 

oder  (mit  Beachtnng,  dass  pg  —  0,  ^^  »  0,  om+i  =  0  ist): 

|a«a— 1  o,+  i;  (!»(?»'— p»V*+l+p*-li"*-l)|  -   0 
Diese  Bedingnog  ist  erfltllt,  wenn 


?»*— I»*?*+i+p*-if*-i  — 


lO  fQr  A  =  i 
i  - 1  für  A  - 


Für  h  —  1  ist  in  der  Tat 

I)*?*+i-li    |a'  =  0;    |*_i  -0 

Ferner  ist  i^  ein  Punkt  auf  der  <A~2)tcn  KrümmaagBaie,  folglich 
mu«,  damit  iin  Coincideuzpunkt  der  (A  —  2)  ten  KrUnunangsaxe  sei, 

|».'-p»£*+l.o+J'»-»?»-i.O  =  für  A  -  2,  3,  .    .  -.  m  —  2      (40) 

sein.  Dieser  Bedingung  geuttgen  identisch  die  Werte  der  letzten 
Tabelle  von  S  3.  fOr  A  —  2,  3,  4.  Daher  haben  die  erste,  2te,  3te 
SiUmmnngsaxe  zu  Coiocidenzpankten  die  Mittelpunkte  der  oscnliren- 
deu  rnnden  (2,  3,  4)  debnongen.  Die  identische  Gültigkeit  der  Ke- 
lation  (40J  lir  jedes  k  zu  beweisen  ist  mir  nicht  gelungen.  Findet 
sie  statt,  so  dreht  sieb  im  Fortschritt  der  Cnrve  das  System  der 
KrQmmiiBgsaxen   momentan  nm  deren  Dnrchnittspnnkte.    Bewiesen 
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ist  vor  der  H«id,  dtSB  die  2  geoannten  Eigenschaften  der  ersten 
ErümmuDgsaxo  nicht  auf  diese  beschraokt  aiDd,  sondern  zonächst 
auch  in  4  nnd  &  fach  er  Mannigfaltigkeit  fflr  3  uDd  4  fache  Krflm- 
mnng  der  2ten  and  8ten  Emmmungsaxe  zakommen.  Darltber  binaas 
redocirt  sich  dann  die  Bediuguug  (40)  auf  ihre  Gattigkeit  far  Ifb, 
6,.   .   .«—2 

Mit  Ol.  (40)  ist  gleicbb«denteDd: 

^o*«*.'  — 0    {A-5,  6,  .    .    .».—2) 

Bemerkenswert  ist  femer,  dass  nach  Ol.  (39)  nnd  (40)  die  |jm  die- 
selho  Relation  za  erfttllen  haben  wie  die  o*. 
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XXI. 

Miscellen. 


Elae  rlnmltehe  Betntehtxnf  der  Dreleekspantte. 

In  jedem  Dreiecke  lassen  sich  die  HAbea  desselben  als  die 
kxonometriscbe  Projection  der  drei  in  einander  orthogonalen  Acbsen 
des  Baiimes  anfbasen. 

Es  erscheint  somit  Fig-  1.  das  Dreieck  <ty:  als  Sptiroodreieck 
DDd  sein  HOhanschnittpnnkt  A  als  die  axoDom.  Prqj.  des  Achaeu- 
nnpranges.  m  der  Hittelpnnkt  der  der  körperlichen  £ckQ  Axg» 
nmgescbriebenen  Kngel,  erscheint  als  Mittelpankt  des  dem  Spnren- 
dreiecke  umgeschriebenen  Kreises,  und  seine  Projectionen  sind  die 
Hittelpnnkte  der  Seiten  desselben. 

Die  Prqjecüonen  der  SeitensTmmetralpnnkte  sind  ft„  ft,,  ft,.  Die 
Pnakte  ^,  m,,  m,,  tn,,  fi,,  ft,,  fi„  m  sind  also  die  Ecken  eines 
Parallelepipedes,  dessen  umgeschriebene  Kngel  ihren  Hittelpnnkt  in  o 
dem  Mittelpunkte  des  Steiner'schen  Neunpunktkreises  hat,  mit  Be- 
rflcksichtigiing  der  elementar  geometrischea  AnSassang  des  ganzen 
Oehildes.  Die  meisten  Sfttze  dee  Paralielepipedes  kftnnen  also  ffir 
dieee  Pnnkt«  in  Anwendung  gebracht  werden.  So  folgt  z.  B.  daraas 
der  SaU: 

In  Jedem  Dreiecke  ist  die  Entfernung  des  Hittelpnnktes  des 
omgeschrtehenen  Kreises  Ton  einer  Seite  gleich  der  Hftlfte  des  zn 
dieser  Seite  gehörigen  oberen  Hahenabschnittes.  o,,  ot,  og  die  Proj. 
von  o  sind  Mittelpunkte  von  Kreisen,  die  darck  A  und  bezttglich 
m,,  rof,  ffl,  gehend  die^  Hohen  Ober  der  anliegenden  Seite  des 
Sporendreie^es  hAlften. 

s  der  Schwerpunkt  des  Sporendreieskes  tritt  als  Ecke  eines 
Paralielepipedes  anf,  das  durch  die  Terbindung  der  Seitendiagonal- 
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Bchnittpnnkte  des  NeanpnoktkreiBparallelepipedeB  mit  den  fibiigen 
Ecken  dieses  erhalten  wird.  Seine  Projectionen  «,,  «,,  ig  sind  die 
Schweipnnkte  der  Projectionsdroiecke  Axy,  Axs  and  Ay*.  m  liegt  «Iso 
auf  der  Diagonale  Am,  nnd  es  ist  bowoI  im  Baume  wie  in  derProj. 
Ao  —  om,     o*  —  Jörn,     mg  =  ^Am,     a.  B.  W. 

Conatmiren  wir  Fig.  2.  die  Punkte  e,,  i^,  c^,  die  bezQglich  der 
Proj.  Ebenen  symmetrisch  liegen,  also  Uittelpnnkte  von  Engeln 
sind,  die  anch  durch  die  Eckpunkte  der  Proj.  Dreiecke  gehen,  so 
erholten  wir  dorch  die  Verbindung  mit  dem  Punkte  m  eine  Polar- 
ecke zn  A  and  durch  die  gegenseitige  Terbindnng  ein  mit  an»  con- 
gruentes  Dreieck. 

Der  Hohen Bchnlttpuakt  und  der  Mittelpunkt  des  umgeschriebenen 
Kreises  eines  Dreieckes  sind  also  keine  so  weit  verwandten  Punkte, 
sondern  sie  sind  reciprok.  Die  beiden  sich  dnrchdriagenden  Vier- 
fl&chner  haben,  znr  Orundgestalt  ein  rechtwinkeliges  Parallelepiped 
(in  der  gegebenen  Belrachluug),  bilden  also  einen  sternfdrmigen 
Körper,  dessen  Einhüllende  ein  rhombisches  Prisma  ^«(■«sy0,cin 
ist.  Die  Kugel  um  m  durch  A  ist  gleich  der  Kngd  am  A  durch  m; 
nicht  nur  in  der  Proj.,  sondern  anch  im  Baume  ist  x  von  m,  e^,  c, 
«.  s.  w.  gleich  weit  entfernt,  und  das  Dreieck  >:,  me,  mit  der  Spitze 
X  ebenso  wie  die  analogen  Dreiecke  fordern  eine  Ergänzung  zn 
Rechtecken  und  Pyramiden,  die  durch  A  oder  m  zu  Oktaedern  ver- 
ToUstftndigt  werden. 

Ton  ganz  ausserordentlicher  Tragweite  ist  die  elementare  Be- 
trachtung mit  Bezugnahme  eines  Höhendreieckes  z.  B.  x^f,»i.  Die 
projicirten  Achsen  sind  Winkdhalbireude;  ihr  Schnittpunkt  der 
Mittelpunkt  des  eingeschriebenen  Kreises;  ihre  Schnitte  mit  den 
,  Seiten  des  Bpurendreieckes  Mittelpunkte  der  angeschriebenen  Kreite, 
deren  Badien  durch  die  Schnittpunkte  des  Höbendreiseites  mit  den 
Verbindungslinien  der  reciprolcen  Punkte  A  und  m  mit  «,  y,  a  be- 
stimmt sind.  Diese  Schnittpunkte  sind  zngleich  die  Bertthmngs- 
punkte  der  Kreise,  und  ihre  Entfernung  kann  nach  dem  Satze  von 
der  Grösse  der  Tangenten  an  2  Kreise  nnd  dem  Dreiecke  «is^si 
geprtlft  werden,  mx  mnss  z.  B.  senkrecht  sein  auf*,  y^,  well  den 
PÜalleliamns  der  Linien  zufolge  Wkl.  mey  =  Ae^e,  =  tCfCg  —  ^yA 
s=  Ax»  =  .    .    .ist 

Die  Unzabi  der  congmenten  Dreiecke,  der  gleichen  Winkel,  der 
BesÜmmangspunkte  von  KreiBperipherien  nnd  die  ausgezeichnete 
Harmonie  machen  das  Ganze  zn  einem  wunderbaren  Oebilde,  das 
in  seiner  Proj.  wie  im  Baume  ähnliche  Erscheinungen  zeigt. 

Diese  erreichen  eine  interessante  Höhe,  wenn  man  die  gegebene 
Betrachtung  nicht  bloss  for  ein  Dreieck  anwendet,  sondern  dieselbe 


;cbyGoO'^lc 


Mfllm.  111 

Betrachlnng  ancb  bei  Beinern  HSbendreiecIce  anafthrt.  Daan  er- 
■cheiDen  Winkel balbirende  als  HOben  ond  umgekehrt,  nad  die  Ter- 
einiguDg  löst  die  Aufgabe:  Man  coostraire  ein  Dreieck  ans  einer 
~Sei(«  z.  B.  ay,  einem  anliegenden  Winkel,  etva  Wkl.  vy«  und  der 
Somroe  der  Hdhe  aas  diesem  Winkel  nnd  ibrem  unteren  Abschnitt, 
also  *^  fA-\-  Affi ,  wodurch  die  Dreiteilung  des  Winkels  mit  Hilfe 
von  geraden  Linien  gelost  erscbeint.. 

Wird  der  Winkel  ZAT  durch  die  Gcvadeii  1  nnd  n  in  drei 
Teile  geteilt,  nnd  zeichnet  man  mit  einem  beliebigen  Radios  am  J 
dnen  Kreis,  so  wird    DB"  —  B'H, 

DH  ist  stets  senkracht  auf  //  und  trifft  die  Normale  anf  AX 
im  Punkte  B.  Der  Halbkreis  über  AB  als  Durchmesser  gebt  durch 
£*,  nnd  sein  Schnittpunkt  mit  dem  Strahle  AY  mit  B  verbunden, 
ergänzt  AB  und  AB'  zu  einem  Dreiecke,  dessen  HOhenschnittpnukt 

a  ist. 

D»  Wkl.  Z/— /i7— I7F,  ist  auch  arcJJE=  arcA'B' — 
wxc B'A'.  Ferner  ist  AB'=  BD..  Wir  kennen  also  vom  Dreiecke 
ABC  die  Seite  AB,  den  Winkel  ABC,  die  Summe  aus  der  Höbe  BB' 
and  dem  untern  HObenabschuitt. 

Graz.  Chladek  Franz, 

Techniker. 


Heber  ffeiriste  Glelehnufen  und  ConstAnten  der  ■•ehknisehen 
(tna4rfttnr  nnd  der  Meehantk  ebener  Firnren. 

Man  kann  die  reducirte  Pendellftnge  einer  ebenen  Figur  fftr 
eine  in  ihrer  Ebene  liegende  Anfhängungsacbse  «  —  >-p ,  wenn  die 
Breite  der  Figur  in  der  Entfernung  »  vom  Coordinntenanfong  f{x) 
ist,  ihrem  DUtthematischen  Ausdruck 

zufolge  als  Schwerpnnktsabstand  einer  neuen  Figur  von  der  Anf- 
bftDgnngsachse  ansehen,  deren  Breite  i,x—Xf)  f(*)  ist.  Hiernach 
Tersehvindet  ebenso  wie  das  statische  Moment  um  die  Schwerpunkts- 
aebse    «  ■■  >• 

auch  dos  integral: 
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wenn  cp  und  r,  die  Goordlnatea  einer  AofhäDgang*-  nnd  zogehOrigea 
SchwiDgnngfiachse  sind.  Ana  dieser  Gleicbang  ersieht  111411,  daes . 
die  beiden  Ueraden  «  —  n^  und  e  —  r.  Dicht  nar  unter  einander 
(Beversion spende!),  sondern  avch  mit  jeder  Geraden,  deren  Coordt- 
nate  x  die  Oleichang  /(z)  =  0  erfollt,  vertanscht  werden  können, 
welches  letztere  der  Vorhergehenden  Oleichnng  mfolge  anch  fllr  die 
Scfawerpnnktsachse    k  —  k,    gilt. 

Bind  sämtliche  Warzeln  der  Oleichnng  /(x) -» 0  reell,  so 
Terknflpft  sie  einerseits  mit  er,,  andererseits  mit  zwei  insamman- 
gehOrigen  x^  nnd  xq  dieselbe  Oleichnng,  welche  die  Abscissan  in 
einem  den  Grenzen  der  ebenen  Figur  entsprechenden  Intervall  er- 
fallen  mORsen,  damit  vermittelst  der  zngehOrigen  Fanctionswerte 
aber  dasselbe  mit  einer  um  einen  Grad  höheren  Genanigkeit  mecha- 
nisch qnadrirt  wird,  als  die  Zahl  derOrdinaten  erwarten  Iftsst;  eine 
Uebereinstimmnng,  welche  man  auch  onmittelbar  ans  dem  Genaolg- 
keitagrade  dieser  Quadratarformeln  ableiten  kann,  indem  man  eben 
mit  Hälfe  dieser  letzteren  die  zur  Bestimmang  des  statischen  nnd 
des  TrSgheitsm  Omenta  fuhrenden  Integrationen  erledigt. 

Berlin,  d.  26.  10.  92. 

Badolf  SkntHch. 
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Einige  Bemerkungen  über  die  Lam^'schen 
Functionen  zweiter  Art 


Ulrich  Bigler. 


Schon  der  Umstand,  dass  Heine  in  seinem  H&ndbache  der 
Eagelfanctionen,  Bd.  1,  Absatz  c  des  S  87<  die  Differentialgleichnng 
fftr  die  mit  S  and  C  bezeichneten  Engelf anctioncn  anruft,  beweist, 
dass  die  in  Gleichang  (58,  c)  mit  /  bezeichneten  Functionen  zweier 
Vari&beln  (u,  v)  (mittelbar  t,  t)  einer  Kngelfläclie  und  nicht  der 
Oberfläche  eines  Ellipsoides  angehören.  Die  Gleichangen  (58)  und 
(äS,  a)  werden  im  Terlitufe  gar  nicht  mehr  gebraucht,  sondern  der 
L*ser  bat  aio  dnrch  r  =  pcosÖ,  y  =  psinöcosv,  z  —  psinSsin^, 
verbanden  mit  dem  System  (58,  b)  zu  ersetzen.  Die  drei  Flächen, 
welche  Herrn  Heine  einen  Pnnkt  des  Raumes  bestimmen,  sind  dnrch 
die  drei  Gleichnngen 


..+,.+..  =  ,.;    ^.+  _?^._ 


i-0 


tKtÜinmt  Eine  Schaar  concen  Irisch  er  Engeln  wird  von  zwei  Schaaren 
confocaler  Eegel  geschnitten.  Nur  nnler^dieser  Bediogung  geht  aas 
dtr  Gleichung  Qir=^  0  ( Differential parameter  2.  Ordnung)  die  Glei- 
clinng  (58,  c)  herror,  indem  man  entweder 

r—    £  p"/;,  oder    r=   2  p-«-'./» 

*«k- 1.  MUh.  B.  PkjB.    2.  Rtfha.  T.  XIL  8 
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setzt,  jenachdem  das  Poteotial  K  sich  auf  einen  innerhslb  der  mit 
AfaBSG  belegten  Kagelfläche  befindlichen  Punkt  oder  aaf  einen  aasserD 
Punkt  bezieht.  Wenn  aber  eine  dreiaxige  Kllipsoidfläche  mitUaaee 
belegt  ist,    so   soll  nach  Lamö   das   Potential  V  for   einen  innern 

Pankt  dnrcb   ein  Aggregat  von  Producten   wie   £(f )  .  Elfi) ,  E (v) 

und    fQr  einen  äussern  Punkt  durch  ein  Aggregat  Ton  Frodactcn 

wie  ^(e)  .  £(fi)  .  £(r)   dargestellt  werden,    wo   F  eine    Fancüon 

zweiter  Art  ist.  Bei  dem  System  von  Flächen,  das  Heine  hier  im 
ersten  Bande  zo  Grande  gelegt  hat,   hat  er  unr  den  Gegensatz  von 

p"  nnii  -;^j,  und  man  begreift  nicht,   wie   er   von  der  Vorstellung 

einer  Potentialfunction  F  aus  zu  den  Lam^'acbeo  Fanctionen  zweiter 
Art  gelangt  In  Bd.  II  hat  Heine  aber  Potentialfanctionen ,  denen 
ein  allgemeines  System  confocaler  Flächen  za  Grnnde  liegt. 

lu  §.  101.,  Bd.  I,  versucht  Heine,  der  Lam^'achen  Function 
2.  Art  eine  andere  Darstellung  za  gebon,  die  sich  von  F{x)  nur 
dnrcb  einen  constauteu  Factor  unterscheidet,  gibt  sich  aber  keine 
Muhe,  denselben  zu  berechnen.  Er  tut  Unrecht,  diese  Con- 
stante  eine  numerische  zu  nennen,  da  sie  doch  bei  ihm  eine  alge- 
braische Function  von  b*  and  c'  ist.  Ich  habe  mich  nun  daran 
gemacht,  diese  Constante  zu  bestimmen  und  erlaube  mir,  meine 
Resultate  hier  zu  veröffentlichen. 

Ich  erklare  ausdrücklich,  dass  ich  als  erste  Flächenschaar  nicht 
concentrische  Kugeln,  sondern  confocale  EUipsoide  vorausetze.  Die 
Halbaienqnadrate  eines  solchen  seien  x  —  a,  a  —  b,  x  —  c,  wo  o  <  ö 
^  c  <  «.  Die  Lamt'sche  Fnnctinn  erster  Art  ist  /*(«)  —  {x—a)". 
(T_j),J(«,-c)rX  QW,  [wo  Q(i)  =  a;'-d,ai-i  +  rf,i-a— <^«-i 
+  .  .  .+(— l)'d,  eine  ganze  Function  »ten  Grades  von  x,  und 
durch  keines  der  drei  Halbasenquadrate  teilbar  ist],  welche,  wenn 

gesetzt  wird,  der  Bedingung,  dass 


eine  ganze  Function  von  z  sei,  genügt.  Es  werde  noch  beige- 
fttgt,  dass  jede  der  drei  Zahlen  2(i,  iß,  iy  entweder  null  oder  eine 
ganze  positive  Zahl  sein  soll,  damit 
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<Ii«   Lmm/'4ditn  .Ffanclioiun  tvrtiltr  Art. 


Es  ei^bt  sich  daim,  da»8 

1       3'Pfa) 


^  =  n(n  +  l).  +  E, 


Pix)- 
E=(4n-2)(a,^m,+ßb+yü)~n*ia-i-b+c) 

die  Exponeoten  a,  ß,  y  sind  keiner  aadern  Werte,  ala  0  and  |  föhig. 
Der  Coefficieot  dx  in  der  Fanct.  Q  erscheint  all  ganze  Function 
Itea  Grades  von  d^  mit  reellen  Coefficienten;  cf,  ist  Warzel  einer 
Gleichung  (e-|-l)ten  Grodos,  die  lantor  roolle  und  versctiiedene 
"Wurzeln  hat;  jeder  Wurzel  d^  entspricht  ein  Polinom  Q{x).  Die 
Gleichung  Q(x)  —  0  hat  nur  reelle  und  nngleicbe  Wurzeln ,  die 
für  jeden  andern  Wert  ii  anf  andere  Weise  in  die  zwei  Interralle 
o<«!<6,  6^«<c  verteilt  sind. 

Es  sei  nun  T{x)  ein  zweites  Integral  derselben  Differentialgl., 
velcher  F{x)  genügt,  das  sich  Ton  diesem  nicht  nur  durch  einen 
Gonslanten  Factor  unterscheidet.  Dann  ergibt  sich  durch  Subtraction 
beider  Differentialgleichungen,  derjenigen  fQr  T  nud  deijenigen  für 
P,  die  Gleichung 

1  

'  Fdt* 


*»'W' 


fe(-p)  • 


■iin{m~a)   X  P*' 


Heine  verlangt  nun,  dass  in  der  Entwicklung  von  T  nach  fallenden 
Potenzen  von  z  der  Coefficient  der  hfichsten  Potenz  von  ic  gleich  1 
sei.    Denkt  man  sich  x  sehr  gross,  so  ist 


P=: 

i       1 

.,-.; 

I 

i»-^-i 

aynd- 

-«)  XJ" 

folglich 

T 

P~ 

.— ■ 

1.;    r-- 

-S^'-ix. 

-■Ii("+i) 

•ISO 

Ell  ist  iomit 

CODlt. 

=  -(2»+l) 
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i  (T(x)\ 2»+l 

.  3«  \ Aa;)/  °       2  yn  (i  —  a)  X  -P*{i) 


Itr)  =  (2n  +  l)  .  F(x)  y*; 


Heine  bchanptet  nan  in  seiDCm  Lehrbuch  der  Kogelfanctionen  Bd.  I, 
Seite  386,  mit  Recht,  dass  diese  Lam^'sche  Fanction  iweiter  Art 
elliptische  Integrale  nar  der  ersten  und  zweiten,  nicht  aber  der 
dritten  Gattaiiit  enthalte,  weist  aber  diese  Behaoptnug  nur  für  die 
Exponentcngruppe  (o,  ß,  y)  =  (0,  0,  0)  nach  nnd  stellt  auch  hier 
nnfertige  Ausdrucke  auf.  Ich  will  nun  diesen  Satz  ohne  jegliche 
Beschränkung  nacliweisen,  und  zwar  erstens  dadurch,  dass  ich  zeige, 
dass  in  T  keine  logarith mischen  Unstetigkeiten  vorhanden  sind  und 
zweitens  will  ich  T  wirklich  fOr  allo  Exponentengruppen  in  ellip- 
tische Integrale  umsetzen. 

Es  ist: 

also 


n^)  ^  V2n-\-l)  .  Pi^) 


J  -in 


a)ü-+'i.a'(i,- 


Die  Pole  dieses  Integrals  liegen  in  i  ^  o,  b,  r,  r,,  a-i, .  .  .  ^r, 
wenn  die  x  die  Wurzeln  der  Gleichung  Q{x)  —  0  sind.  In  der 
N&he  von  a  setze  man    *  '—  a-|-u',  dann  ist 


-  ~  const.  - 


Ist  nun    K  —  0,    so  kommen  nnr  die  Integrale     /   rfu,       /  u'd«, 
/  «*Ju  und  so  fort  vor;  ist  aber    «  =  J,  so  bat  man   /  -j,  /du, 


.  B.  f ;  es  ist  also  i 
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möglich.  Achnlich  verhält  sich  das  lategral  in  der  Nähe  der  beiden 
sodera  Pole  b  nnd  c.  Im  Bereiche  einer  Wurzel  x,  der  Gleichung 
y(z)  =  0  BCtze  mau  «  —  icj  +  t",  nnd  entwickle  nur  zweigliedrig. 
Bann  ist 

L_  ■_i._(', ,  .«"  „,      r^  ___!_„  9:  l 

Qä       U.'*  «)*  V  ^  *  Q.  ■  «--l-  ■    ■    ■  ^  «'*«!*        Q''  •    w 

+  const.  m  +  .    .    .  . 
Ferner  ist 

«omit 


Nun  ist  bekanntlich 

also  für    X  —  Xj    erhält  man 

Wendet  man  diese  Relation  oben  an,  bo  folgt 
l  1 


.  (- j+ consL  +  const.  u"  +  .    .   .   ) 

nnd  mau  erkennt,  dass  nur  Intcgralo  wie  /  >  1  /  ''"'•  j  k  dw 
etc.  vorkommen.  Es  ist  also  auch  hier  nur  die  rationale  Unstetig- 
kcit  __  vorhauden  und  ähnlich  verhält  sich  das  Integral  in  der 
Nähe  der  andern  Wurzeln.  Das  Integral  T  enthält  also  nnr  ratio- 
nale U n Stetigkeit c  11 ,  wodurch  der  Ausachluss  clliiitischer  Integrale 
3.  Art  schon  klar  gelegt  wird. 

Ifan  soll  aber  T  wirklich  in  elliptische  Integrale  umgesetzt  wer- 
den.   Wenn  der  Kärze  wegen 
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gesetzt  wird,  80  ist 

DOd  man  hatQ*(>)  in  Partialbrttche  za  zerlegen.  Wenn  i  — z,4~A< 
h  setir  ktsiii,  so  werde  ich  während  der  Rechniing  das  Argament  «i 
der  Fanctioneu  Q\  Q", .   .   .    uiclit  schreiben.    Da 


Q(«i+A) 

-Q'.ft. 

+iQr.h» 

BO  ist 

1 

M^- 

wo 

Q" 

.r*"+' 

■  Tu"  *~    f 

Q'       ' 

alHO  aligemeiii 

WO  das  Sammenzeiehen   S  sich  aaf  alle  Wurzeln   x^,  x„  .   .   .  ,  xw 
erstreckt.    Setzt  man 

so  ist 

^-^^ — r,  ans  dem  Ansdrncke  fflr  L,  weg  za  bringen. 


Wenn  man  ionerbatb  der  Klammer  alles  nach  Potenien  von  *  — «, 
ordnet,  statt  a,  b,  c  dio  Elemente  wi  — <•,  *i— *,  "^j  — «  gebrancht 
und  beachtet,  dass 
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dit  Lam^ichtn  l'unelionm  latiltr  Art. 

g(.-.)':.--_     f     n(,,-a) 


-22((i+C)(.,-o)+J(l-lia)(>-.,)] 


-   Hm.    ri    n(.-a)':.- 


+y  p(*-^''(--<.)-2.stf+rt(»,  -»))  j.] 


^a  ist  der  Werte  0,  ^,  f,  1  föhig.    Im  ersten  Falle  wird  der  Fauc- 
tionBDntorschied  grosa  wie  —  .W'<  ond  das  Integral  wie 


A 


/*  i»-'l.d«-Ä'[i 


Man  kann  also  nicht  anmittelbar  K  —  <c  setzen,  sondern  es  nrass 
vorher  eine  (die  Symmetrie)  Ansgleichnng  zwiscben  dem  Fanctions- 
nnterschicde  nnd  dem  Integrale  Slatt  finden.  In  den  übrigen  FUllen 
dagegen  hat  man  sogleich 


■\-f  v^—4~i'-'*)~^^^^-\'y)^'^-'''^)^ 


Im  Falle  (0,  0,  0}  iat 

Li  =     lim.      r|      yff(»-°)l 


Dm  die  ünstetiglieiten  an    der  obern  Grenze  aofznheben,  schreibe 
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1    Vi^a      ~~Tir^~( 


Der  FonctionBanterscbied  wird 


und  UDter  dem  IntegrationszeicUcD  wird  der  ciD geklammerte  Aus- 
druck gleich 

wo 
und 

Der  eingeklammerte  Ansdrack  iat  also 


==-(»■ 


Vi^ 


ync-a)         '■„_.,.i.y,- 

Endlich  ist 


2    J    (,-„)..  Vx— 


wo  JV  —  00  za  setEen  ist.  la  keiüem  Falle  korameu  logarithmi- 
ache  Unatetigkeiteo  tot.  Alle  iDtegratioueD,  die  mau  zn  vollziehen 
hat,  fuhren  nor  auf  elliptische  Integrale  erster  uad  zweiter  Art, 
leb  habe  mich  gewöhnt,  beim  sweischaligen  Hyperboloid,  wo  x 
zwischen  a  und  b  bin  und  her  geht, 


;cbyGoO'^lc 


dit  Lam'tchtn   /'uncfiontn  iwiiltr  Art, 


zn  setzen,  so  dass 


wird.  Beim  Ellipsoid  JBt  aber  «  — o>-c~o,  folglich  jt*S*u>-l. 
Man  ksDn  sich  also  das  Argoment  u  zwlschea  K+L  und  L  befind- 
lich denken  und    u^L — w    setzen, 


no  u-  positiv  ist.    Die  Ualbaien  des  Ellipsoides  sind  dann 


yx  —  e  =  Vc—a  .  ^ 

^  J  y'n(»-a)    y.-o' 

vV       


x,  —  aVix  —  b)(x  —  e)    .  1 

folglich 

1 


7J(«,  — a)QV,) 

fi,  —  o       yV^  *)  (a  —  i)  .  1         / 


■Weil 
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2n  +  l  p  Ve—a 


) 
1  rsic;ctoDw    ^        ^  ^  1 


Was  die  Übrigen  7  Fälle  betrifft,  so  kann  eine  Unttotigkeit  der 
in  Li  vorkommen  den  Integrale  nor  in  ■  ■*  a,  b,  e  geincht  «erden. 
In  I  =  e  t.  B.    Bind   wegen  des  Factors  p  nnr  die  Unstet! gkeiteu 


Bei  der  zweiten  denko  man  sich 

.-.+.■ 

gesetzt;  dann  ist  alles  andere,  womit  r  ,^^>{~  nnttiplicirt  ist,  nach 
1,  u',  u*, .   .   .    ontwickelbar; 


ei  kommen  also  nur  die  Integrale  /  ~t.     f  du,    I  u*da,  ..   . 
vor,  nnd  folglich  ist  nnr  die   rationale  Unstetigkeit  -7=  möglieb 
Ich  will  nno  die  andern  7  Fftlle  der  Reihe  nach  durchgehen. 

I)    («.  p,  y)  -  (i,  i,  i) 
In  diesem  Falle  ist 
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+/'(-6(.  -..)  -4i(.,  -  a))53,(^ 

die  Klsrnmcr  unter  dem  lategrationizeicben  kann  durch 

_5(.-a)-7^,+4{6+c)-a 
ersetzt  werden.    Dann  iat 

(*— •,)V'n(«;— o)        J    («  — *>(•  — «)■    2y/7(«-«) 

Das  erste  Integral  igt  p^—r^  .  /  ^jr — gt-rf«;  weil 
0 

i«S»-,  D*—C* 
SO  ist 

CD»  ~  C*       ^  ~  C"  ~  fc*  l^D'       / 

«od  also 

^-.=^-;+.— (-+Ä(-f)) 

felglich 


2yn(.-.)~(«-«)'i-'  fc 
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■o  hat  maa  nur  noch  mit 
20  mQU)plidren74ii]] 

"''C*^.  =-''■  ^?- ''«■- i +'■  +  '•!.«■ 
,.    l'S'       l' 

-  ("(l+J'J-Zd-i'  +  iijD" 
ZU  fiDdcn.    Also  ist 


./    n(.-a)' 


2-v'»(._«) 


und  somit 


11)    («,  |I,  !■)  -  (1,  0,  0) 
In  diesem  Faile  ist 


(x-«,)T(»-o) 

+y(-('-',)  +  2(»+«)-4',)  — 


a)y"n(. 
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dit  Lanfieknt  Fwittüntn  aaeittr  Art, 
Wird  die  Kiammer  »Dter  dem  Integrationszeiclien  dnrcli 

ersetzt,  so  findet  man 


J  (=-.)yn(.-^~(«-")--7  ^" 


.)yn(— a) 
«  u 

""(c  — a)'i  •  ii("  — £ain«) 
ao  bat  man 

'    (.-.,)y(i-=)    2y(.-.)" 

,    2(t+.)-a-3»,  1   ,        ^        , 


'~(.-r,)y(«-w    V  yi7(.-i) 
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«  0 

-(,-.)-i.,.'y  TAT''» 

0 


nnd 


1     /■ ''• 


nod  demnacli 


+"-tl:;,7^--  ^[-^+-.«^-5 


IV)    (.,  t,  ).)  -  (0,  0,  i) 
Unter  dieser  Annahme  ist  nnn 


y(.-a)(x-t)  _       /•       * 

+(2(.+s)-«-&.,)iy  ^ 


(.-.)yn(.-a) 


♦y  (.-,)yn5^'5~('-'")'"^  <^ 
>  0 

Da.tizecbyGoO'^lc 


die  Lamftditn  Funedont»  meiisr  Art. 

0 
1  1    f8a>  .Du>        ^  \ 


folglich 


V)    c«,  (),  ,)  -  (1,  J,  0) 

Setzt  man  diese  Werte  von  «,  fi,  y  in  £,  eio,   so  erhält  man 
B  demselben  folgenden  Ausdruck: 


H-rt-Sb— J)  +  2o— S+o— 5«,) '*'     ,  _ 

V   '      '       '^  ^         "i!C"-«)(.-«yT!5=«) 

(.-.,) y(.-.)(«-J)     V  (.-.)>'n(._a) 

OD 

+(2o-64^c  — 5*,)   /  '^    , 

Nun  ist  aber  nach  froherem 

Bod  bnier  Ut 


DflitizecbyGoO'^lc 
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weil  nun  aber 


■0  ist  anch 


(4  (zSi -'''■+'' "■") 


(.-a)(.-l)ya(=-a) 


I 

1 

lomit 

•  /'i«  ■ ' 

■    2a-b+e  -5ri        1 

VI)    («,  (I,  r)  =  (1.  0.  1) 
la  diesem  Falle  ist 

Vi.'-» ■  r  '^       „ 


•'J    2(.-a)(.-,)yi2(,-a) 


U  (.-.)(. -.)yn(r^aj"(«-«)'i'J  c%  " 

IT  U 

Da.tizecbyGoO'^lc 


der  Z^mr^mAoi   /Vncfwnoi  zmtiUr  Art.  \2S 


1  1     „ 


SO  ist 


+  = 


TU)    (.,  ft  ,)  =  (0,  1,  J). 
Uan  erliSlt  sogleich 


'        (ir-r,)VCa:~6)(»-c)  ./    (,  -  c)  yi7(z-a) 

CD 

+(a-6+2c— 5*,)4    /"- "^    ,_- 


Ndd  ist  Dach  froherem 


/di  1  i    /Sie  .  Du>  \ 

d 

1  r'^       «^ _! J_  G 

f 

DaitizecbyGoC^lc 


■omit 

Anh.  1.  M*tb.  ■.  rhn.    a.  Btiha.  T.  XIL 


130  Biglir:  Emige  Drmtrkangen  über 

r    —  "/j^E")  -  _  3  »    rSuy.Dv,  _^\ 

HeiDO  gibt  in  seiDem  mehr  erwähnten  Lehrbnche  der  Eogcl- 
fuDctiouen  Bd.  2,  %.  100  nicht  darchweg  fertig  gerüchnote  Werte 
für  T(.x)  für  die  Fälle  n  =  0  und  «  —  1  an.  Weil  ich  später 
die  an Bgcre ebneten  Werte  von  T(x)  für  n  —  0,  1,  2,  3  nötig  liabe, 
Bo  will  ich  schon  hier  die  Bechnnng  durchfahren  und  gehe  dabei 
von  der  Formel 

ans,  wo 

r(*)  _  I7(«-a)'  X  QW,    QW  =<^•-d,Jt--l+<i,^-^+ 
und  2{«+,»+r+B)=« 


I.     n  —  0,  also  t>  —  0,  (a,  ß,  y)  =  (0,  0,  0). 

In   diesem   Falle  ist    P{x)  —  1     und  die  Formel  fllr  T{*)  gibt 
sogleich 


r,-)-/; 


II.    i>  ~  1,    also    t>  —  0. 

1)    («,  ß,  y)  -  (4,  0,  0). 

Setzt  man  diese  Werte  in  die  AusdrQko  für  P^a)  and  ^(x)  ein, 
ein,  80  erhält  man 

und 

3-w  -  3  y;=5  f- 1 

J    2(.-a)yn(.-«) 


^GbyGoo^^lc 


I 


fAa  Lamt'tchta  F^nclionin  tictiltr  Art. 

2)  f«,  ß,  y)  -  (0,  i,  0). 
Man  findet 

nDd 

V  2i.-i.)yn(.-o) 

3         ij(w)      /"S^       _      3  1 

(„-»)■  s(,.)  ■./  c ■'"-(._<■)■  ?>■ 

0 

•  [g^^  (-'•"+£>»»)- '-cm] 

3)  («,  ß.  r)  -  (0, 0,  i). 

In  diesem  Falle  ist 

P(.)  -  Vii:^)  -  Vcl^  X  J^ 
UDd 


3         CJ»)       /^S>W 


=  |7=7)-  ?r"' -FW  •"■■""] 

III.    »  —  2,  also  V  entweder  0  oder  \. 

1)    («,  ?,  r)  -  (0,  0,  0),  v  =  l. 
Ea  ist  nun 

iro  d  TennSge  der  Relation 

(i+l){2n-2A  — Drfj+i  —  [(2™— l)t^-21(n-i)  -  J" 
+4i.  ■£(<.,.)]dl+(t.-l+l)[(2t.-2i+l)x 

darch  die  quadratische  Gloichuug 


.,'Goo'^lc 


132  Bigltr:  Einigt  Btmsrkungtn  ährr 

3<i»—  2  Xo  X  (*+  ■£*«  —  0 

oder 

bestimmt  wird.  Die  letztere  Fonnel  offoDbart  sogleich,  dass  die 
bcidon  Wurzeln  d  nui  dj  znischen  a  und  c  liegen  maasen.  Ich 
setze  DUQ 

,!-.  =  (.-.). i      i-J_(,-a).g|, 
nnd  die  QleichuDg  für  d  gibt 

UDd  weil  ä'(£)  —  0  das  ÜDStatthftfto  d=~<K  verlangen  wttrde ,  so 
hat  man 

Diese  Qleichnng  fuhrt  anf 

p«_  l-i«4-fc* 

e  8oi  positiv  verstanden.  Zu  c,  —  ^  geboren  rcgp.  <  und  t' ;  man 
kann 

■  Zwilchen  — L  und  K-'L 

i'  zwischen  J£  nnd  K—L  annehmen.  Ans  diesen  Gleichnngen  er- 
gibt «ich,  dass 

S(*)  .  5(«')  -  5^,       C(*)  .  C(£')  =  -{,    Ö(»)  ■  J9(«')  -  il 
Nno  ist 

nnd 


;cbyGoO'^lc 


^M  Lamftchtn  Ftniclimten  taater  Art.  ]33 

i'w  -  hix—d)  r ^,... 

V    2(»-d)«l/fl(.-a) 

0 
Setzt  man 

so  ist 

3  /S{u)  .  g(u)  ■  J)(u)\  _       3  /S»  .  Q.  -  D*y 
^\  P  J~^fp\~     P  } 

■"      P  p  p' 

and  weit 

Bo  findet  man 

VcrmOgc  der  Gleictaaag  fOr  S*(t)  wird  aber  der  CoeWcient  vod 
-  ZD  null  gemacht,  wodurch  die  elliptischen  Integrale  dritter  Art 
w^allen.    Hau  hat  daher 


nnd  eine  gleiche  Formel  mit  i'. 

2)    (.,  ft  r)=(0,  i,  i), --0. 
£b  ist 

C(w)  .  PC«) 


P(x)  -  -/{«-iXx-c)  -  (e-a)  . 


ind 


•(«) 


DflitizecbyGoO'^lc 
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Da  ich  dieses  Integral   scilon  auf  Seite  129  ansgewertet  habe,    so 
IctDD  der  Wert  uomittelbar  hingesetzt  werden  und  man  bokommt 


3)    (",  ft  V)  -  (},  0,  1),  • 


Man  findet 


,C(.) 


nnd 

-(»-.)■!.    s'wy  cm"" 

0 
alao  nach  Seite  129  ist  lomit 

In  diesem  Falle  ist 


P(.)  =  V(x-o)(.-i)-(c-a). 


Da.tizecbyGoO'^lc 


dit  Lamt'ach*n  Fancliontn  iietUrr  Arl. 


TU)  —  bytx—a)  (i-21    /    '  ■;.-      --.^ 

^'      "^^     ''    'J  ^^-d)^^-c)V^^,-a) 

0 
also  Dach  Seile  128  findet  man 

y,,,  _  _5 _L  r_  ei!') 


IV.    »  -  3.  i.  —  1. 
1)    K  (!,  r)-(i,  6,  0);.-l. 
In  diesem  Falle  Ut 
P(x)  =  lx-i)yi^l, 

=(—'■•■  ^•?^:(|-:-H 

und  d  vfird  durch  die  Gleichung 

d  —  a^d-b^d  —  a 
bestimmt.    Weun 

gesetzt  wird,  ao  gonOgt  £*(()  der  Gleichaog 

oder  aach 

3fc'S*(t)— 4(l+i»)S*(5)  +  5  -  0  ■ 

Diese  Oleichuag  führt  anf 


DflitizecbyGoO'^lc 
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wo  t  pofiitiT  TerBtaDden  wird,  und  mau  hat 

und  obento 


folglich 


und  ebGDSo  wild 


*   '  '  J     2(!-d)"(.- 


i)yi7(.-«) 


Um  dieses  iDtegral  zn  bestimnieD,  setze  ich  wieder 
dano  ist  nach  Seite   133 


DflitizecbyGoO'^lc 


du  I/omi'irluit  Suneliontn  z 

P 
ferner  »t 

(S^.)-S>(.))'  -  S5K0+P  +  3  ^-  +  -,- 

Wird  diese  letzte  Gleichong  mit  2C(t)D*{c)  a od  die  vorhergehende 
mit  &(t)  mnltip].,  so  gibt  ihre  Summe 


-  6S»{0  C*(.) DHt)  +  (2(C»{f) D»(t)  +  fc» S*(.))P 

+  ^(6C»(t)D«(i)-l+2(l+t»)S'(*)-3t»S*(.)) 

wo  aber  TermOge  der  RelatiOD 

3i»Ä«(«)  -4(l+i<)S»(s)+5  =0 
auch 

6C*(t)i>*(E)  — 1+2(1+*»)  6-»(i)-3i«S*(0  -0 

ist,  «odorcfa  die  Integrale  dritter  Art  wegfallen.    Es  ist  somit 


7.,,1_ ! ^L^ ik'&lt)    - 


+  ^''ffl,^'"'  «3 -  «1+  '■) «"«E«»  —  (3  -  (2  +  4")'>'(')  «•)] 

I 
nnd  eioe  ftbolicbe  Formel  erhftlt  man  fttr  f'. 


2)   C".  P,  r)  -  (0, 1,  0), . 

Es  ilt 


i'(.)  =  (.-d)yx-i 


oder 


Die  Conitante  d  wird  in  diesem  Falle  dnrch  die  quadratische  Glei- 
diang 


bi  +  rl-s  +  si;-« 

DflitizecbyGoO'^lc 


bcBtimmt.    Fahrt  man  hier  die  elliptischoD  Fntictioaen  cid,  so  t 
hält  man  fUr  S*(e)  dio  Glcichuag 

oder 

5  — a{2+A'')S'(0+i'ä*(0  =  U 
Dicso  Gleichung  führt  aaf 

ff»  — 4-fc'+*S 
wo  0  positiv  verstanden  wird,  und  mau  hat 


fflr  {'  hat  man  im  Formeln 

S(.')  -  i  .  ys+t'-t  i     <?(■■)  =  J  .  V2^>  ; 

j5(.)-iyi+i'-«i 


■l-  Vs+f 


aus  diesen  Formeln  folgt,  dass 

V5  i 

Für  die  Lam^'scbo  Fnnction   r(i)   erhält  man  in  diefiem  Falle  den 
Aosdrack 


;cbyG00'^lc 


rf«  T^mfichtn    FttttclientH   aetittr  Art  139 

Um  dieses  iDtogral  ansKowcrtcn,  setze  man  wie  früher 

dann  ist 
3  '/S(u).CKf).D(u)\  _  l-2(l+f)S*ft>+3A*3*(0 

and  woil 

S^t)        _1   j 1  1^ 

_L  sKt)(i+2n*(t))    1     s«^)    1 

-•"  Z)*(0  ■  p"''D»(t)"   P» 

so  bat  man 

1_ 


Ersetzt  mau  hier   ^t~.  durch  D*(u)—k*^  (   ' gu  ")  '""'  "'*'"'**'' 

dio  RelatioD 

5  — 2(24-jt»)+jfc»5'(f)  -  0 

mehrfach  an,  so  erhUt  mao 

-  ^  (3  -2S'(i))+^,(7-5fc'  -2(3-f -t')S*(i))  D(«) 

C*{t)    S_  fS».  Cv.\ 
^    P      du\     Du     J 

und  somit  ist 

SHD  D(.-) 


■  2(c  -o)»i»i'  ■    C*{t)  .  D*(tj  ■    5'(rc) 
1«T  .  Oo  .  Die 


PflitizecbyGoO'^lc 
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3)    («,  f,  )■)  =  (0,  0,  4),  .  -  1. 
Id  dieaem  Fa]Io  iEt 

fahrt   man  hier  die  elliptischen  Fanctioncn  ein,  80  erhält  maa 


C(»l 


PW  =  („-.)      g,.,'^,„,(S-(.)-SV)) 


für  dio  CoDslante  d  hat  man  io  dieEom  Fallo  dio  quadratische  Glci- 

chDIIg 

1.1,3 
die  DtlD  fdr  S\t)  folgeode  Relation  liefert: 

'  +  CiS)  +  Ö'W  ~  ° 
oder  auch 

5— 2(1  +  21')  ä'W  +  ü'S'W  -  0 
Setzt  man  hier 

p»=l— i»4-4i* 

und  versteht  p  positiv,  so  folgt 

S(.)  -  1  .   Vr+2i'+,;      0(fl  -  j  .   yi+4'+fi 

B(.)  -  1-  y2i>+?; 


.   Vl  +  i'-f. 


S(.')  -  j  .   V'l  +  2i'-t;     C(.')  -  j  .   VT+SiZr,; 
D(<')  =  .V2««-t; 

rj-75.   yi+5«+-,i   ji,j :^.   VI+i5+i, 

Da.tizecbyGoO'^lc 


di't  •Lamt'iehm  f^aetlonen  tunitir  Art.  J41 

VB  l 

SU).  Sit') -~;    OfO-ae') J-V3; 

2>(.).  !>(.') il 

Nas  Boll  die  I^m6'Bche  Fanction  zweiter  Art  dargeitellt  werden 

Es  ist 

.<„  -  ^(— ')V.-^'i/,_..)-(.4yn(.-,) 

_7_    a^.).c(..)  /        «■(») ■  ■<■■ 

(.-.)•■      SK»)     '^W-^'"»,/  C(»).(s'w-s>(.))' 

0 
Weil  nach  froherem 

du\         p  }  ^  p 

s'2(i).c(,).m') 

und  da 

«•M ,  .  !__ 

C\u) .  (««(rt-SV))  -         ^  6«(,)  .  C>(») 


so  erhalt  man 


8   /Su  .  C^  .  ött\ 


=  iV .  s-w  -  2C(.) .  D-co+a  ^j 

+  ^'(5   -2(l  +  2i')S>(,)+i's'(,)) 

"■^  C5(i)  '*'"''  ji.  C^  q^)  +''  ~  ■"''''  »'«el"'.   ■«  kann  man 
diesom  Ansdrncke  mit  Httlfo  der  Relation 

6  -2(l  +  2i«)S»(f)+fc*S*(0  —  0 
anch  folgende  Form  ([eben: 

-  D>(.)  B^.)  (4  -  «»(O)  +  Pia  (6  -  W" -2(1  +  f  -  afM')) .  o"W 


^cbyGoo'^lc 
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Schlieulich  wird 

2.,,,  = l __SV.)._      CM_ 

+  «>D>(.)S«(.)(4-ä>(.))„+(5-7y-2(l  +  l-<-M<)S'(,))£«in» 


4)    («,  ß.  y)  =  (S,  1,  1),  «  -  1^ 
Man  bat  sogleich 

q»)  -  !)<■») 

SS(..) 


/•(«)  -  >'(x-»)(.-iK'-«)  =  («-«) 


7        q»)  ■  P(<») 


'+")-"(- 'J^)-..- 


Ndh  ist 
folglich 


Dio  Lame'sche  Function  zweiter  Art  aoll  eiue  andere  Daratellang 
erlialten,  die  sich  von  Ti^)  nnr  durcli  einen  coostanteu  Factor 
luteracbetdet. 

Eb  sei 

PW-n  (.-»)'      rt.) 
dann  ist 

2«-'/. 

/■W-n(.-«)  <iw 


Da.tizecbyGoO'^lc 


die   Levatsehtn   Fvndiontu  zimiler  Art.  I43 

DDd  wird  in  der  Nähe  von  '  —  a,  wcdu  a  =  0,  groBS  von  der  Ord- 
nung -j^=^;  wenn  «  —  i,  klein  wie  Vie—a;   ahnlich    wio   bei   b 

yx—a 
nnd  c.    Daher  convergiren  die  zwei  Integrale 


ff{x)dx,     f  fi^)tix 


Nan  loll  die  Djfferentialgleicbang  für  P{x)  in  eine  solche  für  /(x) 
verwandelt  werden.    Bekanntlich  genUgt  i'(sr)  der  Gleichnng: 


Op,  (erster  Torrn) 

Der  zweite  Term  des  AosdracbeB  für  st-  sei  M .  f{x).    Um  Op.  M 
zu  finden,  Bclireibe  man 

Jf-(l-l!.)(«-.)-(r.-i)'-|l(.-t)'-/ 
+(l-2fl(i-a)'-(.-i)-/'(.-.)l-» 
+  (l-2,)(.-.)'-(a-i)>-l'(.-.)^ 

TolisUndig  hin.  In  Op.  J/bckoramt  (se— a)-'(a:~6){z~c)  den  ("oeff. 

-Jo«-2«)  =  0 
X — a  den  CoeS. 

Hi-ißKi-it+Hi-itW-ß)  -1'  W+fi+ißr 

Well 

-i(C+y)  =  -2(?+/)+ W+r)  -  -2(^+r)+l''+  ?' 

so  ist  der  CoelT.  von  x — a  gleicti 


.cbyGoo'^lc 
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l~2(ß+Y)  +  fl*+2ßY+y*  -  -  (1  -ß-r)' 
also  ist 

Op.  M—  £{l-ß—y)*(<t  —  a) 
folglich 

Op.  (zweiter  Term) 

=  \n(x-<x) .  £j^ .  ^'+^a  -?~r*(«  - ")  ■  f(') 

Daher  ist 


ip-   dt* 


+  r(l-(S-y)«(T-«).Ax)  =  JWr.  +  l)*  +  E).A«) 

Man  hat  nun  für  /  ala  Fnaction  der  nDabhängigen  Tariabelo  « 
eine  homogene  DifforeaUalgl.  zweiter  Ordnoog  gewonnen,  worin  die 
CocfficieDten  der  Ahgeleitetcn  ganze  Fnnctionen  resp.  dritten, 
zweiten,  ersten  Grades  Ton  x  sind.  Bezeichnet  man  die  drei  Coelf 
der  Kttrze  wegen  mit 

Bo  genügt  fia:)  der  Gleichung: 

Es  sei  nun 


-Z.^.- 


mit;  Constanten  Grenzen,  die  nicht  von  «  abhängen,  nnd  vorläofig 
mit  keinem  der  drei  Pantcte  a,  b,  e  zusammen  fallen  aolloo.  Han 
will  V^'(«)  berechnen.    Weil 


Etnch' 

dx    J    x  —  x  \x~^i    '  J    *  —  * 

DflitizecbyGoO'^lc 


dit  Lam/'Khen  f^ncliontn  amiler  Art.  145 

-53-  -\jf=lf-7^.]+J  7^," 

Wenn  man  nnn  ^  Fhinschreibt,  so  setze  man,  nm  die  DifFerentialgl. 
inwenden  zn  kSnnen,  anter  dem  IntegratiODBzeicben 

f{<^)  —  TW+Cvta:)  — »W,  etc. 

and  betchte,  dass 

y  (9(^)/"(«)  +  J:(«)  ■  /'W  +  tW/'W)^  -  0 
Dann  findet  man: 

_^y»W-»W  ^^_j^^  ^^.  _  (0)+(i)+(ii)+(in». 

Die  Brflche  nnter  den  Integratione zeichen  sind  der  Reihe  nach  ganze 
Functionen  zneiten,  ersten  Grades  and  eine  Constante.    Daher  sind 

^     yW-yW    3     aw  -  x(') 

Conslante.    Verwandelt  man  (1)  darch  zweimalige,   (IT)  durch  ein- 
malige partielle  Integration,  so  ergeben  sich  die  Gleichungen: 

Also  ist 

Der  Factor  d«s  Integrals  ist  eine  Constante  und  werde  mit  M 
bezeichnet.  Man  untersuche  den  FnuctioDsnulerscliied  { .  .  .  {  in 
(  =  a,   am  zu  Beben,   ob  hier  rielleicbt  eine  passende  Grenze  sich 

Aick.  (.  MmlU.  n.  Phj*.    S.  Baihi,  T.  XII.  |0 


Daitizoüb/GoO'^lc 
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fiodet  Uan  wird  dann  sogleich  erfahren,  was  ans  t  ■  .  .  |  in  «=  &, 
e  wird.  Der  Wnngcb  ist,  diesen  Fnnctionsunterschied  zn  DQll  zu 
machen.    Welchen  Wert  hat  also  der  Anedruck 

>(■)■/•(■)     »■(■)./'W+(»(-)-y' (•)).«') 
ine  — a?  Es  sei    «  =  o-}-A,    Ä  sehr  klein.    Weil 

»»■/W  =  n(.-o)        .«(.) 

so  verschwindet  ^(i)  .  f{z)  jedenfalls.    1".    Wenn  n  —  0,  so  ist 

/W-^i-'l,  +  «vl.+  .   .   .,    /'(<) Hh-^''+.   .   ., 

,(«)_(i_„)(,_„)»+.   .   .,    ,'(e)_(s_„)(«_„)  +  .   .   .,. 

l(»)-!(6-«)(^-«)+.   .   .1    also 
»W/"W  =  -M»-")(«-«)'.-'l'  +  .   ■   ., 
lW-'P'(=)-4(i-«)(«-o)  +  .   ■   ., 
[lW-»'W]/W-M5-o)(«-«)»-'l-+-   ■   •■ 

Der  zweite  Term  ist  daher  mindestens  klein  tob  der  Ordnung 
A'li,  verschwindet  also  in  e  =  a.    2".    Wenn  a  —  },  so  ist 

f(.)-Ah'l-+.   .   .,    /■■(.) -pi-'l'  +  .   .  ., 
i,(.)  =  i(i-.)(c-.)+.   .   ., 

vi")  ■/'(')  verschwindet, 

;((.)_  V»  =  _  4(6 —i)(c-a)  +  .    .    ., 

ist  endlich,  /(>)  Terschwindet.  Der  Ausdruck  verschwindet  demnach 
nuch  in  i  —  a:  er  verschwindet  somit  Qberhanpt  in  *  ■=  a,  fi,  c. 
Uie  passenden  Grenzen,  fUr  welche  der  FanctiODSunterachied  weg> 
lUtlt,  sind  gefunden;  das  eine  Mal  integrire  mau  aber  a  <  i  <  £, 
das  andere  Mal  über  b  <  z  <  e.    Man  setze  nun 


u.  =y/'(')  *.  u,  -y/( 


Dann  gellen  die  iwei  Differentialgl. 

^V\(x)  —  M.  V^\     y Tat«)  =  M.  ü„ 
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dit  tam^ieken  Fanclionen  mieiter  Art.  J^7 

die  nicht  melir  homogen  siod,  Bondero  eine  Constante  als  rechte  Seite 
haben.    Noch  ist  M  zu  berechnen,    \reil 


0.» 
Der  höchste  Term  in  z(x)  igt 

folgUcli 


Endlich  igt 


8       ^')~X(')_       9... 


-W-+1)  =  3  -i  .  £.  +  (&)■  -W»+l) 


Dftber 

M=H  .  i.+(i.)'-tn(n+l)  -  l(l-i«)(l-2-2«)-i»(«+l) 

WeU 

also 

"-T^' -  C»+ ■S-K- + -S^«  +  II 
SO  ist 

M--(«  +  l)(,+2£«-J) 

und  OB  bestehen  die  zwei  Differentialgleichungen 

S*V,  dV, 

Vt^)  -&f  +  Xt*)  .  -^  +  *Wr,  -  -Mi/,, 

Hnltiplicirt  man  dieselben  und  addirt,   so  sieht  man,  dass  UtVt(x) 
—  UtVi(x)  derselben  Differentialgl.  wie  f(x),  folglich 

U.  Wi<e)  —  JI{«  — a)'l.-«{ü^Fj(*)—  f,r,(x)) 

derseiben  Differentialgl.  nio  P(x)  genügt,  dass  nämlich 

d*w 

-g^  =  («(„+!)*+£)  TP 
denkt  man  sich  x  sehr  gross,  so  ist 
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b 
ü.        1      /" 

ü".    1  /^ 


also  ü,r,(x)— I7,r,(it)  miiideBt«ns  ?on  der  Ordnung  -| des  »ehr klei- 
nen. Da  aber  der  Exponent  J  —  £a  nar  der  Werte  f,  1,  j,  0  filhig 
ist,  so  ist  W(r)  mindestens  von  der  Ordnang  i-'li  der  Kleinheit. 
Die  Function   Wi^)  kann  daher  nicht  mit 


zDsamnienfallend  gedacht  werden,  sondern  sie  unterscheidet  sich  von 
der  Lam^'Bchen  Function  T(x)  zweiter  Art  nur  durch  einen  constanten 
Factor  und  ist  in  Wirklichkeit  von  der  Ordnang  z-'ii(»fi)  der  Klein- 
heit, wenn  x  sehr  gross  wird.  Heine  bezeichnet  diese  Constante  mit 
k  und  nennt  sie  eine  numeriBche,  sagt  aber  in  seinen  Arbeiten  Über 
die  Art  ihrer  Berechnung  kein  Wort.  Ich  habe  schon  oben  bemerkt, 
dass  diese  Benennung  Heines  nicht  zutreffend  ist,  da  sie  in  Wirk- 
lichkeit bei  ihm  eine  algebraische  Funct.  von  6*  und  e*  ist.  Will 
man  nun  nach  Formel  II.  dJn  Function  Wi'-)  in  elliptische  Integrale 
umsetzen,  nm  durch  Vergteichung  mit  den  entsprechenden  Aus- 
drucken von  T{r)  die  fragliche  Constante  zu  erkennen,  so  wird  die 
Rechnung  je  weilen  durch  das  Auftreten  der  beiden  Perioden  des 
elliptischen  Integrales  dritter  Art  sehr  erschwert.  Ich  will  nun  der 
FnnctioD  TK(z)  noch  eine  andere  Gestalt  geben,  welche  die  Um- 
setzung in  elliptische  Integrale  in  so  fem  erleichtert,  als  man  nicht 
genötigt  wird,  beide  Perioden  des  ellipt.  Integrales  dritter  Art  zu 
berechnen. 

Stellt  man  im  Ausdrucke  für  W(x)  den  Factor  i7(t— a)'ii-<<  bei 
Seite,  so  kann  man  den  Mnltiplicand  öjV^lx)—  U^Vjix)  als  Doppel- 
integral auffassen.  Es  gilt,  dieses  Doppelintegral  in  die  Form  einea 
einfachen  Integrales  zu  bringen.  Statt  der  Integrale  Vi,  Uf  mit 
geradlinigem  Wege  habe  ich  solche  mit  krummlinigem  gesuhloBsenen 
Wege,  die  sieh  resp.  in  eine  Doppelgerade  von  a  bis  b  und  znrQck, 
von  b  nach  c  und  zurück,  verwandeln  lassen.  Da  ich  tlber  eine 
entsprechende  Integrationsfunction  mit  bewegliclior  obern  Grenze  ver- 
fogen  muss,  so  setze  ich 
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üt  Lam/tchtn  FiiiKlioHtn  zatiiir  Art.  ]49 

^-  i/W  -  4n(,-a)-'i. .  pw  =  in(,-«)3-';. .  «(.) 

Da  20,  2ß,  1j  ganze  ZaUen  (0  oder  1)  sind,  folglich  17{i— a)^  .  Q(>) 
eine  ganze  Fnoction  iet,  so  ist  ille  Irrationalität  in  der  einzigeD 
Qnadratfforzel  '/(a:— oK'— i)  (i— c)  vereinigt;  daher  reicht  ein  zwei- 
biattriges  Feld,  in  dem  eine  Uebergangaliiiie  von  — N  nach  a,  eine 
andere  von  h  nach  c  gezogen  ist,  znr  Anfnahme  der  Function  t7(z) 
hin,  und  TJ^,  '/^  erscheinen  als  die  zwei  Perioden  derielben.  Wo 
sie  verschwinde  ist  gleichgültig;  man  kann  allenfalli  i  =  e  als  nntere 
Grenze  des  hitegrals  [/(i)  annehmen,  damit,  wenn  «  sich  nnr  in  der 

Realitätslinie  des  ersten  Blattes  von  c  g^^u  N  hin  bewegt,    — s^> 

folglich  auch  V{A  Btet«  positiv  seien.  (Denn  Q(:)  ist  dann  pos., 
weil  alte  Wnrzejn  der  Gleichnog 

QW  -  0 

unterhalb  e  liegen).  Die  Tariabole  x  liege  weit  östlich  von  e  in  der 
Bealitätslinfe  and  es  sei 

d2  -  Ji2(«— aJ'l.-"dF=  /7(r-a)'l.-<.  -^ 

Man  betrachte  das  Integral   /   JJdZ    (Wog  wie  in  Fig.  2). 

Ich  habe  den  Weg  geschlossen,  weil  U  wirklich  auf  denselben 
Wert  znrUckkehrt,  was  sogleich  gezeigt  werden  soll,  nod  weil  es 
sieb  von  -^  von  seihst  versteht  Man  denke  sich  nämlich  den  Weg 
anf  die  Realitätslinie  nnd  'um  die  Pnnkto  a  and  e  zusammeogezogen. 
Die  Punkte  C,  C  des  ersten  Blattes  zwischen  a  and  b  fallen  dann 
zusammen,  nnd,  weil  die  durchgehenden  W^esteilo  entgegengesetzte 
RichtoDg  haben,  so  heben  die  ihnen  entsprechenden  Incremente  der 
Function  ü  einander  auf;  dasselbe  gilt  von  den  zwei  Wegesteilen 
ab  im  unteren  Blatte.  Der  Punkt  B  des  ersten  Blattes  ist  mit  dem 
Punkte  B'  des  zweiten  Blattes  durch  die  UebergangsUnio  hindurch 
in  unmittelbare  Verbindung  gesetzt,  die  Ineremente  der  Function  Ü, 
die  den  entgegengesetzt  gerichteten  Wegesteilen  bc  durch  B  und  B' 
entsprechen,  heben  einander  auf;  nnd  dasselbe  gilt  von  den  zwei 
noch  übrigen  Wegesteilen  be.  Der  Weg  ist  also  geschloBien.  In 
der  Figur  1.  habe  ich  den  Integrationsweg  entfernt  von  der  Rpali- 
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tätelinie  gezeichnet,  nur  um  dia  VorzeicheD  Ton  ■ 

jeweilen  an  der  Ansseitscite  der  WegesteiJe  aubringeir  zn  können, 
denke  mir  aber  den  Weg,  wie  gesagt,  auf  die  RcalitStaÜDie  znsaia- 
men  gedrängt    FDr  die  halben  Perioden 

sei  der  Weg  a^b  (Vorzeichen  1)  massgebend  nnd  fOr    - 

der  Weg  ijSc  (Vorzeichen  0-  Auf  dem  Wege  von  h  Ober  c  und  C 
zarflck  nach  h  (naturlich  westlich  von  a  darch  die  Uebergangslinie 
hiDdnrcb;  ich  werde  später  knrz  „Weg  irJ6"  sagen,  womit  zDgleich 
die  Richtang  des  Weges  angezeigt  ist)  genioDt  die  Function  (/(>) 
die  ganze  Periode  (j, ;  wenn  ihr  Wert  in  «  mit  u  bezeichnet  wird, 
80  beträgt  derselbe  in  |3  nun  fi+u.  In  ß  ist  das  Wegelement  dx 
positiv,  in  tt  negativ.     Daher  flült  auf  hc  fflr  die  zwei  dnrch  a  und 

|S  gehenden  Strecken  als  Teil  des  Integrals  /  UdZ  der  Betrag 

In  t  bat  die  Function  U  das  Vorzeichen  —  I ;  sie  gewinnt  daher  auf 
dem  Wege  hr^Bh  die  entgegengesetzte  Periode  —Ui\  wenn  sie  in  y 
den  Wert  u'  hatte,  so  bekommt  sie  in  t  den  Wert  — I/-|-u'.    Auch 

-^    hat  in  y  nnd  i  das  frühere  Vorzeichen   i  mit   — j  vertaoscht; 

daher  fällt  auf  he  für  die  zwei  Wegstrecken  durch  y  nnd  J  wieder 
der  Betrag 

/!(»:  — o)M»-n.Jf7jK, 

fOr  alle  vier  Strecken  hc  der  Betrag 

Wenn  *  den  Weg  haih  (natürlich  frei  um  e  hernm)  zurücklegt,  so 
gewinnt  die  Function  V  die  Periode  C,;  wenn  sie  in  c  den  Wert  w 
hatte,  60  bekommt  sie  in  e  den  Wert  üf\-n.   Weil  in  t  und  9  für 

hz 

-*r  dae  Vorzeichen  — 1  gilt,  so  entfallt 
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als  Auteil  des  Integrals  /  Udz  anf  die  zwei  durch  t  und  B  ge- 
führten Strecken  ab.  Auf  dem  Wege  bßyb  wird  rj,  von  der  Fnnc- 
äon  Uj  gewonnen;  wenn  ihr  Wert  in  q  mit  u'  bezeichnet  wird,  so 
hetrftgt  derselbe  in  t  i><ir  — (^j~|-ii'.    In  beiden  Funkten,  £  und  7^, 

hat  K-  das  zugehörige  Vorzeichen  1 ;  daher  ^It  auf  die  zwei  durch 
)]  und  £  gehraiden  Strecken 

als  Anteil  des  Integrals  /   TJdZ;  für  alle  vier  Strecken  ah,  somit 


/ 


UdZ  (Weg  in  Fig.  1)  —  J7(i  — a)''«--  .  (üiFg  -  U,Fj) 

Wird  nun  der  in  Fig.  1.  dargestellte  IntegratJonsweg  in  die  Ebene 
hinaus  erweitert,  so  lässt  sich  derselbe  in  folgende  drei  geschlossene 
Wege  zerlegen:  der  erste  ist  ein  doppelter,  rückläufiger  Kreis  nm 
das  endliche  Gebiet,  der  also  zweimal  die  weHtliche  Uebergaugsliuie 
passirt;  der  zweite  ist  ein  kleiner,  rechtläufiger  Kreis,  der  im  ersten 
Blatte  I  nmschliesst,  und  der  dritte  ein  ebeu  solcher  im  zweiten 
Blatte.     Beim  ersten  Wege  kann  man  nach  fallenden  Potenzen  von 

*  entwickeln.    Der  Anfangsterm  von  r^     ist   ^i«-'-'!!,    derjenige 

von  17  also  „.  ,  >__h '"~°~'l*.  Die  Exponenten  befolgen  eine 
arithmetische  Differenz  — 1,  wenn  nicht  eine  allfällige  Integrations- 
Gonstante  A   hinzutritt.    Da  es  sich  aber,    wenn   man  den   Factor 

Il{x  -  o)'l«-=  weg  tasBt,  nur  um  das  Integral  —  /  --^^dU  (Weg 

ein  negativer,  doppelter  Kreis  nm  das  endUche  Gebiet)  handelt,  und 
da  die  Exponenten  in  den  mit  dem  Factor  A  behafteten  Tormen 
lauter  ungerade  Zahlen  sind,  so  dass  die  bezüglichen  Integrale  sämt- 
lich null  werden,  so  ist  A  für  den  Wert  des  Integrals  von  keiner 
Bedentang.  Nimmt  man  daher  ^  =  0  an  nnd  erwägt,  dass  die 
Reihe  für  '/  so  lange  convergirt ,  als  i  absolut  grösser  denn  c  ist, 
so  hat,  wenn  man  vom  Horizonte  herkommt,  U  in  beiden  Blättern 
entgegengesetzte  Werte  nnd  muss  daher,  wenn  man  z.  B.  von  Osten 
her  der  Realitätslinie  folgt,  in  e  den  Wert  0  annehmen.  (Der  all- 
gemeine Wert  in  diesem  Punkte  ist  dann  A  t7| -|- ft  t/j,  wenn  ft  nnd  l 
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1  9f 

ganze  Zahlen  bedeuten.)    Da  nnn  ^1  —  0  ist ,  ao  hat       _      V  jr- 
ansBerhalh  eines  Kreii«  nm  0,  der  a,  b,  c  nnd  *  nmachUeest,   den 
Charakter  einer  ganzen  Function  voa  >;  der  zweite  Umlauf  gibt  da- 
her  dem  Integrale  denselbca  Wert  nie  der  erste.    Ltlsat  man  *  nur 
ein  Hai  iu  positivem  Sinne  umlaufen,  so  wird  das  Integral  zu 

/  j^^  .  2Udü—  I  \iz^  '*'    (^^8  **"  rechtlftufiger  Kreis  nm 
das  endliche  Gebiet) 

Der  Wert   ist  also   das  (2>ffi)   fache  des  Coefficienten  von  \  io  der 
Entwicklnng  von 

(S)'-L«*-'-'-'x7£  <.+.). i 


"°-  (2(n-v)-l))l 

ist    Damit  der  Exponent  TOn  i  gleich  — 1  werde,  mnui 

i+l.  =  ä(»-.-I) 
sein.    Jenes  Integral  ist  also 

/  (~r^}  ^  (Weg  ein  pos.  Kreis  nm  das  endliche  Gebiet) 

i=2(B-»-l) 

=  2  iw  .  £  {2n  -  2v  —  1  -  i)  ow^"-"'-»-^ 

1=0 

nnd  iet  eine  ganze  Function,  deren  hdchster  Term 


2n— 2v— 1 
betr&gt.    Diese  Function  ist  noch  mit  /7(x — a)'!!-"  zu  multipliciren, 
wodarch  der  höchste  Term  des  Integrals  /   üdZ  (Weg  wie  oben)  za 


gemacht  wird.    Wir  suchen  den  Wert  des   Integrals    des     zweiten 
Weges.    £b  ist 
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/    VdZ  (Weg  eiii  kleiner,  rechtl&aSger  Kreia  nm  z  im  ersten  Blatte) 

y    t;(.)l(7^)'''   *X  B!"),^    (Wog  wie  lorhi») 

also  nach  Caachy 

tP(«)  d(,,) 


fmz-- 


f 


UdZ   (Weg   ein   kleiner,  pos.    Kreii   am  >   im   zweiten  Blatte) 

wenn  &a  die  Function  P(z)  ihr  Wert  im  ersten  Blatte  gilL  O^ir,) 
and  VKxt)  beieiehnen  die  Werte,  welche  die  Function  XH,z)  m  Pankte 
X  des  ersten  nnd  des  zweiten  Blattes  annimmt.  Der  Wert  des  In- 
tegrals I  UdZ  lilngs  des  zweiten  and  dritten  Weges  ist  somit 

Nan  ist  aber 


ü(j,)- ü(!r,)  -  /  düC«) 


^fäUi,) 


Der  Weg  dieses  Inl^rals  ist  eine  rttcktänfige  Schlinge,  die  aas  dem 
Pankte  x  des  zweiten  Blattes  um  die  VerzwoigQngspnnkte  a,  b,  e 
geworfen  ist,  die  westliche  Uebergangslinie  durchdringt  and  im 
Pnnkt«  >  de«  ersten  Blattes  endigt.  Diese  Schlinge  zerfällt  aher  in 
eine  nnr  die  Pnnkte  a  and  b  einschliessende  Curve,  welche  die  öst- 
liche and  westliche  Uebergangslinie  darchdringt,  and  in  eine  nar  dea 
Ponkt  b  amgebende  Schlinge,  die  allein  die  östliche  Uebergangslinie 
zwischen  b  und  e  passirt  Der  Wert  des  Integrales  auf  dem  ersten 
Wege  ist  bekanntlich  —Uj,  nnd  aaf  dem  zweiten 

/  n(«  — a)"-'l.p(<)d»,    so  ist 


SO  ist    jf^"— 'ii  der  höchste  Term  in 
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n(.-a)^"4.F(») 

2 
— — — — --aJi-r-i|,  ^er  taöcbste  in 


-1 

2 

2«— 2v- 


nnd  dftber   s s j  *  der  höcbste  in 


und  wird  daher  rom  bdchsten  Torme  ia 

/   OdZ  (Weg  ein  pos.  Kreis  am  das  endliche  Gebiet) 

aufgehoben.  Da  aber  Wf.n')  nnr  die  Ordnnng  x  2  erreicht,  so 
mflsseu  n — V  Terrae  zerstört  werden.    Es  ist  somit 

11.     »'(«)  =  2.Ä  X  Coeff.  Ton  J  in  der  Entwicklung 
^^^X  /7<x-o)M,-a  _j^yn(j_a).-.|.  X  P(z)<l^-  ü  J 

Diese  Formel  eignet  sich  allerdings  viel  weniger  zur  Auffiudung  des 

Coeff.  von  «  2  ,  als  der  Ausdruck  I,  offenbart  aber  sogleich, 
dasB  keine  olliptiachen  Integrale  dritter  Art  vorkommen.  Nnn  boII 
die  Function  W(x)  fOr  dio  Falle  n  —  0.  1,  2,  2  mittelst  der  For- 
mel IL  in  elliptische  Integrale  umgesetzt  werden. 

Dero,  den  9.  llELrz  1888. 
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Zur  Complanation  des  dreiachsigen  Ellipsoides 
mittelst  elliptischer  Coordinaten. 


Ferd.  Jos.  Obenrauch, 

Proreiior  an  der  L.-Obrrrenlarhalc  in  BrDnn. 


Bekanntlich  hat  zuerst  J.  Liouvillo ')  in  eiucm  seiner  an  P.  H. 
Blancbet  gerichteten  Briefe  die  Oberfläche  des  dreiachsigen  Ellip- 
soides durch  elliptiache  Coordinaten  dargestellt. 

Liooville  gebt  in  seiner  Abhandlnng  von  dem  bomofocalen 
Fläcbensysteme  zweiter  Ordnung 


*'  +      y'      _       '*       _  1 
jliT^^»_J«        c*  —  n" 

i. 
Unter  den  VoransBetznDgen 


1)  .Lettres  aar  dtrerua  qaciiiona  d'BQslyao  et  da  pbjaiqiio  malb^maüqae 
conMrnaDi  l'clIipEoIdc,"  adrctb^cs  h  M.  T.  U.  Blanchel;  Paris,  S9,  mai  IS46. 
S.;  Jonrnal  de  mBlbJmatiqaei  pqrrs  et  nppliqu^ej,  publik  par  Joaeph 
Lionville,  Tudm  oniitm«,  Paria  IB4S,  pag.  !i7  — 136. 
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erhalten  wir  eine  Schaar  dreiachsiger  Ellipsoide  mit  den  Halbachsen 
P,  Vp*— 6*,  ■/?*—<!•,  geschnitten  durch  eine  Schaar  homofocalor 
oder  confocaler  einteiliger  Hyperholoide  und  eine  Schaar  confocaler 
zweiteiliger  Hyperboloide,  von  welcher  'die  ersteren  (•,  "/(*•— 4*; 
■/<;•— ft*,  die  letzteren  v,  Vfi*— v",  Vc"— v*  zn  Halbachsen  haben. 

Dieses  System  confocaler  ■  Flächen  zweiter  Ordnung  hat  zuerst 
Laniö  ■)  in  seinem  „Memoire  sor  les  surfoces  isothermes  dana  tes 
Corps  solides  homogönes  en  ^nilibre  de  temptratare"  im  T.  Bande 
der  M6moires  prisent^s  par  divers  aavans  k  l'Acad6mie  des  sciences 
de  l'institut  de  France,  Paris  1837  in  die  analytische  Geometrie 
eingeftihrt  nnd  gab  den  veränderlichen  Parametern  p,  ft,  v,  welche 
den  Ranmpnnkt  M{x,  y,  ')  bestimmen,  den  Namen  dliptische  Coor- 
dinaten. 

Lam6  gelaagte  in  diesem  Memoire  u.  &.  zn  dem  die  Oberfläche 
eines  Kngeloctanten  vom  Halbmesser  r  —  1  darstelleeden  Doppel- 
integral 

b     e 


dessen  Wert  Herr  Hofrath  Dr.  Ant.  Winckler ')  dnrch  Specialisirung 
eines  darch  Gamma-Faectionen  aosgedrackten  Doppotintegralos  von 
allgemeinerer  Form  bestimmte. 

Liouville  weist  anf  ptig.  218  seiner  Abhandlnug  auf  die  von 
Jacobi ')  verwendeten  nnd  für  die  Complanation  des  dreiachsigen 
EUipsoides  nicht  so  be<]uemen  Integrationsvariabeln  ^  und  v*)  hin 
nnd  gelangte  anf  pag.  219  zn  dem  Differential  dai  der  Oberfläche 
des  dnrcb  die  Gloichnng 


1)  S.  B.:  gJoDrnal  de  malhemaliqueg  [lures  ot  itppliqu^ee,  pablle  pm 
Jutvpb  LioaviHe,  (ome  H,  Farw  1637,  pSg.  147 — 183." 

S)  „Allgemeino  Transformatiua  der  bestimmten  Doppel mtegrala".  Von 
Dr.  AdI.  Winckler.  Denkichriften  der  kus.  Akademie  der  WiuenBchaAen, 
XX-  Bd.,  vorgelegt  in  der  Sitiang  Tom  7.  Januar  1859. 

3)  ,De  tranBromiaUone  et  detenninatione  integralium  dupliciatQ".  Crelle's 
Journal    Bit,   X,  Berlin   JS33,  pai;.   101. 

4)  Winkel  der  Normalen  mit  den  Coordinateaacliun. 
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bettiininteii  dreiacliBigen  EUipsoidei 

yjiei.  y^_^,  y,._„i  y,,_^,  '''*  ''-^ 

Die  Oberflache  S  des  OctantäD  eines  dreiachaigeo  Ellipsoidea)  mit 
den  HalbacbBen  p,  Vp»— i«  Vp«— c*  ist  demnach  dargestellt  durch 
du  Doppelintegral 


(3)    S(j,  yp«-6»,  Vp»-*») 


"// 


0 


Des  OegeoBtand  der  Torliegenden  Abhandlung  bildet  die  Be- 
ilimmnng  der  Oberfl&che  des  Octaaten  S(a,  b,  e)  eines  dreiachsigen 
Ellipsoides  mit  Hilfe  des  conTocalen  Flächensystemes  zweiter  Ord- 
nung: 


JE*  W*  ." 

„1  +%  +-.  -1 


a*-v*  ^  i»— v»  ^  e*~v*  1 

Unter  den  Voraossetzungen 

<.>*>e>0,    o>f»>6.    b>v>c 

erhält  mAD  ein  dreiachsiges  Ellipsoid  mit  den  Halbachsen  a,  b,  e, 
getchnitten  dnrch  eine  confocale  Schaar  zireiteiliger  Hyperboloide 
mit  den  Halbachsen  Ya*—^*,  V(i'-b*,  Vj*"— «*  nnd  eine  confocale 
Schaar  einteiliger  Hyperboloide  mit  den  Halbaxen  Vo"-  v*,  Vt* — v'. 


Durch  Auflösung  dieses  Gleich nngssystemes  ergeben  sich  far  die 
orthogonalen  Coordinaten  ',  y,  i  eines  Pnnktes  des  Ellipaoides  die 
Werte: 
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wobei  zur  Abkttrzang  gesetzt  warde 

c,  -  y6«-c«,     t,  -  yo»-c«.     eg  =  ya»— 6« 

Die  Oberfläche  dee  Octanten  eines  dreiacbsigen  EHipsoides  kana  nun 
nnter  BonatzuDg  des  Gl  ei  chnngssy  Stentes  (&)  ans  der  allgemeinen 
ConiplanatioDsfonuel  oder  mit  Beontzang  der  unt«r  recbten  Winkeln 
sich  schneidenden  Bogeoeleniente  da,  dSj  der  ErOmmnogslinien  beider 
Arten  in  elliptischen  Coordinaten  direct  dargestellt  werden. 


lea  wir  die  letztere  Methode,  so  erlialteii  wir  mit  Rack- 

die  Gleiclmagen 

de             av    Va*— p« 

dy              V   Vi'— V* 

dr         V,  yp'-6> 

dj              Jv    Vl-'-ä' 

dz              eil    V*»~e« 

d,                    «      V|,»-0> 

fOr  die  Bogcnelemente  du,  da^  der  Erammnogslioien  der  ersten  and 
zweiten  Art  die  Werte: 


Vd*—(i*  y^^-fi»  y^«— c«  '^  / 

'"yätllii   y*«— »rt   yvf-e*  / 

folglich  mit  Rflcksicht  auf  das  Dnpin'sche  Theorem  fOr  das  von  den 
Bogenelementen  da,  de,  begrenzte  Flftchenelementd^  des  EUipeoides 
(a.  b,  c)  einen,  dem  LioDTille'scken  Ansdmck  analogen  Aasdrnck 

ap  -  -p^ , .^^'^      .ZrL-. .——        ■ =  du  dv 
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lassen  wir  f»  alle  Werte  von  b  bis  a  nod  v  alle  Werte  von  <;  bis  & 
durchlaiifen ,  ao  erhalten  vir  die  Oberfläche  S^a.  h,  e)  des  Octanten 
eines  dreiachsigen  EUipBoidee  dargestellt  durch  das  Doppelintegral 


"J  J  y,?iv  y;.»^»  Vjis^  y^^^  Vfiäz:^  v;;»^ '''* ''* 

b      e 

welches  somit  im  Sinne  der  Complanations- Theorie  als  eine  ste- 
reometrische  Erweitemng  des  Lam6*Bchen  Doppeliotegralea  betrachtet 
werden  kann. 

Um  das  vorliegende  Doppelintegral,  welches  auch  in  der  Form 

a     b 
f  p ^ '»*(>«'-»') 

(yy  yar-^y;;i-^'y^^=?y«*^Vft^=^y;;^^'""^ 
"J  y^^7^*^P7Ji^ '''' V y^^^syP^iHv^«''*' 

~J  ya«-p«yp«~6»y^»_«<'^  -./y^n^i  yp=^icfp '"' 


geBchrieben  werden  kann,  anf  den  bekannten  Legendre'schen  Aas- 
dnck  ZQ  rednciren,  fttbren  wir  in  das  erste  and  dritte  Integral, 
beziehnngsweiae  in  das  zweite  nnd  vierte  Integral,  statt  »t  nod  v  die 
neuen  Integrationsvariabein  B  nnd  tp  mittelst  der  Gleichnngen 

!•>  —  *■ 


ein,  nnd  erbalten  wegen 


ofsinflcosd    ,.      ,        e.       . 
Vl-t..!..»-"-    '  =  «<' 

&^]*siQscosa>  ,        .         'i    ^  . 
yi~t,»coa»9  * 
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a    b 

'"Vy  yjciir'  i'^^  ^r^=?  ys=3  yier-  y  ^sr?  ■*  ■" 

-  ""^    /*  (l-t'gin'a)«  ^^      Z'  (l-Jl,'cog'y  ^ 

*"  «»*t/yi— *»ain»Ö  Vi— )t*Bin  9      ■</yi— it,»c08»«Vl— x,*Biii»»  '' 
0  0 

w  « 

2  2 

Vi/ Vi— t«Biii»fl  yi— **Bm»fi      ■  / y f— *,*C08 VV 1  ~ K, ^Q»v  ' 
0  0 

wobei 

Wenden  wir  anf  die  Danmefar  erhaltenen  «infacben  Integrale  die 
bekannten  Redactioneformeln  an,  so  gelangen  wir  schliesBlicb  En 
dem  von  Legendre  ■)  dnrch  etliptiBche  Integrale  der  ersten  nnd 
zweiten  Art  dargestellten  Aoedmck 


(12) 

fr    c 


\J  J  i^^^  yp«"=i"»  y;?:r^  iä^^*  y&i=i«  ^v^:^' '' 


ti.-6y«-ni? 


Lasten    wir    e  gegen  die  null   converglreii,    bo  gebt  der  Ellipsoid- 
octant  in  einen  Ellipsenqnadranten  über,  nnd  wir  erbalten  wegen 

£(t,  7>)  — 1 
den  Wert  einet  mit  dem  Lam^'scben  Doppelintegral 


))   gExerticiM  d«  rnlcnl  ini^grsl,    tome  !•■',   Fnrii  ISII,   pag.  191*    and 
„Triit£  de«  roncüont  tlif)iiiq  dm,  touc  I«,  Farii  IBSS,  pag.  iil". 
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atUt  eiliptiseker  Coordinalm. 


(2) 


ff, 


6      U 

a  >  6  >  0 

verwanctteu  Doppelintegralea,  nämlich 


(13)     rr  ,- -  '^.  ,-'-L       ,  ■  ■■■_  d^dy  ^~  ab 

b    0 

fl>S>0 

Um  das  Torliegende  Doppelintegral  (8)  in  das  LionTille'sclie 
Doppel  integral  t.u  trausfonniren,  setzen  wir  statt  der  constaDten 
Parameter  a  b,  c  beziehnugsweise  p,,  Vei*— i,*,  Vpi*— C]',  wobei 
^  ^  «I  !>  ^1  ond  führen  statt  ft,  v  die  neaen  Intcgrationsvariabeln 
fi)  ^1  mittelst  der  simultanen  Sabstitation 

Vpi"  — (*•  y*i*  —  *'  —  (*iv,  1 


Vt*'-(ft*-*i')  >'(ei*-»i'J-*'*  =  Vfi'-*!*  y«i"- 


Die  Anäösnng  dieser  beiden  Gleichangen  nach    ft  ond  i 
(16)  c'=ei'— V.    »''  =  Pi*  — c* 

Folglich  ist 


«'l>f.>&i,  Sl> 

»,>o 

rar  die  Euler'sche  Functionsdeterminante 

d,.       J,. 

Sl~ 

d(i,'     rivi 

erbalten  wir  wegen 

rfv       <Iv 

df,         „         da                        dv 

ft»-! 

ViÄ 


'Vi?-- 


Die  Ober&ächß  des  Octanten  eines   dreiacbaigen  Ellipsoides  mit  den 
Balbachseu  p,,  Vpi^-fi^*,   Vpi'— «i*,    beziehungsweise  p,    Vp* — i", 

Anh.  i.  Math.  o.  Phji.    2.  Baih«,  Tl.  Xn.  1 1 
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')/t^—c\  ist  somit  dargestellt  darch  A&a  zuerst  von  LiouTille  ao- 
gegebeno  Doppelint^iral 

(16)  S{q,t/'^^^,  Vs=^c*) 

b      e 

0    * 
welclies  in  eiufache  Integrale  zerlegt,  die  Qleichaug  liefert 

(17)  Sie,  V/^^,  Ve»"-^) 

J  Vf.«-**  Vc»— fi«       J  v6'— ""  yc*— V» 

0  b 

_  r  JIES^ ,, .  /yiy&^  „ 

^  rft'-6*  y-'-ft"     ./  yt*-r»  y^»— v» 

0  6 

wobei 

c>(i>6,    6>v>0    ist. 

FDbren  wir  in  das  vorliegeDde  DoppellDtegral  (8)   statt  ft  und 
V  die  neuen  Integrationsvariabein  u  and  r  mittelst  der  Gleichungen 


ein  und  ersetzen  dio  neuen  GrenzeDpaore.  i*,  a*;  c',  i*  durch  i,  o;  c, 
fr,  80  erhalten  wir  fQr  dio  Oberfläche  des  Octanlen  eines  dreiachsigen 
Ellipsoidea  mit  den  Halbaien  -^  a.  Vi,  Vc  den  Ausdruck 

(18)    Siia,  VA,  Vc) 

a     6  _ 

,  r  r (w-f)  y»^ 

"•yy  y^„ y.:^ y«—. y«-i^ y^ir^yr^. *'" * 


Zerlegen  wir  das  letzte  Doppel intcüral  in  seine  einfachen  Integrale, 

so  erhalten  wir  fUr  die  Oberfläche  eines  Outanten  dot  dreiachsigen 
EllipBoides 

den  Ausdruck 
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mituiil  tUiplüdur   Coordinautt. 
(19)    S(j/a,  Vi,  yc) 


""  ./  y«-«-/»— iVw-c  "'i/  ya~«.yi-t.  y»— o 

»  c 

a  h 

/V«  /•  wy« 


irelcbea  E.  H.  Schelibach  in  seiner  „Lebre  vod  den  elliptiBchen 
Integralen  rdcI  den  Tbeta-Fanctioncu" Berlin  1864,  pag.  310—315" 
auf  anderem  Wege,  joiloch  mit  dem  entgegen  gesetzten  Vorzeichen 
gefunden  hat. 

Schellbach  gebt  nUmlicIi  bei  Bestiramnng  der  Oberfl&cfae  dea 
dreiachgigeu  Ellipsoides  mit  den  Halbachsen  y«.  Vi,  Ve  von  der 
bekannten  Complanationsformel 

dS  —  y2*+~y«+2»  (Ja  de 

ans,  wobei  X,  ¥,  Z  die  Determinanten  der  partiellen  Differential- 
qnotienten 


Jy      ^ 


sind,  und  führt  als  neue  luti'grationsvariabelc   die  variabeleu  Para- 
meter u,  e  des  Flächen  System  9  zweiter  Ordnung 


du' 

dv 

dz 

dz 

du' 

dv 

(20) 


:-    +1 

''  s +  »-■■' 


ö+*^- 


-  =  0 


ein,  and  gelangt  unter  den  VoransBetznngen 
KD  folgendem  Auadmck 
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b  ■  a 

-7 , ,^^.l=dv   .     I        ,-■■■--.      •  ,'^Z T^TTT  d 

ya—vyb-v\v -  c     J  ya— wv«— fiyu— c 

c  b 

b  a 

~  r  -^1 X    f      -^   "^"L    ..;. 


durch  welchen  in   Beinem  Werhe  anf  pag.  3t5  dio  OberflBchc  des 
ganzen  Ellipsoides  ausgedruckt  erscheint. 

Ton  der  lUchtigkcit  des  die  Obcrfl&che  eines  Ellipsoidoctantcn 
(Va,  VA,  Vc)  daritellenden  Doppolintegrales  (19)  kann  man  sich 
aui^b  mit  Hilfe  des  Dnpin'schcn  Thforemes  überzeugen ,  wenn  man 
das  Pitt ulionel erneut  der  KrUmmangsHuien,  welche  durch  deu  Scbuitt 
der  beiiieu  Slrableuflächeu 


(20)  ^,  ^  j, 

mit  dem  dreiachsigen  Eliipaoido 

ü»      ««       I» 

(20)  ä+l  +  c=^ 

entHtebsn,  direct  ableitet 

Durch  AufldEong  das  letzten  OleicbungBaystem 


:va 


Va-b  V«  —  c 

und  for  die  Bogonelomente  da,  da^  der  KrUmmongsliDien  der  ersten 
und  zweiten  Art  

y;r^v« 


'  y»"^  i  yi:r6  y« 
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Das  von  deo  BogeüelemonteD  da,  da,  dor  KrammungsliDieu  begrcnzto 
FlAcheuetement  dF  des  EUipsoides  (Va,  Vi,  Vc)  ist  somit  bestimmt 
durch  die  OleichuDg 

(u  —  v)  Vil 
dF=  i  -:  _..    —j---.     /     .     .'tW    —  ,    ■-_.:    ■,:■:  .--  da  <fe> 

Vo— a  Vt.-6  Vu— c  Va-y  V*  -oVc-c 

Lassen  wir  u  alle  Werte  vou  h  bis  a  und  v  alle  Werte  von  e 
bis  b  durclilaiifeD,  so  durcfalänft  dio  Doppelschaar  der  ErUmmunga- 
Uuien  s&mtliche  Pankte  des  Ellipsoidoctauton ,  dcssou  Obcr&ache 
Bomit  durch  das  Doppeliategral 

(18)     S[Va,  Vb,  Ve) 
a    h 


V  y  VJ3-«v 


B Va— e Vi— B Vp-c 


ansgedrackt  erscbeinL 

Dm  von  den  Lam^'schon  CoordiDatcu  ;uir  i'lliptischo  Goordinatoii 
iu  trigonometriscber  Form  oberzagehou,  fabruu  wir  in  das  vorlk-gomlo 
Uoppeliutegral  (6)  die  neaen  lutegratioasvariabelu  &,  tp  mittelst  des 
simnltancn  GleicbnugsBystemes 

Vo'-j**  Va* — V*  — tgS,Bind-  Vi  — «iSinV 

V/»*— i*   Vi»— V«  =-  I,t,C08&C03rp 

ein,  wobei 

ond  arhalteo  den  von  F.  Joacbimstbal  ')  gefaadenen  Ansdrnck 
(25) 


//y^ 


j.'v'd.'-»')  ^ 

„•  v;.'-»'  Vi-'-c'  Vo'-v'  Vb'- 


I)  8  :  F.  Joachlmsthnl :  „Anwendaag  der  DifferentiBi-  nnd  Inl«gral- 
rwbnang  auf  die  allgemeine  Theorie  der  Fliehen  and  der  Linien  doppelMr 
Krtmnang,  Leipiig  1B73,  pag.  137".     (III.  Auflage.  L?ipiig  1890,  pag.  US). 
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~  './  Vi -»'sin**  Vf— *,»BinV 

0    0 

Setzen  wir 

(26)     i«=   (a*^p»)f^S-6»)(pi-^)-(o»-V»)"(i'-V^^Ä:^"Ö 

und  betrachteo  wir  ia  geometriacber  Auffassung  u.  zw.  im  Sinne  der 
Cobaturen- Theorie  die  Werte  der  elliptiscben  Coordinaten  als  ortbo- 
gonale  Coordinaten,  so  drückt  das  vorliegende  Doppelintegral  (8) 
das  Voinmen  eines  KOrpcrs  aas,  welcher  von  den  Ebenen  1  —  0, 
IX  —  a,  n  '^  b,  V  =  h,  v^c  nnd  von  der  Fläche  (26)  der  vier- 
zehnten Ordnung  begrenzt  wird.  Die  das  Volamcn  begrenzend o 
krumme  Fläche  hat  acht  reelle  Asymptotenebenen ,  davon  vier  an 
den  Grenzen  des  lutegrationsgebietes.  Vier  reelle  nnd  vier  ima- 
ginäre Asymptoten  ebenen  liegen  ansserhalb  des  Integration  sgebietes. 

Wird  c  —  0,  so  geht  das  Doppelintegral  (6)  in  das  Doppelinte- 
gral (13)  Aber.    Die  zu  diesem  Doppelintegral  zugehörige  Fläche 


(27) 


-  (a-^>){p»-5a,(a._^i)(j._„ij 


ist  eine  Flähe  der  zehnten  Ordnung  nnd  hat  sechs  reelle  Asymptoten- 
ebenen,  davon  vier  an  den  Grenzen  des  Integrationsgebietes.  Zwei 
reelle  nnd  zwei  imaginäre  Asymptotenebeoen  litten  ausserhalb  der 
Grenzen  des  Integrationsgebietes.  Das  Voinmen  des  zu  diesem 
Doppelintegral  gehörigen  Körpers  ist  gleich  dem  vierton  Teil  des 
Volumens  eines  elliptiscben  Cylinders,  welcher  das  Ellipsoid  («,  b, 
e)  längs  des  Hanptscbnittes  (a,  b)  berttbrt  und  die  Masseinheit  zur 
Höhe  bat. 

Znm  Schlüsse  können  wir  mit  Rücksicht  auf  die  Untersuchungen 
von  Tortolini ')    nnd  Roberts  *)   nicht  unerwähnt  lassen,    dass  das 

1)  ,TIao>e  npplicHEioni  del  calcolo  inl«gra1e  relatJTc  alts  qniidruurii  delle 
aiip«rflcie,  carr«  e  cubatnre  de  lolidi,  dal  U.  B.  Tortolini".  Creli«'«  Joanal, 
1B46,  Bd.  XXXI,  pag.   13—39. 

3)  „Note  tat  l'eTalnation  de  l'aire  d«  U  larrnce  Domm&i  dam  l'optiqne 
■DTrace  d'^lasticil^,  par  William  Bobcrtg".  Journat  de  math.  ia4(,  t.  XI, 
pag.  Bl— BS. 


;cbyG00'^lc 


mitlthl  elUpliichir   Coordiiialm.  167 

TorliegeDde  Doppel  integral  (8),  sowie  alle  i.iit. demselben  geometrisch 
verwandten,  d.  b.  die  Oberfläche  eines  Lllipöidoctanten  mit  den 
Halbachsten  a,  b,  c  darstellenden  Doppelin  tcgrale  gleichzeitig  die 
Oberfläche  eines  Octanten  der  zu  dem  Ellipaoid 

X*  u*  <* 

gehörigen  Fusspanktfläcbe  vierter  Ordnunz 

(29)  {*ä+!^+''')^  =  bea^-^acy^  +  abx^ 

mit  dem  Coordinatennrspning  als  Projectionacentrnm  darstellen. 
Diese  FnsBpunktfläcbe  zog  zuerst  Fresnel')  bei  seinen  Unterauchnngon 
Aber  die  doppelte  Strahlenbrecbnng  in  den  Kreis  seiner  analytischen 
Forschnngen  nnd  gab  ihr  den  Namen  Eiasticitätsfl&cbo  (la  snrface 
d'6lasticitä). 

1)  „Mämoire   Bur  U    tloable    rfefracüoii.     I,  II*.     Puri«   ISIU      (Rcciicil 
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X. 

Osculirende  Parabel. 

Von 

R-  Hoppe. 


Ein  Pnnkt  P  einer  Carve  «  sei  Anfsug  der  Coordinaten  z,  y,  ■ 
eines  variabelu  Carveapnokte  io  Bezug  aof  Axen  von  beliebiger 
fester  Richtung  und  zugleich  Anfang  der  Coordioatea  u,  u,  eines 
variabeln  Punkts  auf  eiucr  Parabel  in  deu  Richtungen  ihrer  Axe 
Scheiteltangente ,  ttberdies  u  —  m  and  Nj  —  n  die  ihres  Scheitels. 
Die  Gleichung  der  Parabel  ist  also: 

(n+u,)a-2p(m+«)  (1) 

£a  sollen  nuu  die  Constanten  m,  n,  p  und  die  Lage  der  Parabel  so 
beBtimmt  werden,  dass  die  Punkte  (uu,)  und  (xyz)  nebst  ihren  un- 
endlich kleinen  Verrtlcknngen  bis  anf  die  zur  Bestimninng  bin- 
roicbende  Ordnnng  bui  Verachwiaden  einer  gemeinsamen  Unabhän- 
gigen zusammenfallen. 

Die  Wahl  der  Unabhängigen,  als  deren  gleichzeitig  verschwin- 
dende Fanctionen  Hie  5  Coordinatßn  zu  denken  sind ,  hat  wie  leicht 
erhellt,  auf  das  Resultat  keinen  Einflnss;  doch  eignet  sich  hinsiclit- 
lieh  der  Einfachheit  der  Rechnung  keine  besser  als  der  ErOmmungs- 
winkel  der  Cnrve,  weil  durch  dessen  Annahme  alle  Differentiation 
von  Brüchen  vermieden  wird.  Die  Differentiation  nach  demselben 
sei  durch  Striche  bezeichnet. 

Den  Fall  einer  ebenen  Cnrve,  weil  er  immer  der  Hauptfatl 
bleibt,  wollen  wir  getrennt  behandeln. 


;cbyG00'^lc 


Hoppi  :   Oieulirti-d*  Parabtt.  169 

5  1.    Oscnlireade  PartrTTßl  eioer  ebenen  Gnrve. 

Da  mitz,  y,  x  gleiclizeitig  u,  U|   verschwinden  lollon,  so    ver- 
langt GL  (1)  allgemein,  dass 

a»=2pm  (2) 

Bei,    Für  ebene  Corveu  (3  —  0)  seien  die  GoordinatonreUtionen : 

u   — üCOBfi— ysinfi    I 

r  t  t"' 

«j  —  a!8inn-|-ycos(t     ' 

Bezeichnet  t  den  KrOmninngs winke)  begiunond  in  der  x  Aie,  so  hat 
mau: 

(c'  —  ycoBi;    y'  =  «'sint  (4) 

worans  nach  Gl.  (3): 

m' —  »"coBfT+fi);     «,' i=»'3in{«-|-(»)  (5) 

Differontiirt  man  hiernach  Gl.  (1)  3  mal  nnd  setzt  in  allen  3  Glei- 
chungen daun  tt,  =0,  so  erhftlt  man: 

f.Bin(T  +  ^)  -pcos(i  +  (.)  -  0  <6) 

»coslT-i-fi)+pa\ü{T  +  fL)-\-»'»ia\x  +  ^)  -  0  (7) 

—  flBin(l-|-(*)+pCOB(t+f»)+3«'3iD(t  +  ft)COB(l  +  fl) 

+  ."8in"(r+pJ-0  (8) 

Die  beiden  ersten  Gleichungen  geben: 

»  =  — »'8in*{«-f (*)co8(T  +  fi);    p  —  — s'Bin^(T-|-/*)  (9) 

die  erste  nnd  dritte: 

tg(T  +  ^)  =  -^  (10) 

und  nach  Gl.  (2)  wird  dann: 

m  —  —  J*'Binti  +  ^)coB*(t4  f»)  (11) 

nach  Gl.  (4)  in  Verbindung  mit  (tO): 

du  3>'  dg 

r  =  arctg^;    II.  ■=  — »rctg^  —  arctg  ^  (12) 

Nachdem  jetzt  t+f*  durch  Gl.  (10)  bekannt  ist,  wird  die  Parabel 
absolnt   durch   die   zweite  Ol.  (9),   ihr  Scheitel  durch  Gl.  (11)  nnd 
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(9)  nndibre  Axenrichlang  darch  Oleicfauag  (12)  gemiUa  Ol.  (3)  be- 
stiinint  Die  Oleicbang  der  Parabclaie  ist  u^  —  coust,  für  den 
Soboitd  aber    u^  —  »,    folgiicb  allgemeiD : 


Um  den  BrOQDpankt  zu  bestimmea ,   ist  za  dieser  Gleichaog  hinzn- 
znf Ugeo : 

M  — rcosfi— ysiiifi  —  m-\-ip 

woraus  als  CoordinateD  desselben  hcrvorgebcn: 

'=       (•"+iri™-  +  "™.'    j  -,14, 

Um  alle  Bestimninngca  auf  einen  beliebigen  Coordinatouanfaiig 
ZD  fibertragen,  sind  nnr  zn  x,  y  die  Coordinaten  von  P  za  addiren. 


%  2.    Oscnlirende  Parabel  einer  Raumcnrve. 

Die  Relationen  der  Coordinaten  seien: 

M    -  A  «+Ä  y+C  z     \ 

u,  -^,a:  +  5,y+C,z     |  (15) 

wo  bzhw.  die  Parabclaxe,  die  Sctipiteltangeiite  und  die  Normale  der 
Parabelfläche  die  Richtungen  der  Axcu  der  u,  u, ,  uj  habon  Sind 
ferner  n^y^  "xßiy-iy  "s^i}'!  die  Bicbtungscosinus  der  Tangente, 
Haupt-  und  Binormale  von  a  and 

a   — ^o+JSjJ+Cj-i     h    ^  Aa^-\-B^y-\-Cyi     otc.     1 

a,  —  >4,o4-ß,|S-}-(7,|3;    J,  —  ^jCi  +  Sj/Ji  +  Cij-,     etc.     \  (16) 

o,  —  ^jÄ+ÄifJ-f-C,!-;    J,  "=  ^^|+Bj|3,  +0,^1     etc.      J 

die  Richtungacosinns  der  Axe,  Scheitel tangente  und  Normale  gegen 
die  Fundamentalaien  der  Cnrve  «,  so  ist 

a'    =,'a\     a'    —  ft  i    V   —e  *'— a  j    c*    —  — 6  ff '      1 
M/-.»'a,;    «i'  — 6i;    6|'  — =!*'—«,;    cj'  —  — f,ff'     J  (16) 

uj'  -a  *'a,;    Ol'  ^  J»;    bt  ^  »iff* — "^i    "i'  ^  — i*ff' 
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WO  9'  das  KrtlmmangiTerbaitDisa  (d.  h.  Torsion  dividirt  darch  Erüm> 
mnng)  bezeichnet.  Wfferentürt  man  nach  diesen  Formeln  Gl.  (1) 
4  mal  und  aetzt  in  allen  4  Gleichungen    ti,  —  0,    so  erhält  man: 

na,  -pa  -  0  (XV 

nb,  -pft+Vo,*  — 0  (18) 

n(c,#'-<ii)-p(e*'-a)+3.'a,S, +»"«,«  (19) 

n[c,&"-6,(*^+l)]-p[e*"-6(*''  +  l)]  (20) 

+  *' [4a,(tf,  #'- ffl,)4-36,']  +  5V'a, 6, +.*«,»  =  0 

Die  Gl.  (17)  (181  geben: 

„cj -^  -  »'o|»o;     jic,  —  — «'«i»  (2i) 

und  die  Gl.  (19)  (2U)  werden  nach  Einführung  dieser  Werte: 

tf'a,  -  +  3*,+-,  Ol  —  0  (22) 

c,  * 

»"a^'^-\-f»">  —  ^+*^'\a^»+ia,c^9^+3b^*  +  bya,i^  =0 

Da  aber  die  Parabelebene  durch  die  Tangente  von  t  geben  mnii, 
so  hat  man  0,-0,  und  das  OrtbogonalcoefGcientensystem  hat  die 
Form: 

a  ^-sinqi  b  —  C08  9>C08if'  e -•  coBqosiuif : 
o,  —  cosf  bf  =  sing?  COS  y  e,  =8infBin4' 
o,  =  0  &,=>sinif  o,  —  —  cosv 

80  dass  die  Gl.  (22)  lauten: 

3tgTC0B^  =  i»'[gV—  ^  (24) 

#'a  _  3 ^-^-  _ #"tg v+  Uff' Igt}-  +5  ^) tg  VC08 * 

+  3(tg9)co8if)»=.0 
woraus  nach  Elimination  von  ip: 

5ff'stgSv-(3*"  +  *'  ^r)t«V  +  3e'ä-9-4(^y+3^-0 
und  nach  AuflOsuDg: 
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»  -  9  (#.)'+*  7  y  +  "1  ^;r)'+ 120-6  »''-60^ 

Ist  hiernach  Vt  ^aim  nach  Gl.  (24)  qo  berechnet,  so  crhAIt  man 
nach  Ol.  (2t)  and  (2): 


und  hiermit  die  Parabel  oebst  ihrer  Lage  relativ  zam  Fundainogtal- 
aiiensystem  vod  ».  Dio  CoeffiuieDtcn  A,  B .  .  .  erb&It  mao  ans 
den  Ol.  (16),  nachdem  a,  b,  .  .  .  nach  Gl.  (23)  in  ip,  t}>  auBgc- 
drttckt  sind. 

§  3.    BeiBpielo. 
I.     Dio  Ourve  »  sei  dio  Cykloido 

«  =  — jo  +  Äd—cosa);    y—    -  yo  +  4{w  -  sin«) 
Ihre  Gluicbnngen  geben  differootürt: 

*'  =  b'COS«  :=  Aoü'Sin  ra 

y'  ■=  «'ainr  —  A(o'{l  — cosra) 
woraus : 

^         .    «  "* 

also 

(o'  =  2;     *'  =  4AEiD  ^  ;    i"  ■=  lAooa^ 

Dahor  ist  noch  Gl.  (10) 

aud  DDD  nach  Gl.  (9)  (II) 

108  A  .  ,» 
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M     .   ,«       ,«  36A   .   ,  u        M 

«0  nr  AbkOrzang 

W-  j/l  +  Sain»! 

^wtit  isL  Im  ROcbkehrpnnkt  verschwinden  p,  m,  n  and  r,  die 
Parabel  degeuerirt  in  ihre  Axe.  Itn  Scheitel  venchwinden  m  nnd 
H,  Sclieitel  uud  Scheitel tangonte  von  Parabel  nud  Cykloide  fallen 
zosaiDinen,  und  es  wird 

p  —  4h 

gleich  dem  KrOimnangsradina. 
Nach  Gt.  (12}  wird 

^  =  -arclg(3tg^)  -^--arclgj-_^^3^ 

II.    Die  Cnrre  •  sei  die  Ereisevolvente 

X  —  —X,  -|-r(cos  fl>  -|-  M  »in  m) 

y  —  — yo-{-r(sin<D— ucoso^ 

wonns  dnrch  Differentiation : 

a'cöST  =sr  Qio^cosa>;       i'sinf  —  ruw'sintu 
alw: 

*'  ^  raai;      r  ^  m^      »'  ^  1 
mithin: 

*-\~*t  ^=  i'"'**i      b'  —  r  <a;      «"  =■  r 

daher  nach  Ol.  (lu) : 

tg(r+p)--3« 
Jetzt  hat  man: 

27fw*  3r»»  9.-W* 

P  —       Ä'    '      "*  ~  2iV>  •      "  ~     JV»    ' 

f»:=  — arctgOn)  — m 
ni.    Die  Corve  <  sei  die  Schraubenlinie 
*  =  — a',+rC08«»;      y  =  — t/^-^-rtiaoi;      »  = 
dann  sind  der  Krflmmangs-  nnd  Torsionflwinkel : 


itf  =  yi  +  9 
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der  ErQminangBradiDB : 

~  C08*A 

woraas; 

*'  — tgi;      #"—0;      *"  = 

nnd  iiach  Ol.  {25): 


tgt-J/^  V3C0tU-l;      COB^-l/g-^ 


'  9eot"A+2 
und  navli  Gl.  (24) : 


(28) 


tgv  = 


■-f/. 


'  27cot»i-|-72  — 2tgU 
Setzt  man  zar  AbkDrzang 

i.' 3-tg*i;     3f*  —  9+2tg«i;      itf»  —  27  +  7-2tg»i  — 2l«*l 

ao  wird 

7SV15  .rAftgU 

"*"     2     iV*C08«ii  ^''*'^^}f'coaU 

Ana  Gl.  (28)  ist  zd  ersehen,  dass  v  imagin&r  wird  für  1^|R, 
Eine  steilere  Scb rauben li nie  wird  also   von  keiner  Parabel  osculirt. 

Im  Grenzfalle,  wo 

cosil  =  i;     sinl  —  jV3 

ist,  wird  9>  —  Oi  i/f  —  0,  die  Scheitoltangento  der  Parabel  fällt  mit 
der  Tangente,  die  Normale  ibrer  Ebene  mit  der  Hanptuormale  nnd 
die  Parabelaxe  mit  der  Biuormale  von  ■  (letztere  in  umgekehrter 
Richtung)  zusammen.     Ferner  ist 

A  —  0;     M—  V16;     A^  —  15 
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§  4.    Specielles  über  die  Bewegnog  der  oacnlirenden 
Parabel  eioer  ebenen  Garve. 

Im  Vorhei^ehendeu  ist  die  oscalireode  Parabel  nnr  relativ  zn 
einem  Punkte  der  Carre  bestimmt  worden.  Will  man  sie  als  fort- 
rückend mit  ihrem  Berabrnogspnnkte  auffassen,  eo  mnss  man  zn 
ibrer  Bestimmung  durcb  ein  festes  Coordiuatensystems  übergehen. 
DazD  ist  indes  nichts  weiter  nötig  als  1)  in  den  Coordinatenrela- 
tioneu  (3)  (15)  für  x,  y,  a  zn  setzen  x^-\-!r.,  yo+Si  ^+^^1  ^<*  '^o- 
St,  >}  als  Coordinaten  des  Berührnagspunkts  die  Gleichungen  der 
Cnrie  zu  erfQllen  haben,  also  gegebene  Functionen  einer  Unabhua- 
gigen  sind,  wfihrend  x,  y,  x  durch  die  Läsung  des  Problems  be- 
sUmmt  werden,  ^)  die  Richtungswinkel  der  Fandamen talaxen  der 
Curve,  also  t,  a,  ß,  y  nicht  mehr  einem  Pnnkte  (iryt),  sondern  dem 
Pnukte  (a^yoi^)  entsprechend  darznstellen ,  weil  namliuh  d(xg-|-it) 
für  X  —  coust  mit  nachfolgendem  a:  —  0  gleich  Szg  ist,  wenn  nur 
a^  und  xii-\-x  der  Corre  entsprechen. 

Im  übrigen  bleiben  alle  Formeln  in  unveränderter  Geltung  and 
drttcken  nach  Vollzug  der  2  genannten  Aendeningen  den  Ort  der 
oecalireudeu  Parabel  sowie  die  Orte  des  Scheitels  und  Brennpaukts 
aus. 

Mau  kann  nun  das  Problem  umkehren  und  aas  irgend  welchen 
Bestimmungen  der  OBCulirendeu  Parabel  auf  die  der  osculirteu  Curve 
zu  Echliesseu  versuchen.  Beim  KrOmmungski  eise  einer  ebenen  Curve 
ist  der  UadiuB  ah  Function  des  Bogcns  ausruichund  zur  Bestimmung 
der  Curve;  der  Faiamcter  dur  Parabel  ist  es  nicht,  es  müssen  2 
Stücke  gegcbmi  sein.  Läast  man  deren  Bezii^buiig  allgemoia,  so  sind 
die  Integrationen  nicht  ansfUhrbar. 

Bemcrki'iiswort  ist  der  Fall,  wo  fi  lineare  Function  von  t  ist.  . 
Sei 

dann  gibt  die  Integration  von  Gl.  (10) : 

Bin(r+fi)  —  t«'  (fc  const)  (28) 

woraus  nach  Einfübrnug  in  Gl.  (9): 

p  =  AV-'  (29) 

Diese  Gleichung  zeigt,   dass  p  und  fi  nur  gleichzeitig  constant  sein 
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Adb  Ol.  (28)  gehen  ferner  sogleich  die  Oleicbnngen  der  Corre 
hervor : 


j,  =  Jfc  ^   /}_8in(t+fi)|        ^   lintflr 
beispielsweise  fElr     1^2;     t+J£  —  <p: 

ircoBlE-ysinK"  iloR|sin*3v(3— isinV)^ 
.BiuK+jcoeiJ  =  ä-J'l"og^|±^ 
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Teilung  eines  beliebigen  Winkels  in  eine  beliebige 
Anzahl  gleicher  Teile  mit  Hülfe  von  Modellen, 


Arthur  Strauss, 

Lehnr  der  Uathematilc  am  BoalprogjainMiani  ( 


Um  die  hier  in  Frage  komraendeo  ConstnictioDeQ  aaszufUhren, 
habe  ich  mich  nicht  aaf  die  gonat  fiblicheD  Halfsmittol  boschrlLalieii 

kÖDDOD. 

Es  liegt  da  die  Frage  sehr  nahe;  lat  denn  die  Zahl  derlDStrn- 
mente,  deren  wir  nug  beim  mathematischen  Zeichnen  bedienen 
dorfen,  eine  nnb^enzte  oder  haben  wir  nur  eine  beschrankte  Ana- 
wahl? - 

Die  Antwort  hierauf  ergiebt  sich  von  selbst,  wenn  wir  die  Be- 
deatang  der  H&lfbmittel  in's  Ange  fassen. 

Wir  wissen:  jede  Kante  des  Lineals  stellt  eine  gerade  Linie 
Tor,  die  wir  ans  theoretisch  constnürt  denken,  etwa  indem  wir  eine 
beliebige  Linie  zwischen  zwei  Punkten  ausspannten. 

Ferner  betrachten  wir  die  Fl&che  des  Papiers,  auf  der  wir 
planimetriicbe  Constructionen  ansftlbren,  als   eine   Ebene,    die   in 

Areh.  d.  lUth.  a.  rby.  i.  B»a»,  T.  XÜ.  IL 
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ODserer  Vorstelinng  vieUeicbt  in  der  Weise  conBtrairt  worden  ist, 
dass  wir  aber  zwei  sich  scbneideade  gerade  Linien  eine  dritte  gleiten 
Hessen. 

Wir  sehen  also:  wir  haheo  es  in  beiden  Fällen  mit  —  mehr 
oder  weniger  iiDvoltkommeDeD  —  Oarstellnogen  mathematisch  con- 
stmirter  Gebilde  zu  tan  and  benutzen  dieselbeo  als  bereits  auBge- 
fabrte  Halfsconatructionen.  Mit  demselben  Rechte  werden  wir  nator- 
lich  das  Modell  einer  jeden  mathematischen  Zeichnung  als  Baifsmitt«l 
anwenden  dürfen. 

So  orforderten  die  Constnictionen ,  die  hier  behandelt  werden 
sollen,  znnächst  die  Anwendung  des  Modells  eines  rechten  Winkels. 

Die  Bennlznug  eines  Winkelrnasses  beim  mathematischen  Zeich- 
nen ist  ja  eigentlich  nichts  neues.  Während  man  sich  jedoch  bisher 
dieses  Instrumentes  nur  der  Bequemlichkeit  wegen  bediente  und 
ihm,  ich  möchte  sagen,  eine  geringere  mathematische  Wertigkeit 
als  etwa  dem  Lineal  zamass,  so  ist  dasselbe,  wie  ich  schon  be- 
merkte, für  die  hier  auszufahrenden  Zeichimngen  unbedingt  not- 
wendig und  nach  obigen  Bemerknngen  auch  genau  \au  derselben 
mathematischen  Wertigkeit  wie  das  Lineal. 

Das  Wiukelmass  setzt  uns  zunächst  in  den  Stand,  eine  Carre 
zu  constrniren,  die  ans  unmittelbar  die  Dreiteilung  eines  beliebigen 
Winkels  erglebt.  Das  Modell  dieser  Cnrvo  kann  ich  dann  wieder 
benutzen,  nm  eine  zweite  Cnrve  fQr  die  Fanfteilnng,  das  der  zweiten, 
am  eine  dritte  für  die  Siebenteilung  zu  coustruieren  n.  s  w.  Mit 
Hälfe  der  ungeraden  and  der  Zweitoiluug  ist  es  mir  nnnmuhr  mög- 
lich, jeden  beliebigen  Winkel  in  eine  beliebige  Zahl  gleicher  Teile 
zu  teilen. 

Ans  dem  Gesagten  geht  allerdings  hervor,  dass  wir  es  hier  mit 
ziemlich  nmständlichen  Constrnctionen  zu  tun  haben.  £s  ist  jedoch 
zu  bedenken,  dass  die  angedeuteteu  Schwierigkeiten  der  Mechaniker 
bei  der  Construction  dor  Curveumodelle  zn  überwinden  hat,  ähnlich 
wie  hei  der  Herstellung  des  Liucals, 

Ist  uns  ein  Curvenmodell  gegeben,  so  lässt  sich,  wie  wir  unten 
sehen  werden,  die  entsprechende  Teilung  mit  der  grCssten  Leichtig- 
keit ausfahren. 
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Der  Wlnkelteller. 


Die  wesentlichsten  Bestandteile  des  InBtrnments,  welches  ich 
hier  anwende,  sind  das  Lineall  (Fig.  I)  and  das  Winkelmass  ic. 
TNL  ist  ein  rechter  Winkel.  Der  Pankt  M  liegt  auf  der  Verl&n- 
geroDg  des  Schenkels  LN,  nnd  zwar  ist  LN—  NM.  Der  kurze 
Schenkel  bei  if  dient  dazu,  diesen  Pnnkt  als  Ecke  festzulegen. 
Ansserdem  befindet  sich  bei  M  eine  Feder  p.  Fig.  II  stellt  einen 
verticalen  Durchschnitt  dieser  Feder  dar.  In  die  nach  oben  spitz 
zalanfende  Vertiefung  X  ragt  der  an  beiden  Enden  zagespitzte  und 
sonst  Tollatändig  frei  bewegliche  Bleistift  (  mit  der  oberen  Spitze 
hinein,  so  dass  die  Feder  die  untere  Spitze  des  Bleistifts  genau  in 
die  den  Punkt  M  bildende  Ecke  drückt.  Ein  kleiiier  Längsstab  3, 
etwas  niedriger  als  das  Lineal  l,  ist  mit  diesem  durch  einen  Quer- 
Btab  g,  welcher  mit  den  Schrauben  n  fest  an  das  Lineal  angeschroben 
ist,  in  der  Weise  verbunden,  dass  zwei  Stifte  von  «  in  zwei  ent- 
sprechende Oeffunngen  o  des  Qnerstabes  q  lose  hineinragen.  Wir 
sind  also  im  Stande,  die  untere  Fläche  des  Lineals  l  nuabhAngig 
von  dem  Längsstab  t  in  der  Ebene  festzulegen.  An  <  befindet  sich 
eine  Feder  /;  welche  den  Schenkel  TN  des  rechten  Winkels  TNL 
gegen  den  Endpunkt  B  der  Geraden  JiA  (Kante  des  Lineals)  drUckt. 
Der  Ansschnitt  a  am  Winkelmass  ist  für  den  Finger  bestimmt,  mit 
dem  der  Zeichner  das  Winkelmass  in  der  Richtung  von  A  nach  B 
fort  zuschieben  nnd  dabei  den  Punkt  L  gegen  AB  zu  drücken  bat 
Das  Nähere  betreffs  der  Anwendung  des  beschriebeneu  Instruments 
lehrt  die  nachfolgende  Ausführung. 


I.    Die  Dreiteilung. 

Analysis. 

Angenommen,  der  Winkel  ^lifC  (Fig.  III)  sei  durch  die  Geraden 
BD  nnd  BC  in  drei  gleiche  Teile  geteilt.  Wir  nehmen  eine  belie- 
bige Strecke  in  den  Zirkel  und  schlagen  nm  B  einen  Bogen.  Dieser 
schneide  die  Linien  BA,  BD,  BE  und  BC  bzhw.  in  den  Paukten 
F,  O,  H,  J.  Wir  ziehen  nun  die  Sehnen  FG  und  GIT  und  filllen 
von  ß  anf  FG  das  Lot;   der  Fusspnukt  desselben  heisse  K.   Es  sei 

FK  —  m 
dann  ist 

FG  ~  OH  =  2m 


;cbyGoO'^lc 


180         Slrauif!  TtUung  (IRM  btliebigen   Winktlt  in  emt  tditbigt 

Es  sei  ferner  Wiokel  TNL  ein  rechter  und 

LN—  NM=  m 

Den  rechten  Winkel  laasen  wir  sich  so  in  der  Ebene  in  der  Rich- 
tnng  Ton  A  nach  B  fortbewegen,  dass  L  fortwährend  auf  HA  ver- 
bleibt, nnd  der  Schenkel  TN  besUndig  darch  B  geht.  Dann  be- 
schreibt der  Punkt  M  eine  Curve  MF,  die  darch  G  bindnrchgebt. 
Nehmen  wir  ferner  an,  der  Winkel  ABC  sei  darch  die  Linie  BQ 
halbirt  und  SS  eine  Parallele  zu  BQ  im  Abstände  m.  Dann  geht 
anch  diese  Parallele  durch  den  Punkt  G,  da  der  Abstand  des  Pnaktes 
O  von  BQ  gleich 

ffK— m 

ist.  Es  fallt  mitbin  der  Punkt  G  mit  dem  Schnittpunkte  der  Cnrva 
MF  nnd  der  geraden  Linie  RS  zusammen  Diese  Betrachtung  er- 
giebt  itns  folgende 

Construction. 

Wir  legen  die  unteren  Flächen  des  Lineals  und  des  Winkel- 
maeses  in  der  Ebene  des  Papiers  so  fest,  wie  es  die  Figur  I  dar- 
stellt, d,  h.  so,  dass  L  auf  BA  und  B  auf  TN  zn  liegen  kommt. 

Dann  marqairen  wir  die  Richtungen  BA,  TiV  und  LN  (Fig. 
IV)  und  bewegen  den  rechten  Winkel  TNL  in  der  Richtung  von 
A  nach  B  so  fort,  dass  die  Puukte  L  und  B  bzbw.  auf  BA  und  TN 
verbleiben.  Es  beschreibt  alsdann  Punkt  M  (d.  b.  die  Spitze  des 
Bleistifts)  eine  Curve  M^F^,  die  wir  die  Tcitcurve  I.  Ord.  nennen 
wollen.  Wir  verlängern  nun  die  den  Riuhtungeu  nach  niarquirt«n 
Linien  BA,  TN  und  LN,  bis  sie  sich  suhneidea,  liud  erhalten  so  den 
festen  Punkt  B  und  die  der  Länge  nach  constante  Linie 

LN  —  m 

B  heisse  der  Scheitel,  BL  die  Basis  und 

LN~m 

die  Amplitude  der  Curve  M,  F^,  Wir  tragen  Jetzt  an  BA  in  B  den 
gegebenen  Winkel 

ß~ABC 

an  nnd  halbiren  denselben.  Zu  der  Halbirungsiinie  ziehen  wir  im 
AbStande  m  die  Parallele  BS,  fOr  die  wir  die  Bezeichnung  „Bestim- 
mungsgerade" einfuhren  wollen.  Wir  verbinden  den  Schnittpunkt  G 
der  Bestimmungsgeraden  BS  und  der  Curve  M^Pt  mit  B  durch  eine 


;cbyGoO'^lc 


Amail  glädur    TtiU  niü  Halft  vot  Uodetltm.  181 

Gende  nnd  schlagen  mit  der  Zirkelöttnang  BG  am  B  eioen  Kreis- 
bogen, der  die  Schenkel  BA  und  BC  des  Winketa  ABC  bzhvr,  in 
deD  PaDktea  F  nod  J  schneide.  Es  ist  dann  die  zq  FO  gehdrige 
Sehne  glefcb  der  doppelten  Amplitode  2m.  Tragen  wir  nun  voa  O 
am  den  Bogen  FG  bis  H  ab  nnd  ziehen  die  Gerade  BH,  so  ist 
der  Winkel 

ß  —  ABC 

darcb  BG  nnd  BS  in  3  gleiche  Teile  geteilt. 

Der  Beweis  ergiebt  sich  ans  der  Änalysis. 


II.    Vie  FUnftellnng. 

Rs  wird  in  diesem  Falle  das  Lineal  l  des  Winkelteilers  (Fig.  I) 
durch  das  Modell  der  Teilcarre  I.  Ord.  (Fig.  IT)  ersetzt.  Wir  legen 
znerst  in  der  Ebene  des  Papiers  die  Basisrichtang  BL^  und  den 
Scheitel  B  der  Teilcarve  I.  Ord.,  letzteren  als  SchDittpankt  der  Ge- 
raden PiB  und  LgB,  fest  and  lassen  dann  den  rechten  Winkel  des 
Winkelteilers  sich  in  der  Ebene  so  fortbewegen ,  dass  der  eine 
Schenkel  wieder  beständig  dnrch  B  (Fig.  IV)  gebt,  der  Endpunkt  L 
der  Araplitade  LN  aber  fortwährend  auf  der  Cnrve  MiP,  verbleibt 
Wahrend  dann  L  den  Weg  JrfiP,  zurQcklegt,  beschreibt  der  Punkt 
AI  des  Winkelteilers  die  Cnrve  ütPt.  Es  sei  dies  die  Teilcurre 
n.  Ord.    Wir  tragen  nun  an  BA  im  Paukte  B  den  gegebenen  Winkel 

ß  —  ABC 

an,  halbiren  denselben  und  ziehen  die  Bestimmnngagerade  RS. 
Diese  schneide  die  Cnrve  J^P,  im  Punkte  <?,  Dann  schlagen  wir 
mit  BGi  am  B  eiueu  Bogen,  der  BA  nnd  BC  bzbw.  in  f  nnd  J 
schneide,  nnd  tragen  in  diesen  Bogen  von  F  and  ^ans  die  doppelte 
Amplitude  im  nach  einander  bis  <?|,  /f^  und  H^  als  Sehne  ein.  Es 
wird  dann  der  Winkel  ABC  durch  die  Geraden  BG,,  BG,,  BH^  nnd 
BHi  in  fflnf  gleiche  Teile  geteilt. 

Der  Beweis  ergiebt  sich  mit  Leichtigkeit  ans  der  Entstebungs- 
weise  der  Teilcurre  U.  Ord.  JUjPj. 


UI.    Sie  Mehrten  DDf. 

Ebenso  wie  wir  mit  Hülfe  der  Teilcurve  I.  Ord.  diejenige 
II.  Ord.  erhielten,  gelangen  wir  von  dieser  zur  Teilcurve  IIL  Ord. 
und  in  gleicher  Welse  nach  einander  zu  den  Teilcnrven  IV.,  T., 
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VI.  Ord.  0.  s.  w.  Die  Scfanittpankt«  dieser  Carren  and  der  Bestim- 
mnngsgeradea  ergeben  uns  dann  die  Sieben-,  Nenn-,  Elf-,  Dreizebn* 
teilang  n.  s.  w.  Allgemein  ansgedrOckt,  kthnnen  wir  also  mit  der 
Teilcnrve  nter  Ordnang  die  Teilung  eines  Winkels  in  (2n-|-l)  gleiche 
Teile  aasftthren. 


IT.    Der  Terlanf  der  Teilenrreii  ud  die  Bestlmmnng  der 
Tellpukt«  eines  Winkels. 

Fig.  YI  giebt  nns  ein  Bild  von  der  Gestalt  der  Teilcurven  der 
ersten  3  Ordnungen.  S  ist  der  Scheitel,  SL  die  Basisrichtnog  nnd 
AL  die  doppelte  Amplitnde  dieser  Carvea.  Die  Winkel,  die  wir  in 
gleiche  Teile  teilen  sollen,  dehnen  sich  vom  festen  Schenkel  SL 
ans  von  rechts  nach  links,  d.  h.  in  der  Richtnng  des  Pfeils  bei 
A  aus. 

Fassen  wir  die  Pnnkte  D  und  F  anch  als  Schnittpunkt«  der 
Cnrvon  I  nnd  in  nnd  der  Basis  auf,  so  finden  wir,  dass  die  Teil- 
cnrve I.  Ord.  in  1  Punkte,  die  Cnrve  II.  Ord  in  2  Punkten  and 
allgemein  die  Cnrve  nter  Ord.  in  n  Pnnkten  von  der  Basis  ge- 
schnitten wird.  Die  Teilcurven  winden  sich  also  an  der  einen  Seite 
am  den  Scheitel  herum ,  nnd  zwar  wächst  jede  höhere  Ordnung  um 
eine  halbe  Windung.  An  der  anderen  Seite  dagegen,  d.  h.  ttber  A, 
A,,  J|, .   .   .    hinaus  erstrecken  sieb  die  Gurren  ins  Unendliche. 

Wir  wollen  nun  die  Schnittpankte  der  Bestimmougsgeraden  eines 
Winkels  nnd  der  Teilcurven  die  Teilpnnkte  des  Winkels  nennen, 
nnd  zwar  den  Schnittpunkt  der  Teilcurve  «ter  Ord.  den  Teilpunkt 
»ter  Ordn.  Da  die  Teilcurven  von  jeder  Qeraden  in  mehreren  (re- 
ellen oder  imaginären)  Punkten  geschnitten  werden,  so  ist  es  vou 
Wichtigkeit,  die  Lage  der  Teilpunkte  oder  vielmehr  die  Bestimmungs- 
gerade  genauer  zu  dcfiniren. 

Wir  wissen :  die  Entfernung  der  Beatimmungsgeraden  von  den 
Halbimngslinien  der  Winkel  ist  gleich  der  Amplitude  m\  sie  sind 
deshalb  sämtlich  Tangenten  an  den  Kreis,  den  ich  mit  m  um  den 
Scheitel  S  schlage.  Ihre  Richtnng  ist  die  der  entsprechenden  Hai- 
bimngslinie  nnd  ihr  Anfangspunkt  derjenige,  welcher  dem)  Anfangs- 
punkte der  HalbiruDgslinie ,  dem  Scheitel  S,  entspricht,  d.  h.  von 
diesem  die  Entfernung  m  hat-,  das  ist  aber  der  Berahmngspnnkt  der 
Bestimmnngsgeraden  und  des  Kreises  um  S.  Die  Bestimmnngsgerade 
eines  Winkels  ist  demnach,  genauer  definirt,  die  Tangente  an  den 
Kreis  um  den  Scheitel  S,   die,  vom  Berührungspunkte  ausgebend, 
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der  Halbirungslinie  des  Winkels  parallel  nüd  gleichgcrichtot  ist 
mtd,  vom  Scbeitel  ans  gesehen,  die  Teilcnrven  rechts  tod  der  Hal- 
biningslinie  schneidet. 

Betrachten  wir  daraufhin  die  4  Tangenten  FM,  GN,  DP  nnd 
HQ,  TOQ  denen  zwei,  närolicfa  FM  und  DP,  auf  der  Basis  senlirecht 
stehen,  während  die  heidcn  anderen  ON  and  HQ  derselben  parallel 
laufen.  Es  ergiebt  sich  dann,  dass  FAt  die  BestimmnDgsgorade  der 
Winkel  k,  5it,  9n,  .  .  .  ,  ON  die  Bestimmnngagerade  der  Winkel 
2«,  6«,  IOä,  .  .  .,  dp  diejenige  der  Winkel  3n,  7«,  II«, .  .  . 
nnd  schliesslich  HQ  die  BesÜmmnngsgerade  der  Winkel  4n,  8)i, 
12n, .   .   .    ist. 

Darans  folgt  fßr  die  Teilcnrve  I.  Ord. :  B,  C,  D  sind  die  Teil- 
punkte  der  Winkel  ir,  2k,  Sn-.  Die  Cnrvo  zerfällt  demnach  iu  3 
Teile:  das  SiOck  od  AB  enthält  die  Teilpnnkte  der  Winkel  von  0  bis 
n,  BC  diejenigen  der  Winkel  von  n  bis  2n  und  CD  die  Teilpnnkte 
der  Winkel  von  2n  bis  3». 

Ebenso  enthält  das  Stück  ooAjBj  der  Teilcnrve  II.  Ord.  die 
Teilpnnkte  der  Winkel  von  0  bis  n,  A,Ci  die  Teilpnnkte  der  Winkel 
von  n  bis  2ff,  C]D,  diejenigen  der  Winkel  von  2n  bis  3n,  D^B 
diejenigen  der  Winkel  von  3n  bie  iit  nnd  EF  die  Teilpnnkte  der 
Winkel  von  4»  bis  &». 

In  gleicher  Weise  finden  wir:  das  CnrvenstQck  rnAfB^  der  Teil- 
cnrve III.  Ord.  enthält  die  Teilpnnkte  der  Winkel  von  0  bis  n  nnd 
die  Stacke  fl»C„  C,D„  Z>,E„  E,F,,  F^G,  Öß  bzhw.  die  Teilpnnkte 
der  Winkel  von  n  bis  2n,  von  2n  bis  3n,  von  3n  bis  in,  von  4^ 
bis  5it,  von  5n  bis  6",  von  6n  bis  7n. 

Wir  können  also  tbeoretiscb  mit  Hälfe  einer  Cnrve  nter  Ord. 
«Ue  Winkel  von  0  bis  (2n-f  l)n  in  (2n-1-I)  gleiche  Teile  teilen. 

Praktisch  läast  sich  dies  jedoch  nisht  dnrchfahren ,  schon  des- 
wegen, weil  wir  die  Cnrven  nach  beiden  Sichtangen  hin  nur  nnvoll- 
ständig  constrniren  ItfBnen.  FQr  die  Ausfahmng  der  Teitnng  ist 
dieser  umstand  ja  auch  bedeutangslos ,  da  wir  durch  Zweiteilnng 
bzhw.  wiederholte  Zweiteilnng  die  Teilung  eines  grässeren  Winkels 
stets  anf  diejenige  eines  kleineren  zurttckfähren  kOnnen,  nnd  um- 
gekehrt. 

Anmerknng  I.  Es  ist  selbstverständlich,  dass  die  Amplituden 
aller  Cnrven,  die  sncceasive  anseinauder  entstehen,   einander  gleich 
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Bind.  Wir  wollen  alle  derartigen  Corren  mit  gleicher  Amplitude 
correepondirende  Gurven  nnd  eine  nnunterbrocbene  Reihe  solcher 
correBpondirenden  Cnrren  eine  Corvenreibo  nennen. 

Jede  Cnirenreihe  ist  nttttrlich  nneodllch  groBa. 

Anmerkang  2.  Bei  der  Herslellni^  der  Modelle  der  Cnrven  II. 
nnd  höherer  Ord.  stotsen  wir  aof  gewisse  Schwierigkeiten,  die  Bich 
inf  verschiedene  Weise  fiberwinden  lassen.  Wie  z.  B.  Fig.  YI  zeigt, 
werden  wir,  damit  der  Schenkel  TN  des  rechten  Winkels  2NL 
dnrch  den  Pankt  B  gelegt  werden  kann,  das  Modell  P^LLfWZB 
der  Cnrve  I.  Ord.  P^L  in  die  beiden  Teile  YLI^WZBC  mA  P,YXB 
zerlegen. 

Wir  lassen  dann  den  Punkt  L  sich  zna&chBt  anf  dem  Cnrven- 
BtfickXF  nnd  daranf,  nach  Einschaltung  des  Vierecks  PiYZB,  anf 
TPx  fortbew^en. 
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Ueber  das  Problem  eine  Fläche  zweiten  Grades 

in  einem  der  Gestalt  und  Grösse  nach  gegebenen 

Kegelschnitte  zu  schneiden. 


Das  Problem,  eine  Oberfläche  2ten  Grades  in  einem  der  Gestalt 
nnd  OrdsBe  nach  gegebenen  KegelBchnitte  za  schneiden,  bietet  trotz 
eines  elemontgren  Charakters  doch  viel  Interessantes.  Die  Betrach- 
tnng  von  sehr  mannigfaltigen  Combinationen  von  Fl&chen  2  ler  Ord- 
nnog  nnd  Kegelschnitten  löst  sich  in  die  von  Baumearven  3ter 
Ordnung  anf.  Dieselben  hangen,  falls  der  gegebene  Kegelschnitt 
cdne  Ellipse,  Hyperbel  oder  Kreis  ist,  ihrer  Species  nach  nnr  von 
der  gegebenen  Flüche  ab,  degeneriren,  falls  die  Flftche  Botations- 
flftche  ist,  in  3  Gerade  nnd  geben  in  ebene  Cnrven  3ter  Ordnung 
Ober,  wenn  der  Kegelschnitt  eine  Parabel  oder  gleichseitige  Hyperbel 
ist.  Eine  Ansnahme  bildet  das  Paraboloid,  bei  dem  die  Unter- 
snchnng  direct  an  einer  sich  ergebenden  Cnrre  höherer  Ordnung 
aafgestellt  ist.  In  den  weniger  complicirten  Fallen  I&sst  sich  allge- 
mein die  Frage  entscheiden,  wann  die  gegebene  Fläche  in  einem 
gegebenen  Kegelschnitte  geschnitten  werden  kann  oder  nicht  Es 
lauen  sich  auch  die  Beweise  vieler  Satze  der  analytischen  Geome- 
trie als  specieller  Fälle  der  allgemeinen  Lflsnng  des  Problems 
fahren;  dieselben  sind  jedoch  hier  ihrer  Einfachheit  wegen  nnter- 
lassen  worden. 
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1 1.    Rediction  des  Problems,  ««im  dl«  ^e^ebeae  Flieke  ti& 

ElUpaold,  HfperlKiIold  oder  Ke^el  tat,  inf  die  DtaennloD   einer 

Banmenrre  dritter  OrdniiDf . 

Es  sei  eine  Fläche  2ten  Orades  gegeben,  deren  Gleichung 
«w'+V+'W*— 1-0 
ist,  welche  je  nachdem  a,  b,  e  positiv  oder  n^iativ  sind,  ein  Ellip- 
Boid.  ein  ein-  oder  zweischaligcs  Hyperboloid  darstellt  Diese  Fläche, 
welche  wir  im  Folgendem  dorch  das  Symbol  [a&e]  bezeichnen 
wollen,  soll  dnrch  eiue  Ebene  in  einem  der  Qeatalt  nnd  Grösse 
nach  gegebenen  Kegelschnitte  geschnitten  werden.  Diese  Ebene  sei 
durch  die  Gleichung 

«x+ey-j-ici  — p  —  0 

gegeben,  nnd  wir  wollen  sie  dnrch  das  Symbol  [avw]  bezeichnen 
Um  den  gemeiusameu  Schnitt  der  Fl&che  [a£c]  und  der  Ebene 
[ucw]  zu  erhalten,  fuhren  wir  ein  neues  System  mit  den  Variablen 
I,  1),  i  ein,  dessen  Mittelpunkt  der  Fusspnekt  des  Lotes  von  dorn 
ursprQnglichen  Coordinatenaufong  oder  Mittelpunkte  der  Fläche  anf 
die  Ebene  [ueu?]  ist  und  dessen  £-Achge  die  RidituDg  dieses  Lotes 
hat. 

^-P^-\-fi+fn'^f"i 

Hier  ist  unserer  Toranssotzung  nach  f"  =  u,  g"  =  r,  h"  —  w. 

Transformiren  wir  die  Gleichnng  der  Fläche  [abc]  in  Bezog 
avf  die  nenen  Coordinaten  nnd  setzen  in  der  so  erhaltenen  Glei- 
chung £  —  0,  so  haben  wir  die  Gleichung  des  dnrch  deu  Schnitt 
der  Ebene  [ueu]  und  der  Fläche  [abe]  herTorgebrachten  Kegel- 
schnittes : 

''(pt.+/'|-|-A)»-t-6{pr+sH-s'i!)'+e(|>«-|-A?-l-Ä',)»-l  -  0 

Schreiben  wir  die  Gleichung  des  Kegelschnittes  in  der  Form: 

aiH®'?'+2eii)+2S)5-f  2^1,-1-3  -  0 


so  ist 


8l  =  «/«-|-aj»+cAS 

Sd  =  af*  +  bg-*+ch'* 
^  =  afr  +  bgg'  +  ckh' 
D  —  p(afu+bgv+ehw) 
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Eiu  Kegelschnitt  ist   vollBtändig  beBtimmt,   wenn  seine  Achsen 
A  and  Ji  bostimmt  sind,  oder,  was  dasstilbe  ist,  wenn  die  ÄnsdrQeke 

-it'\'  ~Ki  i"i<^  ifl  '   R>   it*^   Werte    haben.     Ans   den  AnsdrOcken 

^  H-  M  und  j-, .  oi  ist  ein  aeaer  zu  bilden,  der  fflr  die  folgenden 
Entwickdangen  geeigneter  ist: 

In  dem  gegebenen  Kegelschnitte  seien  diese  Ansdrllcke  bestimmt, 
indem 

ist.  Sollen  oau  die  Achsen  des  durch  den  Schnitt  der  Ebene  [uoicj 
und  der  Fläche  [abe\  entstandenen  Kegelschnittes  A'  and  B,  gleich 
A  und  B  sein,  so  mnss 


i+i-.-i=  .«d  (i:+|;)'= 


■oio.  Ita  nan  A'  und  B'  durch  u,  o,  to,  p  sich  aasdracken  Lassen,  so 
werden  sich  2  BedingnngsgleicfaaDgen  fOr  diese  Yariabten  ergeben. 
Um  die  Ansdrücke 

za  bilden,  mflssen  wir  zuerst  die  Discriminante  des  Kegelschnittes 
berechnen 

l''f+f>g*+ch*  afu+bgt>-\-ehw        aff-\-bgg'-\-clih' 

i  ~p*\  aff-^-bgg'+chh-  a/ u+bg' t>+eh' w     af-\^'*+ch-* 

aftt-\-bgif\-^u>  ai»*4-^*-|-<'"'*  a/'w+ij'p-j-cA'io   i 

I  a/'+bg'-i-eh*  afZ+bgg'+M' 

«ff'+bgg'+ckh'  af+bg-'+ek'* 


i  —  — p»<ift«| 


9  g"  " 
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Da 

u—gh'-hg',     v  —  hf'-fh',     u>~.fg-~gf 
BU    lEt 

Ferner  ist 

Jetzt  kOoneii  wir  die  AusdrOcke  2^+0^  und    (4+ p) 
bilden.    Zugleich  sehen  wir  den  Grnnd  ein,  wirnm  -tt,  .   -^   darch 
i'g  "¥  'T)  oraetzt  wurde.    Denn,  da 

J.       J_       («e-g«)' 

ist,  würden  wir  sechste  Potenzen  von  u,  «,  w   orbalten ,  was  dnr  1^ 
Einfithrung  des  Anedmcks 

(A'ff\*      Ot  +  g)« 

vermieden  ist 

Wir  fuhren  nun  folgende  Bezeichnungen  ein,  die  sich  sp«ter 
als  zweckmftgsig  erweisen. 

81  +  ©  =  a{««+»«)+J(««+,.«)  +  <,(w«+t.«)  -  ü 

äS_a>  =  6c««  +  act.«  +  a6,c*  = V 

Ä  =  ~|,«a!iö+ic«'+oct.'  +  a*iD«    —  .    .    .    .  IV 

Alsdann  nehmen  die  Bedingungsgleichnngen  ftkr  «,  t>,  «>,'p  die  Form 
an: 

RW~VV  —  %       5K— ü'  =  0,       r— »»+e«+w«  =  l 

Diese  Oloichnngen  sind  h&chstens  vom  4ten  Grade  in  Bezug 
anf  die  Ver&ndertichen  u,  v,  tc.  Wir  ersetzen  die  directe  Unter- 
BDchnng  der  dnrch  die  Bedingnngsgleichnngen  dargestellten  Cure 
durch  die  Untersuchung  einer  Ranmcnrve  dritter  Ordnung,  welche 
zu  diesen  Gleichungen  und  den  Grössen  u.  v,  w  in  einer  einfachen 
Beziehung  steht.    Fabren  wir  nftmlich  die  Sabstitntton  du: 
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r 

Setzen  vir    l—  -  U,    so  folgt: 

ü  ,  ,  r     „    SK  ,  .  (/     ,     Rw  ,  ,  v 

Die  DiviBion  darch  p*  ist  nicht  erlaabt,  wenn  p  —  0  ist,  also 
wenn  die  Scbnittebene  [tteu]  darch  den  CoordiDatenaafang  geht, 
in  welchem  Falle  ihre  L*ge  direct  aas  den  obigen  Gleichungen  ssn 
bestimmen  ist  Es  ist  aladann  W—  V  nnd  ned  die  Oleichnngen 
nehmen  die  Gestalt  an: 

Ä* 

Aon  diesen  3  Qleichnngen  sind  die  Werte  h,  u,  w  za  bestimmen. 
Die  3  obigen  Gleichungen  stellen  3  projectlve  £benenblUchel  dar, 
welche  eine  Ranmcnrve  3ter  Ordnung  erzeugen.  Einem  Pnokte  x', 
r',  ^  der  Baamcorre  enlaprechen  die  Werte 

»-±pV?,    «-ipV?,    «-  =  ±pV/ 

also  die  Ebene 

±  V«' .  «  ±  Vy' .  y  ±  V/  .  «  -1  -  0 

wo  y,  y,  *  die  Terftnderlichen  sind.  Die  Gleichung  stellt  8  sym- 
metrisch zu  den  CoordinatenebeneD  gelegene  Ebeneo  dar,  eotspre- 
cbeod  den  8  Zeichencombioationen  TOn  ±  Va:',  +  Vy',  ±  Ve'. 

Ferner  eotipreehen  nach  dieser  Abbildwng  nur  Punkten  der 
Banrocorre,  die  im  Iten  (pos.)  Octanten  liegen,  reelle  Ebenen.  Die 
zu  nntersnchende  Raomcure  ist  als  Scbnitt  Ster  projectiver  El>enen' 
boschel  gegebon: 

S)    S(J«w+o«y+ai.)  +  ll(6+«)«+{o+c)y+(a+dM-0 
Die  Achsen  dieser  Bascbel  sind  za  bestimmen  aas  den  Gleichungen : 

2)  Ä(6ci+acy+«6»— o*c)  =  0;     fr««+acy+o6«  =  0 

3)  S(i*«+a«y+a6a)-0;     (6+<;)^+(<.  +  '')y+(«+S)' -  0 

Ist    if  —  \B,    nnd    A  =  B,,    so  ist 
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Wenn    £  =  ,S  —  0    iet,  so  redncireu  sich  die  Gteichaogea 

ItW~UV~0    ond    SV—V*  —  0 

anf  die  Ulei^nng  U  —  0 

In    diesem,     die    gleichaeitige   Hyperbel    charakterieiretideD    Falle, 

mOssen  wir  die  Anedracke -^-f  ^  und  -7,.    „i     benntzen,     weil 

R  —  O  ist  and  irir  darcb  Uultiplicalion  mit  R  die  2  to  Bedingitngs- 
gleichnng  verwiBcbeD. 

Sehen  wir  also  von  dem  spociellen  Falle  der  gleichseitigen 
Hyperbel  ab,  so  Eiod  die  Achsen  der  3  Boschsel  gegeben  durch  die 
Gleichnngen: 

1)  lb^e)x-i-ia+c)y+(a  +  b)z-0;      <t+y+ii~0 

2)  bex+acy+abz-abe  —  0,      bcx+aey+abz  =  0 

3)  8<T«+acy+a6»-0;      (i+'')«+(''+c)»+{<i+6j.  =  0 

Ans  einer  eingehenden  Betrachtung  der  gegenseitigen  Lage  der 
EbenenbüBchel  nnd  ihrer  Achsen  unter  Berfickaichtigang  ihres  Ter- 
bältnisses  zn  der  unendlich  fernen  Ebene  ergiebt  sich,  dase  die  zn 
nDtersncbende  Ranmcnrve  als  Schnitt  von  3  Flächen  zo  erhalten  ist: 
einem  Paraboloid,  parabolischen  Cylinder  und  Kegel.  Sie  enthält  3 
onendJich  ferne  Pankte ,  von  denen  aber  2  znaammenfallen,  so  dass 
die  aneodlich  ferne  Gerade  die  Ranmcnrve  berabrt.  Nach  Lcyde- 
witz  ist  also  diese  Ranmcnrre  eine  dnrcb  den  Coordinatenanfang 
gebende  parabolische  Hyperbel. 

Ist  die  gegebene  FIftcbe  ein  Kegel,  dessen  Gleichung 

ist,  so  ist  die  Discriminante 

«  —  —  p*abe 

nnd  wir  gelangen  dnrcb  dieselbe  Snbstitntion,  wie  pag.  18B  znr  Dis- 
cuEsion  einer  Ranmcnrre  3ler  Ordnnng,  welche  durch  die  3  pro- 
JecUven  Ebenenbflscbel 
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B)         2)     S(om+09+07-abe)  +  Hbex+acy+abx)~.0 

3>    8{bcx+a<:i,+abz)+mb+o)x+lii+c)y  +  (,a+bM'.0 

eraengt  nin).  Auch  hier  iddsb  der  Fall  der  gleichsGitigeii  Hyperbel 
uugeschloBsen  worden.  Durch  ganz  an&loge  Betrachtongea ,  wie 
TOrhin,  gelangen  wir  za  dem  Resultate,  dass  diese  Raamcurve  eiue 
bobiscbe  Parabel  ist 


I  2.    Die  DaratellnMf  der  BanmcarTC  doreh  einen  Parameter  nnd 
Ihr«  Betlehing  n  dem  irsiTcbeDeD  Frobleiu. 

Ads   den    Gleichnogeti   (A)  drOcken   wir   die  Coordioaten   der 
Banmcurve  durch  den  Parameter  l  aas 

1)     {b+c+l)x+{a+c+l)9+(a+b  +  k)z-0 
A)        2>    be(R+i)x+ae(R  +  l)s+iA(B-\-k)i  —  Babe  —  0 
3)     {3bc-{-Hb+c)\^+lSac+Ha  +  c)\i, 


J  —  (Ä+i)(c— a)(c~6)(i  — <»)i* 
Die  Coordinaten  der  Raamcnrve  sind  demnach  ansgedrackt: 


Rabe  ,  ÄoJe 


(«-*)  ("-«)* 


*J  +  ty+jfe,   —   0 

SO  daas  diese  Coefficienten  nicht  zugleich  dasselbe  Yorzeichen  haben 
können. 
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Wir  stellen  die  Forderang  (pag.  169),  es  sollen  m,  y,  x  positiv 
sein  nnd  ontenachen,  in  welchen  Grenzen  sich  i.  bewegen  mass, 
damit  diese  Fordsning  in  jedem  Torliegenden  Falle  erfüllt  sei.  Die 
Coeffieienten  h  haben  von  l  unabli&ngige  Werte.  Gb  bliebe  also 
übrig  den  Verlauf  der  Fanctioa  f(l,  t)  zn  verfolgen.  Die  Coeffiei- 
enten a,  b,  c  der  Fläche  [oie]  kOnnen  positiv  oder  negativ  sein,  so 
daas  wir  2  Hanptf&lle  '  >  0  nnd  i  <  0  unterscheiden  mSssen. 

Die  Function  /{k,  t)  hat  2  Nnllpnnkte 
ii(-5(-S-|-Vs(S^))  and     Xsi  —  U-S-^m~i)) 


Bilden  wir 

BO  sehen  wir,  dass  die  Quadratwurzel  V^fiS — I)  immer    ausziehbar 
ist,  da  sowot  S  als   auch   S— 4  vollstflndige  Quadrate   sind.     Nnn 

Jfl      &  B*      A* 

kann  der  Wert  der  Wurzel  gleich  ^  —  7»  oäei  p  ~  «  Min. 

Wir  setzen  fest,  dass  immer  deijenige  von  den  beiden  Werten 
genommen  werden  soll,  welcher  positiv  ist  Auch  in  allen  anderen 
Fällen,  WO  eine  Grösse  unter  der  Quadratwurzel  ein  vollständiges 
Quadrat  sein  wird,  werde  durch  das  Wurzelzeichen  der  positive  Wert 
der  Quadratwurzel  bezeichnet.  Die  2  Uuendlichkeitsp unkte  der 
Function  f(,k,  t)  sind 

j,  —  _  fl      und      i4  =  0 

Femer  ist  zu  berficksichtigen,  dass,  wenn  eine  Ellipse  ausgeschnitten 
werden  soll,  S  >  4  sein  mnss. 

Ist  in  der  Hittelwert  zwischen  A  nnd  B,  so  ist 

A  —  m-t-«    und    B  —  m~c 
BO  dass 

ist.    Bei  der  Hyperbel  ist 

-(^^r-(Ä+'?)'"-("ff)'«' 
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Ferner  iflt   R  bei  der  Ellipse  stets  positiv,   bei  der  Hyperbel 
dagegegen  positiv  oder  negativ.    Bei  dem  Kreise  ist 


■Ö+!)'- 


ii  Ä  —  B   ist.     Kach  diesem  Schema  werden  wir  die  Falle  der 
£Uipse,  des  Kreises  ood  der  Hyperbel  za  unterscheiden  haben. 

i  >  0.    I)  S>  4,  Ä  >  0  .   .  .  EUipae  1«  <  i»  <  0,  i,  <  0 


2)     lw<i,<ln<0 


U)S  — 4,Ä>0.   .   .Kreis  (lii -i»i  <0,  As <0) 
ni}S<0,Ä^O.   .   .  Hyperbel  (In  >  0,  1h  <  0,   i,^0) 


2)     il«<l«<0<iu 


Der  Fall  II)  fflbrt  anf  die  bekannten  Kreisschnitte. 

üie  Fnnctien  /(l,  0  kann  das  Zeichen  nnr  dann  ändern,  wenn 
sie  darch  einen  Null-  oder  Unendlichkeitspnnkt  geht.  Da  es  ans 
nnr  auf  das  Vorzeichen  von/(il,  0  ankommt,  betrachten  wir  diese 
FoDCtion  in  Bezng  anf  die  4  Punkte  lu,  Ü2i,  l»  ^^ 

Im  Falle  I)  ist  fit,  i) ,  wenn  (  eine  beliebig  kleine  Zahl  sein 
soll,  nnbedingt  positiv,  einerlei  ob  el>0  oder  t  <iO  ist  Wir 
kSuDcn  nan  den  Verlauf  der  Function  /()•,  t),  in  sofern  sie  ober- 
balb  oder  nnterhalb  der  il-Achse  sich  befindet,  wenn  wir  die  k  als 
AbKissen  und  /"(A,  t)  als  Ordinaten  anflragen,  zeichnen,  wenn  wir 
noch  berflcksichtigen,  dass      lim     /(il,0^O  nnd      lim     A^iO'C.O 

1  — -|-oo  1 00 

bestindig  ist.    (S.  Beilage.) 

Ink.  t.  Uath.  ■.  Pkjk    3.  Btik*.  T.  XII.  IS 
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Im  Falle  III)  ist  /.(*,  0  positiT  oder  negativ,  je  nachdem  B^  0, 

oder  je  nachdem  ij  ^  0.    Demnach  liat  f{t,  t)   immer  das  Zeichen 

der  QröBBe  i,.    (S.  Beilage.) 

Ist   t-CO,   Bo  gesUttet  sich   der  Verlauf  der  Function  /(l,  <) 
andera.    Wir  haheu  alsdanQ  folgende  Falle: 

*  <  0.      I')  S  >  i,  R  >  0  .   .   .  Ellipse  (iu  >  1»  >  0,  i,  <  0 
II')  5  =  4.  Ä>  0.   .   .Kreis  {Ai(  =  ilj,>0,  1,  <  0 

III')  S<0,  Ä^O.   .   .  Hyperhel  (ia>  0,  iii<0,  ij  ^0) 


2)  iu  <  i,  <  0  <  iii 

3)  In  <  0  <  1,  <  1» 


Der  Fall  II')  ist  erledigt.  Der  Veriaaf  der  Cnrven  im  Fall» 
III')  ist  analog  dem  im  Falle  III),  nnr  daas  iit  nnd  lu  vertanscht 
sind,  (lieber  den  Verlauf  der  Cnrve  im  Falle  I')  siehe  Fig.  III,  1  bis  4.) 

Zur  Uebersichtlicbkeit  stellen  wir  die  gewonnenen  Resnltate  in 
einer  Tabelle  zusammen. 

^(1,  0  >  0,  wenn 
/    I)  5>4,  Ä>0 


1)  i.  f  i«<lii<0 


2)  ht<.h  <liKO 

3)  l2,<li.5;8  <0 


/■(i,  i)< 0,  wenn 
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A»,')>o,  » 


lU)  Ä<0,  s^ 

1)  1.  ita<0<li. 

3)  Jsi<0  <J,<li, 
«)  »a<0<i.ij. 


/(l,  1)< 0,  W81111 


/(J,  1)  >  0,  »enn 

r)  ä>4,  J!>0 

m')  s<o,  H^o 

',<'<.«;  'ai<'<+'^ 

AI,  i)<0,  wenn 

1) ».  ljii<;o<Ji» 

i,  ilfii.i  te<i<+« 

2)  »«<».  <0<i!. 

3)  li.<0<i,  <ll. 

4)  Ju<0<teS. 

liKKfen  »,<»<+» 

[')  S>4,  «.0 

in')  3<fii  Ä<o 

!■)  S>4,  Ji>0 

/•(l,  0  <  0,  wenn 
—  <1<V,  »ii<l<ta 

lat  1  gleich  dem  Grenzwerte  ;tii  oder  l2t,  so  ist 

/(i,  0  =  0 
In  den  FUlen,  wo 
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]96  ^r^ieri   U*t*r  dai  Problem  ein«  ^Sche  zamlm   drttdtt  m  «um 

hl  =  ij    oder    Ist  —  l» 

ist  f[l,  t)  DuboBtimmt,  da  es  deo  Wert  %  KDuimmt.  Han  kann  in 
jedem  Falte  den  Wert  der  Fanction  bestimmen,  iodem  man  Zähler 
und  Nennor  differentjirt  Die  Gleicbhejtszeichen  in  den  Wertgebieten 
der  l  sind  far  diese  Fälle  biningefagt. 

Nachdem  irir  in  dieser  Weise  die  Fnoction  /(k,  t)  voUstäadig 
nuterancbt  haben,  gehen  vir  zn  der  Ranmcarre  Ober.  Da  die  ge- 
suchten Schnittebenen  nnr  dann  reell  sind,  wenn  die  Punkte  der 
Baamcnrre  im  1  ten  Octanten  liegen,  so  ist  es  von  Wichtigkeit,  die 
Lage  derselben  in  Bezog  auf  den  Itcn  Octanten  in  jedem  Falle 
bestimmen  xa  kftnnen.  Es  varen  die  Coordinaten  der  Kaumcnrve 
ansgedrQckt: 

wo  ti,  iy,  k,  durch  S,  a,  b,  e  aasgedrQckt  sind.  Ein  Fnitkt  der 
Kaamcnrve  liegt  im  Iten  Octanten,  wenn  x,  y,  «  zugleich  positiv 
sind.  Ist  die  Fläche  gegeben,  also  a,  d,  e  bekannt,  and  auch  der 
Kegelschnitt  festgezetzt,  also  R  und  iS  zu  bestimmen,  so  bietet  die 
Berechnung  der  Coefficienten  it  keine  Schwierigheit.  Entsprechend 
den  Vorzeichen  von  k  sind  alsdann  f{l,  a),  fij-t  &},  /TiU  c)  so  zu 
wählen,  dass  sc,  y,  «  positiv  resoltiren. 

Wir  betrachten  die  Function  {[i,  i)  jedesmal  von  den  4  Punkten 
ku,  kv,  i-i,  I4  ansgebeod,  die  mit  +  '^  »»d  —  oo  immer  die  Grenzen 
bestimmen,  innerhalb  deren  sich  Jt  bewegen  mass,  damit* /"(l,  () 
sein  Zeichen  beibehalte.  So  tretou  auch  für  die  Fanctionen  {\,k,a), 
f[l,  b),  AK  c)  jedesmal  die  Grenzwerte  auf: 

Xit,  Xic 
Da 

nil^a)—f(X^,  a)— 0 

ist,  so  entsprechen  den  Werten  lia,  Isn  Punkte  in  der  yx-£bene  {x—0). 
Es  mOgen  den  Werten  ilia,  kixi,  la.  In,  lu,  Ise  die  6  Punkte  Py,', 
iVi",  Pii,  i>f",  Pxg,  Pit  entsprechen.  Die  Keibenfolge  dieser  6 
Punkte  hängt  von  der  Belhcnfolgo  der  6^- Werte  ab,  von  dem  klein- 
sten zum  grCssten  gezählt.  Die  Ranmcurvn  kann  in  den  ersten 
OctaLten  treten  resp.  aus  ihm  heraustreten  nur  durch  die  6  Paukte 
P,  i"  und  00,  wie  auch  0,  welche  den  obigen  l-Werten  entspre- 
chen, die  in  der  Tabelle  ausschliesslich  als  Greuzwerte  auftreten. 
Wir  bestimmen  also  in  jedem  gegebenen  Falle  die  Werte  lin,  Aia 
X\\,  A»,  lit,  Xit  nnd  Ag  und  tragen  sie  der  grösseren  Anschaulichkeit 
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wegen  auf  einer  Geraden  ab.  Darauf  beBtimmen  wir  das  Gebiet 
der  1-Werte,  fllr  welche  fl,l,  a)  das  passende  Zeichen  hat,  indem 
wir  den  den  Werten  lu,  ij,,  ij,  i,  entsprechenden  Fall  in  der  Ta- 
bdle  anbochen.    Ebenso  verfabren  wir  mit  /(^,  b) ,  f{l,  e) ,   wobei 

t  ^  0,  ja  nachdem  a,  b,  e  grosser  oder  kleiner  als  0  ist.  Das  ge- 
meinsame Gebiet  dieser  3  besonderen  Gebiete  ist  daqenige,  far 
welches  /(l,  n],  /(l,  b\  /(A,  e)  zugleich  das  richtige  Zeichen  haben, 
für  welches  also  x,  y,  x  zugleich  positiv  sind.  Allen  Werten  X  in 
diesem  Gebiete  entsprechen  Punkte  der  Raumcurre,  die  in  dem 
Iten  Octanlen  liegen,  nnd  allen  diesen  Pankten  entsprechen  reelle 
Ebenen,  welche  die  gegebene  Fl&che  in  dem  gegebenen  Kegelschnitte 
schneiden.  Die  Lage  der  Schnittebenen ,  welche  continuirlich  und 
zwischen  2  Orenzebenen  verlaufen,  die  im  allgemeinen  einer  Achse 
der  PIfiche  parallel  sind,  da  ftlr  die  Grenzwerte  i»,  ht  -—*>,  y,  oder 
(  Torschwindet,  Ändert  sich  allmählich  Tritt  ^  als  Grenzwert  auf, 
so  haben  wir  den  frtlher  aasgescblossenen  Grenzfall,  wo  p  —  0  ist, 
die  Schnittebene  also  durch  den  Coordinatenanfang  geht.  Im  spe- 
cicUen  kann  die  Grenzebene  auch  einer  Coordinalenebene  parallel 
lanfen  n&mlich ,  wenn  2  Wurzeln,  z.  B.  ist  und  Xu  zusammenfallen 
und  zugleich  als  Grenzwerte  auftreten,  wie  ans  dem  folgenden  Bei- 
spiele zn  ersehen  ist.  Die  Werte  +od  und  —  oo,  welchen  die  un- 
endlich ferno  Ebene  als  Schnittebene  entspricht,  kOnnen,  wie  ans 
der  Tabelle  leicht  zn  ersehen  ist,  nicht  als  Grenzwerte  auftreten. 

Es  sei  z.  B.  die  Flache 

gegeben,  und  es  soll  dieselbe  in  dem  Kegelschnitte 

geschnitten  werden. 

a-4,    ft-l,    ö=l,    ^-1,    B-J,    Ä- 4-1-1 -5 

la»  —  —  §,    läi  =  —  i,    i2c  =  —  5 
Die  Brnhenfolge  der  i-Werte  ist 
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J,  =  Aite  <  la»  =  lu  <  iaa  <  li»  <  Jii. 

i.  -I,      ty--4,      *.  -^,      fe  +  »,  +  t,  =  0 

Es  mnsB  /"(l,  o)  >  0,  AI,  i)  <  0,  /[J,  e)  >  0  sein,  wobei  wir 
Qberall  den  Fall  I),  1)  za  nehmcD  ti&ben. 

Fflr  alle  k  grosser  als  Ha  mid  kleiner  als  Ita  haben  wir  Pankte 
der  Kanmcorve,  die  im  Iten  Octanten  liegen  (-^  f  ■<  i  •<  —  j)- 
8ci  z.  B.    1  —  —  1.    Alsdann  ist 

^-     ,    „       1       .        31  ,11.1  ,5 

A-1,  1)  -  i,    »  -  288.       s  -  37255.       •  -  95 

Die  Gleichnng  der  Schnittebene  for    jt  —  —  1    ist: 

D«ini  Grenzwerte  Isa  entspricht  eine  Ebene  parallel  znr  x-Achae 
and  dem  Grenzwerte  In  —  ^li  eine  Ebene  parallel  zur  yi-Ebene. 

Ist  die  gegebene  Fl&che  ein  Kegel,  dessen  Gleicbung 

<w:*+63,"  +  ei»  — 0 

so  lässt  aicb,  wie  wir  bereits  pag.  190  gcsebeu  haben,  das  Problem 
anf  die  Discussion  einer  kubischen  Parabel  reduciren,  und  zwar  sind, 
wfo  aus  dem  GlclubangEystem  (B)  zu  berechnen  ist,  die  Coordinaten 
derselben  gegehen: 

x~t.j.Fa,a),    y^^iT^U,  *),    5  =  *.J="(i,c),     wo 

Rabe  Rahe  Rabe 


~(a-b){a-ey      '"       {b-a)(b-cy 


Wir  berücksichtigen  die  Falle  der  Ellipse  (S^i)  und  Hrperbel 
(jS  <  0)  —  R  kommt  in  Fi}.,  t)  Überhaupt  nicht  vor  —  und  ge- 
langen zur  folgenden  Tabelle. 
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Fii^,  t)  >  0,  wenn  f  (i,  ()  <  0,  wenn 

|S>4jO   «Kli.;  Ja<l<=o         j-oo<l<Oi  hi<^<ht 


f  S.    DIsmuslok  dw  ProbleuB,  wein  die  g«rebeiie  Flteka 
Botattoufliehe  bt. 

Die  obigen  Betrachtongeu  wnrdeii  unter  cier  (pag.  192)  Bo- 
dingnng  gomacbt,  dus  die  Flftche  [oiej  keine  Rotationsfläche  Bei. 

Ist  dieflGH  der  Fall,  ao  wird  die  Darstellang  der  Raumcnrve 
durch  den  Parameter  \  illnsorisch.  Die  3  EbenenbQschel  nebmen, 
wenn  wir  beispielsweise    b  —  c    festsetzen,  die  äeetalt  an: 

1)  (26+i)a.+{<i+6+i>(y+«)  -  0 

2)  J»(Ä+i),  +  aft(JJ  +  J)fjr+.)  -  Rab* 

3)  (S6«  +  2»)ir+{5fli+l(a+6)l(s+a)=0 

Die  Determinante  der  Coefficienten   der  Variablen   in   diesem  Olei- 
dinngnsystem  ist  gleicb  nnll. 

Betrachten  wir  die  Bflschel  (1)  und  (3),  so  ist  zn  ersehen,  dasi 
beide  Oleichnngen  fQr 

«  -  0,      y+«,-  0 
befriedigt  lind.    Demnach  ntnss  die  Gerade 


welche  für  jedes  i  in  den  Ebenen  beider  EbenonbQscbel  enthalten 
iat,  die  Achse  derselben  sein.    Die  Richtnng  dieser  Achse  im  Räume 

Ist  gegeben  dnrch  die  Kichtnngscos.  0,  —  — ;„•  '^~y    ^'^  Richtnogs- 

cos.  der  Ebenen  des  ParallelebeDenbOscbela  (2)  sind  p£*(fi-(-'^)t 
f(ah{R-\-l),  (ial>(R-\-l\  SO  dass  beide  Richtungen  anf  einander 
senkrecht  stehen.  Es  ist  also  die  Achse  der  coazialen  Ebenen- 
bBscbel  (1)  und  ["*)  d.  h.  die  Gerade 

in  einer  Ebene  der  Schaar  (2)  enthalten.  Dieser  Ebene  des  BOscbels 
(3)  entsprechen  2  Ebenen  in  (1)  nnd  (3),  die  dnrch  die  Gerade 
«  —  0,      y+«  —  0 
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hindarchgeben  müBsen,  so  dass  diese  Gerade  sieb  offenbkr  von  der 
Curve  loBgelÖBt  bat.  Die  BauracnrTe  kann  aber  nur  in  eine  Gerade 
und  einen  Kegetscbnitt  oder  in  3  Gerade  zerfalleii.  Letzteres  ist 
wirklicb  der  Fall.    Es  ist  nicbt  scbwer,  ansser  der  Geraden 

nocb  2  ZQ  finden,  welcbe  sieb  ebenfalls  von  der  Carve  losgelöst 
baben.  Wir  aneben  die  Doppelebenen  der  Bflscbel  (1)  und  (3), 
welcbe  wir  erbalten,  indem  wir  X  den  Wert  geben,  der  ans  der 
Gleicbnng  resaltirt.- 

j  26+i  a+b  +  X  I 

{a-i)(l»+lS6+56*)  -  0 
Da  a — b  ^  0,  so  mDBS 
also 

h~  |(-s±Vs(Ä=i)) 

tsin.    Geben  wir  also  l  den  Wert 

oder 

iai  =  l(-S-Vs(»~i)) 

so  fallen  die  entsprecbenden  Ebenen  der  BSscbel  (1)  nnd  (3)  zn- 
sammen,  und  der  Schnitt  mit  den  entsprecbendeD  Ebenen  der  Pa- 
rallelebenenschaar  wird  die  2  gesuchten  Geraden  liefern. 

(26+A)«+(«+6+J)(y+.)  -  0 
6»(Ä+i)*+ai(Ä+A)(y  +  ,)  -0 

1_|0  a+6  +  i|  l_\2b+l         0         I 

J  \  Rab'      ablR-\-l)\'      *"•"         <i  |  i«{Ä+i)    Sab'\ 

^  =  6(Ä  +  i)(a-6)(6+i) 

Die  3  Geraden,  in  welche  die  Banmcarve  im  Falle  b  =  c  zerfUlt, 
sind  demnacb 

1)    m-0,    y+«-0 
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Rab(a+b+ln) 
^1     '-       (Ä+A«)(6  +  i,i)(o-6) 

>'"•"•  ~  (Ä+in)  (Ä+ lu){a-6) 

,  Baa(2ft  +  AM)     __ 

wo  Ir».  1»  bekannte  Werte  haben.  Eb  ist  zu  bemerken,  da» 
diese  3  Geraden  parallel  laufen ,  also  aicb  im  anendlich  feroea 
Ponkte  schneiden. 

Hiermit  ist  eigentlicb  das  Problem  im  Falle,  dasa  die  gegebeoe 
Fläche  ein  Rotati oo seil ipsoid  oder  Hyperboloid  ist,  gelQit.  Denn 
man  braucht  nur  die  Gleichungen  der  Geraden  zu  bestimmen  und 
die  Ponkto  derselben  im  1  ten  Octanten  auf  die  bekannte  Weise 
abzubilden,  nm  die  gesuchten  Schoittebenen  zu  erhalten. 

Von  der  Geraden  (1)  ist  nur  der  Punkt 


wesentlich ,  dem  die  unendlich  ferne  Ebene  entspricht,  da  die  an- 
deren Punkte  nicht  im  Iten  Octanten  liegen.  Betrachteu  wir  die 
Gleichungen  der  Geraden  (2)  und  (3),  so  sehen  wir,  das«  sie  allge- 
mein geschrieben  werden  kdnnea  in  der  Form: 

«  —  c,,    y-^i  —  et 
Da 

-j  —  iE    und     -i  —  9,     -=  —  • 
so  folgt 

»'+«^+»*  —  ("i+cjjp*  —  li    p  =  const.,    «s=  const. 

Geometrisch  kann  man  sich  dieses  Resultat  so  vorstellen,  dass 
alle  Scbnittebe neu  3  Kegel  umhüllen,  deren  Spitzen  auf  der  Rota- 
tjonsfl&che  liegen,  was  auch  aus  der  Symmetrie  der  Schnittebenes 
zu  ersehen  ist  Es  ist  zunächst  die  Möglichkeit  noch  nicht  ausge- 
schlossen, dass  die  beiden  Geraden  (3)  und  (3)  im  Iten  Octanten 
Terlufen.  Im  Folgenden  wird  der  Beweis  geliefert  werden,  dass  es 
UBiOgUeb  ist,  so  daaa  es  nur  2  symmetrisch  liegende  Kegel  von 
der  obigen  Art  glebt. 
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Ell  werden  bei  den  Rotati onsflAcb an  verachiedeae  F&lle  ein- 
treten, die  wir  auf  folgende  Weise  closBificiren  wollen. 

I.     a>0,.&>0.   ■   .  RotaÜonBellipsoid 
1)S>4,  Ä>0.    .   .Ellipse 
2)  5  —  4,  A  >  0  .   .   .  Kreis 

n.    0  >  0,  £  <  0  .   .   .  Rotationshrperboloid 

1)  5  >  4,  Ä  >  0  .   .   .  Ellipse 

2)  S  =  4,  Ä>0.   .   .  Kreis 

3)  S  <  0,  Ä  ^  0  .   .   .  Hyperbel 

Die  Fillle  I.,  2)  und  II.,  2)  fuhren  anf  die  bekannten  Kroisschnitto. 

Gehen  wir  znm  Falle  I.,  1)  aber.  Zuvor  bemerken  wir  noch, 
daas,  wenn  Ä>  0,  S>  4  ist,  0  <  S  — 2  —  1^0(5— 4)  <2i8L  Denn 
setzen  wir    5—4  +  1*,    so  ist 

4-f.e* _ 2—  VdTt'J«'  =  2  +  t»~tV4  +  t*<  2 
Andorersoits  ist 

S~2  -  V 5(5-4)  -  Vs(B^^i)+i  -  VsiS=4)  >  0 
Ferner  ist 

i+i„_J  +  ^(-S+Vs(S=r))  - -^(Ä-2-Vs{S=5) 

80  das^    1  b+hb  I  <  I  i  I    ist.    Im  Falle  I.,  1)  ist  also: 

6+i«<0,     2J+lii>0,     6+A»<0,     26+i,s<0 

Wir  unterscheiden  für  die  Geraden  (2)  und  (S)  die  Fftlle: 

f  Wenn  Ä+i,>0,  so  i8t(y+«>0,  wonn.a<6\ 


.+.<o, .,  |^.>»„:  :  :>j!.>o, 
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/w™.«+i.>o,»i..{^>°;  ■"";  :^3.>o, 


-+>.<».  ■•  e:^S;  ;;  :^^>». 


Die  zweite  Gerade  kann,  falls  die  gegebene  Fläche  ein  Rotations- 
ellipeoid  und  der  Kegelschnitt  eine  Ellipse  ist,  darch  den  ersten 
Ocünten  gehen,  wenn 

oder 

Ä  +  J,<0,    <i>6,     ''+^+^'<0    ist 

Ist  a  >  i,  SO  ist  o+i  +  ij  >  0  und  o  -6  >  0.  Die  2te  Be- 
diogoDg  ist  nie  erfallt.  Ist  a<Ch,  so  kann  a-^b-^X^-CO  sein, 
and  in  diesem  Falle  läaft  die  Gerade  (3)  durch  den  1  ten  Octanten. 

Die  Gerade  (3)  kann  den  Iten  Octanten  darchachneiden ,   wenn 
Ä+i,>0, 


Ä+i,<0,     a<ft,    ^_^   '<Q    "t. 
Ist    a  <  i,      so    igt    a  +  ft-fi,  <0    and     a  — i<0,       also 


Ist  a'p-b,  ao  kann  a+£-|-li  >  0  sein  nnd  in  diesem  Falle 
linft  die  Gerade  (3)  darch  den  ersten  Octanten. 

Ans  dieser  Ansein  ander  setznng  ist  zn  ersehen,  anter  welchen 
Bedingungen  ein  gegebenes  Rotationsellipsoid  in  einem  gegebenen 
S^lachuitt  geschnitten  werden  kann,  wie  auch  dass  die  beiden 
(töaden  (2)  nnd  (3)  sich  gegenseitig  ans  dem  1  ten  Octanten  aas- 
achliessen,  da  die  beiden  Bedingungen  a)>d  nnd  a<^&  nicht  zn- 
zagleich  bestehen  kfinnen. 

Im  Falle  n.,  1)  ist  a  >  0,  6  <  0,  5  >  4,  Ä  >  0,  lit  >  <-*, 
1»>0,  6+i,>0,  26+l,<0,  6+i,>0,  26+i,>0. 
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(2)  Weon  Ä+i,  >0,  80  ist  y-t-«>0,  «  >0,  wenn  a+H-i,>0 

(3)  „    n+il,>0,        „    y+«<0,  x>0,    „      «-H+1,>0 

R  +  lt  <  0  «od  R+t}  <C0  ist  BomOglich.  Nur  die  2te  Ge- 
nde   kann   dnrch  deo    Iten  Octaateo  geben,    TonnBgesetzt,    dus 

Es  bleibt  nocb  der  letzte  Fall  za  erledigen : 
iu<0,  )jtt>0,   b+li  <0,  3i  +  i,  <0,    6+1,  <0,  26-i-l,  <0 
Wir  trennen  die  2  Fälle  A  >  0  nnd  A  <  0 
fl>  0 

(2)  Wenn  Ä+A,  <  0,  so  ist  g  +  t  >  0,  a;  >  0,  wenn  a+b+  1,>0 

(3)  „     Ä+il,>0,  so  iat  |(+»>  0,  ii:>0,  wenn  a-}-fi+J,>0 

Hnr  in  diesen  Fällen  kann,  wie  man  sieb  leicht  ttberzengen  kann, 
die  2te  oder  3te  Gerade  darcb  den  Itcn  Octanteo  laufen,  wobei 
sie  ebenso  wie  Ü  >  0  nnd  ß  <  0,  sich  gegenseitig  ans  demselben 
aDsschliesson.  Hiermit  ist  die  pag.  :iOl  ansgesprocbeno  Bebanptnng, 
dass  es  nur  2  Kegel  von  der  bekannten  Eigenschaft  gebe,  vollständig 
bewiesen  Femer  ist  aus  der  obigen  Betracbtong  folgender  Satz  zo 
folgern : 

Eine  RotationsfiOche  2ter  Ordnung  kann  daan  and  nsr  dann 
von  einer   Ebene   in   einem    gegebenen    Kegelacbnitte    geschoittea 

werden,  wenn  ^ —  >  0   oder  ■ — ^^r —  >  0  ist ,  yoranige- 

setzt,  dass  die  Gleicbang  der  Fläche  in  der  Form 

gegeben  ist  und  dass  l>u  and  1»  die  obigen  Werte  haben. 

Dieser  Satz  gilt  ancb  fUr  den  Rotationskegel,  in  welchem  Falle 
die  pag.  191  erhaltene  kubische  Parabel  in  3  Geraden 


_    JlaHa+b-\-lu)  Rabm+ig) 


.■itat+Ji») 


seriUtt. 
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Diese  3  Oeraden  gchneideii  eicb  in  dem  anendlich  fernen 
Pmikte.  Die  Olelchnngen  derselben  antencbeiden  sich  von  den 
pig.  200  »ofgestellten  blon  dadurch,  dasa  Ä+i  dnrch  1  ertelzt 
iit.  Aach  von  diesen  3  Geraden  kann  nar  eine  dnrcb  den  1  tea 
Oetantan  gehen. 

Die  Annahme  b  —  e  kuin  unsere  Beweise  nicht  beeinflnssqn, 
da  jft  o,  »,  e  Ton  vornherein  als  gleichberechtigte  GrAssen  anftretdn. 
Wir  erhalten  die  Gleicbngen  der  Geraden  in  den  Fällen ,  wo  a  —  e 
■od  a  —  (  ist,  aas  den  gefundenen  dnrch  cf  kliache  VerUnacbnng. 

Er  soll  z.  B.  der  Kegel 


geachnitten  werden 

In  der  Geraden  (2)  ist  y|-«  <  0 

,,,  99  ,  46      a-M+J,       2&^12 

^^'         "~SiÖÖ'     ''+'~136'        a-b~  1     ,    1 


I  i.    DlM«Mto>  des  ProbleH«,  wenn  dl«  geftbeH  Fliehe 
ein  Paraboleid  lat. 

Ton  der  Gleichang  des  Paraboloida 
«(*+ V  -  2« 

uigehend,  gelangen  wir  anf  einem  Wege,  analog  dem  im  $  1.  ein- 
geacblagenen,  in  den  BedingnngsglsichangeD: 

«0 
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a=  —  2pafrw-|-ai'«  +  J«»=  IT, 
a«  -  e»  —  fliw»  =  .  .  .  .  F, 
a  +  B  =  o{»*+w»)  +  ft(u*+«rtJ  _  17, 

Die   obigen   Bedingangsgleichangea   lasBen  sich   in   der    Form 
schreiben: 

Dl  ,  ,r      „     nw.  ,      F,      ^  SF,  ,  ,  (7,      „ 
P'         P*  P*    ^    p'         '  p«   ^   p« 

Ist    7)  ="  0,    so   kann   man   die  Werte   der  Variablce   u,   v,  u 
direct  aas  den  obigen  Gleichungen   berechnen.    Da  die  Sobstitution 


jetzt  zn  keinem  Resultate  leiten  würde,  weil  in  Ff,  die  erste  Potenz 
Tou  V  vorkommt,  so  führen  wir  eine  lineare  Substitution  ein: 


nach  welcher  jedem  reellen  Wertayateme  r,  y,  *  eine  reelle  Ebene 
entspricht    Die  Bedingungsleichnogen  sind  alsdann: 

1)    (ö+i>«-J-{fl+iy+(o-|-6+i).«-0 

3)     lte*  +  ifly*+i5<ii-{-l(a-|-6)|a«  -  0 
Aas  den  Cileichongen  (2)  und  (3)  folgt: 

—  2Äa41«-{-A»o62*-SÄa6ji«  -Äi((i+6)««  =0 
Diese  Gleichung  hat  2  Lösangen: 


'  abl*~R{a+b)l-RS(A 


und 


Mit  Uilfe  der  Gleichnngen    (1)    und  (3)    drucken  wir  aach  e  und  jr 
durch  X  ans: 


'  abi.*—mfl-^b)).--RSab 
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Einem  Punkte  x,  y,  2  entepreehen  4  symmetrisch  za  den  Coor- 
dÜMtenebeDen  liegende  Ebenen.    Dem  Werte  a  —  0  entspricht 

«=5  —  0 

•Im  die  onendlicb  ferne  Ebene. 

Besctrinken   wir  uns  aof  reelle  Schnittebenon,   so  massen  T^ 
y*,  <*  positiv  sein,  «,  y,  n  positiv  oder  negativ.    Nebmen  wir  an, 


sei  imagiatr,  so  ist  ■  ein  Ansdnick  von  der  Form 

also  ^e  complexe  Grösse. 

Demnach  ist,  Yoransgesetzt,  dasa  i.  immer  reell  bleibt,  die  not- 
wendige und  binreicliende  Bedingung  dafQr,  dass  ein  gegebenes 
Paraboloid 

in  einem  gegebenen  K^elschnitte  geschnitten  werden  kann: 


Die  Function  l*+ilSt+St*  hat  2  Nullpunkte: 

iw-^(-S+Vs(S-4))    und     iw  -  ^(-Ä  -  V(S(S-4)) 

D» 

lim      (JL*+;i,Si4-&>)-+o>  nnd    lim     U*+ lS(-f  &■)  — +00 
>=4-oo  i=— 00 

ist,  so   mnss  diese  Function  im  Oebiete  der  1-Werte  zwischen   Xu 
und  1»  negativ  sein.    Im  Falle  des  Kreises,  wo 

iu  =  Xti 

borahrt  die  dnrch  die^Functioo  dargestellte  Gnrve  die  1-Achse. 

Die  obigen  Bestiramongeo  setzen  die  gegenseitige  Lage  der  4 
Wnrzela  Xu,iaa,  ^»,  iln  fest,  für  welche  «b  reelle  Schnittebenen 
giebt    Einem  Punkte  z',  y',  i'  entspricht  die  Schnittebene : 

±«'  .  «+>'  ■  V+»' .  «  — 1  —  t> 

wo  »,  jr,  «  die  laufenden  Coordinaten  sind. 
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208    Kf'^fi   Othtr  d<u  iV(i6bw  (in*  Fläche  tietäiit  Gradu  in  limtm 

Ist  die  Oleicbnng  d«  Paraboloids  in  der  Form 

<j*»+6ar'  — 2^  =  0     oder    bj/*+az*  —  2x  =  0    etc 

gegeben,  bo  mnBs  in  den  BeBulUten  eine  der  AxenTcrtanschnng 
entsprechende  VertanBcbaag  der  OröBSen  »,  v,  v>  durcbgefltlirt 
«erden. 

Bei  dem  RotatiooBp&raboIoid  lauten  die  Bedingungsgleichnngea : 

1)  (6  +  i)(«»+^)  +  (2&  +  i)i'  =  0 

2)  JI(i<»+»»)  — ZfiSt+ift»»  — 0 

3)  H»«+»»)  +  (»+21).»-0 

Hier  ist  1  nicbt  mebr  ein  willkQrlicber  Parameter,  Bondem  kann 
nur  die  2  Werte 

In  =  l  (-S+  Vs(s::i))    nnd    1»  -  |  (-S  -  VSiS-i)) 

annehmen.    Die  3  Qleichnngen  sind  demnach  befriedigt  durch 
1)    «>4.y»_0j    »»  =  0 


«  -i-y  —      6-1-1/ ' 


2)   «'+y»=-Tqri:-',    '-ftv-üüi,- 


gft  +  i,  , 2ÄM j_ 

Beracksichtigen  wir,  dasB,  wenn  S>4,  6+^  <0,  2&-f  li>0, 
&+'lt<0,  2i-(-;i,<0  ist,  so  sehen  wir  ein,  daes  im  Falle  (2) 
a.i+ya>0,  im  FaUe  (3)  ««4-y'<0  ist. 

Das  RotationBparaboloid  kann  demnach  in  Jeder  Ellipse  ge- 
schnitten  werden. 

Der  Fall  S—  4  fährt  anf  den  EreiBicbiiitL 


I  S.    DisoBSslon  des  Problems,  wenn  der  gegebene  Kegelschnitt 
eine  gIdeluelUge  HyperbeP  ist. 

Soll  eine  OberA&che  2ten   Grades  in   einer  gegebenen  gleich- 
seitigen Hyperbel  geschnitten  werden,  so  mnss 

sein.    Wir  sind  gezwangen,  direct  ^t  ■  ^    '"    <'>^    Rechnung    zq 
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ziehen,  am  der  Forderang,  dass  die  Achte  der  Byperbel  einen  be- 
summten  Wert  habe,  Genlljte  za  leiBlen.  Die  beiden  Bedingangi- 
gleichuugeu  fQr  u,  v,  u,  y  nehmen,  wenn  die  Fläche  die  Oleichnng 

hat,  die  Form  an: 

«(•*+«'):+*(«»  +  «»)+«(«»+..')-  D  =  0 

11  1      r» 


wo  ü,  V,  W  dieselben  Werte,  wie  in  $  1.  haben.     Aas   der  letzten 
Gleichnng  folgt,  wenn  wir  berOckiichtigen,  dags 


^y__4r?^'s 


Fuhren  wir  hier 


ein,  BO  verwandeln  eich  die  obigen  Gleichungen  in 

1)  (5+<.)«+(a  +  c)y+(«+i).  -0 

2)  ^beK-i-ae»+ab^)'+^^(bex■\^acg-]-ab^~abe)'^e+y+,)-0 

Ana  der  Gleichnng  1)  ist  zn  ersehen,  dass  das  Etllptoid,  wie 
anch  du  zweischaligo  Hyperboloid,  wenn  die  reelle  Achae  die  grOsste 
ist,  in  einer  gleichBeitigeu  Hyperbel  nicht  getchnitton  worden  kön- 
nen. FQr  die  Dbrigen  Fälle  snchen  wir  z,  y,  x  durch  einen  vor- 
Anderlichen  Parameter  darznstellen.  Die  Oleichnug  der  ebenen 
Cnrre  3ter  Ordnung,  welche  dnrch  die  obigeu  Gloichnngcn  darge- 
stellt ist,  ist  zn  erhalten,  indem  man  die  Oleichnug  (2)  auf  ein  neues 
Coordinatensyatem  traoaf ormirt ,  in  welchem  die  £- Achse  die  Rich- 
inngscoB.  der  Ebene  (1)  hat,  nnd  (  —  0  Betzt 

« -  n-hfi+n 

v  —  gS+ff'n+s"t 


Aitk.  1.  lUtk.  (.  njt,  I.  Suka,  T.  XII, 
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210   Kreutr:  VAt  Au  iVoU«  4i,H  FtSdu  mti'in  Grtäu  in  tintm 

.  [(f+i+l'K+V+l'+nvIl  =0 
Wir  setzen: 

(bef'\-aeg+abk)i+(bcr  +  org'+tiih')v     ofo.  — r, 

(f-^g+m+(f+9'-i-h')v  -  »■, 

wobei  sich  r,,  x^,  r^  höcbstei»  ttm  ConstiDle,  aia  Ftdoreii  Ton 
botnogeaeD  Coordianten  nnterschfliden  kOonen.  Die  ebene  Carve 
htt  alsdaiin  die  Gleicbnng 

sie  ist  eine  Unicnrsalcarve,  die  einen  ROckkehrpnnkt 

rj  =  0.    ;^  —  0 
besitzt.    D»  die  beiden  Oeradeo 

X,  —  0,    x,  —  0 

parsilcl  sind,  so  liegt  der  ROckkobrpaokt  im  ünendlicbon.  Die 
Curve  besteht  ans  2  Zweigen,  was  anch  ganz  plansibel  ist,  weil  sie 
als  ProjectiOD  der  paraholiscben  Hjperbel  (pag.  190)  aofge&ist 
werden  kann. 

Wir  kOonen 

«,  —  in-,    nnd    i^jr,  —  —  -^  a^ 

setzen,  wo  l  ein  willkorlicher  Parameter  Ist.    Da  bm 


ist,  Bo  ist 

r,  =  ir,  —  i(x,-a6c) 

woraus  folgt: 

abo  abeA*l* 

'»--f^n*      and    "i-      i_i 

Aas  den  obigen  Substitalionsgleicbaugen  sind   '4,  ^  darch  «,  and  x, 
anszodrSekoD : 
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gtgibtHtB  KtgtUchnitli  iv  icAneidtn.  211 

^       1^1«,    ber+acg'+ ahh' \  Ux^      bt^+aeg+ ahh\ 

Die  Coordioaten   der   ebenen  Cnrve  3ter  Ordnung   Bind  dnrch 
den  Parameter  l  aasgedmckt: 


*'        {a-b)(a-ey    "*       (J-o)(i-c)'      '       (c- a)  (c-fi) 

Wir  nntersncben   nun  den  Verlanf  der  Fnoction  /(^  0  •    Die- 
selbe bat  3  Nnll-  and  oiuen  Unendlicbkeitspnnkt,   in  denen  sie  ihr 

Zeichen  wechseln  kann.    Toransgesetzt,  dass  1  ^  .<4*t*,sinddieNnll- 

pnnkte  0,  -pr  nnd  —  -jf  und  der  Unondlichkeitspnnkt  1  ■=  I-  Das 
Torzeichen  von  i  bat  angenscbeinlich  keinen  Einflnas  anf  das  Zei- 
chen von  f{X,  i).  Ist  E  eine  hinreichend  kleine,  positive  oder  ne- 
gative reelle  Zahl,  so  ist  f{e,  t)  >  0,  wenn  e  <  n,  nnd  /(«,  <)  <  0, 
wenn  t  >  U  ist.    Ferner  ist 

lim      /■(!,  ()  =  — »    und        lim      /(l,  ()  =  —  <» 
i — J-oo  i=-co 

Darans  ist  scbon  der  Terlanf  der  Cnrve  ersichtlich    (S.  Fig.  if\H^) 

Im  Grenzfaile    l  =  A*t*    bat  A?-,  t)  für    i  =■  1    den  Wert  %, 
so  dass 

Ai,  <)  -  ni,  t)  -  f"(l,  0  =  -  « 
ist.     (S.  Fig.  Ht). 

Nnn  können  wir  die  Gebiete  angeben,  in  welchen  f(i-,  t)  positiv 
oder  negativ  ist. 

t  >  0  /(l,  ()  >  0,  wenn 

l<A*t      ~i,<i<.0; 
•  AH 
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212  ^'^•■ 

">0 

1  ■>  AH 

1  <^"1 

1-At 

T!   Utbtr  dat  iVo6J«n  ein«  Flächt  xvillea  Grain  in  jintn 

f{l,  t)  <  0,  wenn 
-c»</<-^,;    0<i<l;   31i<i<" 

Ist  <  ■<  0,   Bo  mnsB  überall  das  Zeichen  von  ^f-  regp.  —  ts  '" 

das  entgegengesetzte  geändert  werden.  Diese  Tabelle  giebt  die 
UAglichkeit,  in  jedem  gegebenen  Falle  die  Lösung  des  Problema 
aningeben  (pag.  196). 

lat  die  gegebene  Fläche  eins  RotatloiisIlEehe  nnd  bei  spiel  sweise 
&  -»  e,  BO  geben  die  Gleichangen  (1)  and  (2)  aber  in 

1)    26ir+(«+6)(jf+«)-0 

Die  frohere  Methode  verUsst  nns  hier,  weil    ^  "^  0    ist 
Ana  der  Gleichung  (1)  folgt: 

a-ft 


oder 


!'  +  •■.■- 


26 


Setzen  wir  diesen  Wert  von  y-\-x  in  die  Gleichnng  (l')  ein,  so  er- 
halten wir  eine  kubische  Gleichnng,  welche  die  Warzel  z  ->  0  hat. 
Dem  Werte    z  —  0    entspricht 

ff  +  »  =  0 

Das  Problem  rcducirt  Bich  also  anf  die  Anflösnng  der  Obrig- 
bleibcDdea  quadratischou  Gleichnng,  deren  2  Wnrzelu  a  und  b  seien. 
Dia  cbouG  Curvo  3  ter  Ordnnng  zcrMt  im  Falle,  dass  die  gegebene 
Flache  oiue  Rotationsflaclie 

aT*-\-Hij*  +  ^)  =  \ 
ist,  in  3  Gerade 
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gtStbtntn  Kigthchiiiltt  tu  schntütn.  213 

1)  rt-O,    ,+.-0 

2)  .-.,    ,+.__-p. 

3)  '  =  ft  jH---^c 

Im  Falle  des  Kegels  aiad  die  Bediognngsgleichangen : 

}fiii'  ein  solcher  Kexel  ksna  in  einer  gleichspitigon  Hyperbel 
gescbnilten  ncrdea,  bei  dem  die  reelle  Acbie  nicht  die  grösste  ist, 
wie  man  ans  der  Gleichnog  (1)  folgorn  kann.  Ist  diese  Bediogang 
erffiltt ,  so  traosfonniren  wir  die  Gleichaog  der  Fläche  (2)  auf  ein 
nenes  Coordinatensystem  {,  n,  ^,  so  daea  £  —  0  der  Darchscbnitt 
der  Fl&cbe  (2)  nnd  der  Ebene  (1)  sei. 

Wir  setzen: 

(bcf-\'aeg-\-ahh)%-\-{bef'-\-aeg'~\-al>k')n\  —  x^ 

WO  X,  nnd  x^  zanftchst  als  rein  analytische  AasdrDcke  cingefflhrt 
nad.  Wir  wissen  aber,  dats  sie  sich  von  Coordinaten  eines  scbief- 
winkligca  Systems  höchstens  nm  Constante,  als  Factoren,  nnterEcbei- 
den  können,  so  dass  bei  einer  strengen  Discassion  der  Curve  in 
Bezog  aaf  die  Coordinatenaxen  man  die  Gleichung  der  Cnrre  in  der 
Fonn  _ 

B 

"■•"i' +  ii  <•'*'«* 's  =  0 

schreiben  mOsste,  wo  ä,  ^  leicht  zu  bestimmende  Werte  haben. 
«1.  -  .  ,  «•ft'c*- 


Diese  ebene  Garre  3ter  Urdnong  ist  als  Projection  der  frdher  far 
den  Kegel  erhaltenen  kubischen  Parabel  zn  betrachten. 

FQbren  wir  hier  den  Parameter  l  ein,  indem  wir  setzen: 
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214    Krtwtr:   Utttr  dm  Probltm  tiitt  Flächt  iictitta    Gradti  in  tiHtm 

itj  =  abei,    «a  ^  — A*al>eX* 
Wir  h«tt«ii  (pag.  211) 

abel  _        A*abel* 

*<  -  i-r    '»--    i_i 

SO  dSBS 

*,  —  (-((i— 1)     und     ij  — a;B(i-l) 

£«  ist  Ec,  y,  I  aaf  folgende  Weise  durch  l  aaBgedrDckt: 
wo 

''  -  i^wb-^)  "^  •  '''• "  - '» -  ''*'■"' 

Die  FoQctioD  Fi^,  0  bat  3  KollpaDlito: 

Ferner  ist 

80  daBg  der  VorlKaf  der  Carve  klar  ist.    (S.  Fig.  ß^). 


1>0 

1  <0 


i=^il,  i)  >  0,  woDn 


><'<--, 


1 


•An 


.  <«<:ii  »«'«-Jf, 


-f  (i,  0  <  0,  wenn 

Ist  der  Kegel  ein  Rotationskegel,  so  daes  z.  B.   b—e   ist, 
so  bestimmen  wir  aas  der  Iteo  Gleichang 
__£_  a+fr 

WOrSQS  folgt: 


*+.-- 
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gtgtbtniK  KtgtbehmiUt  XU  tehneij*ii.  215 

Wo  0<ft<'l  die  notweDdJge  nnd  hinreichonde  Bedingung  dtfUr 
ist,  du8  der  RoUtionskegel, in  der  gleichseitigen  Hyperbel  gescboitten 
Verden  kann.    Die  Gleichang  (2J  geht  Aber  in 

Eine  Wnriel  dieser  Oleichnog  igt 

,-0,   (y+,-0) 


Ans  dieser  Gloichnog  ei^oben  sich  2  Wnrzeln: 
z  _  -}-  n*    and    «  —  —  «■ 
c  kann  nicht  imaginär  sein,  denn  wir  haben 


tV- 


«•(i+rt 


»  konnte  imaginär  werden,  wenn  b-^tta  nflgfttiv  wird,  also  wenn 


l»l>C«,      -    >!■, 


t+6 
"o+t 


^!>!St| 


a  +  ft 

-    ist  eis  echter  Bmch.    Wenn  vir  zun  Zähler  nnd  Nenner  eines 

echten  Bruches  das  Gleiche  hinzoaddtren,  so  vird  der  Bruch  grfisaor, 
■0  dtss  die  obige  Ungltichnog  nnroOglich  ist,  mithin  *  reell. 

Die  einzige  Gerade,  deren  Abbildung  reelle  Ebenen  liefert,  ist 

x  —  a*,     y  +  i  —  HO» 

Hiermit  ist  gezeigt,  vie  die  Ranmcarve  im  Falle,  dass  der  ge- 
gebene Kegelschnitt  eine  gleichseitige  Hyperbel  ist,  in  eine  ebene  Corre 
3ter  Ordnung  defonnirt,  resp.  in  3  Gerade  degenerirt,  venn  die 
Fläche  eine  RoUtionefläche  ist 

Es  bleibt  noch  der  Fall  in  erledigen,  vo  ein  Paraboloid  in 
einer  gleichseitJgen  Hyperbel  geschnitten  werden  soll.  Die  beiden 
Bedingongsgleichungen  lauten,  veno 

ai,»-}-y_2,  _  0 

die  Gleichang  der  Fläche  ist; 
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216   Krtwr:    Utbtr  dat  Probltm  änt  Flaelit  iwätm  Gradtt  tu  < 
Üt  —  «(»»+»»)  +  6(ii"  +  w»)  —  0 

Fahren  wir  hier  die  Snbstittition «etc.  eiQ. 

P 

Beide  Oleiebnngen  tiod  fOr 


befriedigt    Scbliessen  wir  diesen  Wort  ans,  ao  erbalten  wir; 

2)     o»ftM*^  +  ((<.  +  6).  +  2<r&)*{a»  +  y«  +  ^)  -  0 

Die  Gleicbnng  vi)  stellt  einen  Kegel  dar.  Es  darf  niclit  a  nnd 
b  ingleicb  positiv  sein,  wenn  der  Kegel  rcetl  sein  soll,  d.  b.  das 
Paraboleid  mass  ein  liyperboliscbes  sein.  Wir  führen  nun  Polar- 
coordinaten  ein: 

Dabei  vaiilrt  t  ^o"  ^  ^^^  <^   <>b(I  I,  m,  n  sind  die  Cos.  der  Winket, 
welche  die  Riebtang  p  mit  den  Achsen  bildet 

Da  ■  —  0  ansge schlössen  ist,  so  ist  anch  f  ^0  ansgescblossco, 
■0  dass  die  Gleichnngen  (1)  nnd  (2)  lauten 

(2)     a»6M*p*»*+((«+*)p"+2«6)«C»-0 

worant  folgt:  

3,a(a~i-b±A*n-]/-ab) 

Das  Zeichen  -f  o<l^  —  mass  immer  so  genommen  werden, .  dats  q 
positiv  resnltirt.    Au  den  Oleichnngen 

bfl+am* (a-|-ft)n« 

folgt: 
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ptgtbmin  StgdtekniUt  au  (cAatiüni.  217 

WO  g  eiDe  befcannti)  Fodcüod  von  n  ist,  ao  iaaa  x,  y,  «  darob  den 
Parameter  n  ansgcdrOckt  sind. 

Sollen  die  Schnfttebenen  reell   sein,   ao  ist  n   gewisBen  Bedin- 
gnngen  nnterworfen,  nnd  zwar  darf  n  bloss  zwischen  den  Grenzen  0 

und  ±  1/  —  1  oder    ±  l'  -  -  variiren,  was  daraus  folgt,  dass 


sein  miias,  wenn  m,  ß  reell  sind.  Dabei  mDssen  wir  von  den  beiden 
Werten  i  l"  ~  I  ond  i  1/ immer  den  kleinem  nehmen,  da- 
mit sowol  m'  als  auch  y'  positiv  resnltiren.  Diese  Grenzgebiete  fltr 
N  ergeben  sich  auch  geometrisch  ans  der  Betrachtung  des  Segels 


I  0.    IHsensslan  de«  Problems,  wenn  der  gre^elicae  K^relioknltt 
eine  Parabel  Ist. 

Die  allgemeine  Oleicbnng  2ten  Grades  des   dnrch  den  Schnitt 
der  Ebene 

iix-\-fy-\-vt — p  —  0 

nnd  einer  Oberfläche  Sten  Grades   hervorgebrachten  Kegelschnittes 

wo  n.  Q,  S,  %  @,  ^  bekannte  Fnnctionen  sind.    Soll  die  Scbnitt- 
cnrve  eine  Parabel  sein,  so  mnss 

sein.    Der  Parameter  dersalben  ist  bestimmt: 

4  -  {«+?■)>  ~  Ü," 

Die  BedingnngsgleicbnDgen  nehmen  die  Gestalt  an: 

g»ü,«—  B^    F— 0,    r— «»+!,»+«»  — 1 

'  Wir  sehen  daraus,  dass  dieselbe  üntersnchnng  ingleicb  fOr  dte 
Hyperboloide  nnd  den  Kegel  gUtig  ist,  da  diese  Bedlngnngsglei- 
cbuDgen  alle  von  t  onabh&ngig  sind,  das  constante  Glied  1  aber 
nir  in  F  vorkam. 
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218    Krtwen    Utber  Joe   Prabltm   »'«   FUekt  *w*itm    Grodu  im  tirum 

NehmeD  wir  also  an,  die  gegebene  FUcho  habe  die  Olelchmig 

<w*  +  V+m'— 1  — 0     oder    ax'+bf»+ez»  —  0 

nnd  setzen  dementsprechend  die  Werte  far  fL,  iß,  (£,  S,  Ü)  ein,  so 
erhalten  wir: 

1%  2)  «I 

Iv—    Ä  ffi  S 

j  ^  0  ffi  I 

n/H-iffH-«^*  pCa/»  +V»  +<*«.)      o//"+(w'+cAA'      j 

W  =  ,»la6«-<  [(o  -  c)u*  +  (6  -  c)*«]  +  ««.*[(<,  -  *)«»+  (a  -  b)u*] 
Dnrch  Einrtkhrnug  der  Snbstitation 


transforniiren  sieb  die  Oleicbnngen: 

(1)  V—  bcx-i-Mt/-\-ab*  —  0 

(2)  q'f-  -/-  4«l(6+cK+(«+«)y+(''+6)-J' 

-p»K*-'')*S«+6Cc-a)»«+cC«-6)»*yK»+*-|-«)  -  0 
Die  Cembination  beider  Gleichungen  stellt  eine  ebene  Carre  3ter 
Ordnung  dar  nnd  zwar  eine  semiknbischc  Parabel. 

Um  dieses  zu  beweisen,  brancben  wir  nnr  ein  passendes  Coor- 
dinatensj^tem  zu  l^en.  Es  seien  die  GrOsaen  x,,  yi  snabbtigig 
verftnderlicb  nnd 


-•ft) 


^_(a_i)(6_«)(c-a)-{c-6)<.«+{a~ö)6»+{6-«)«« 
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Die  Gldehniig 

-  h  ^(«(6-e)+*(«-«)4-*(«-*)) 

iit  identiBch  null,  bo  d«S8  die  Gleichnng  (1)  für  jedes  Sjstem  Cj, 
r,  ttefriedigt  ist.  Setzen  wir  also  die  Werte  fltr  x,  y,  ■  in  die  Glei- 
chDDg  (?)  ein,  ao  trhalten  vir  eine  Oleichnng  in  Zi,  y„  welche  den 
Schnitt  der  durch  die  beiden  BedinttnugsgleichoDgen  dargeatelltea 
Ftlcheu  liefert.    UerQck sichtigen  wir,  dass 

(6  +  c)*  +  (<,4-c)y)  +  (aH-6>  -  «^ 

<ab  -c)V +*("  —  »)'»+«('»  -  *)'«*  -  -"ftcff,' 

*+*+«  -  yi 

(0  lautet  die  Gleichnng  (2) : 

(2)     3»i,»+p«ttScy,>-0 
Nnn  i>t  aher 

BO  dasB  die  Gleichnng  reanltirt: 

(2)    3"*,«+<*'i'i"-0 
«0  *t,  y,  sich  von  schiefwinkligen  Coordinateh  bacbstens  am  Con- 
sUnte  nnterschciden',   die   als  Factorcn  anftreten.     Dieses   ist   die 
Gleidiang  einer  semikubiscfaen  Parabel,   deren  Spitze  im  Anhngs- 
pankte 

liegt    Denn  setzen  wir 

'1  -  yi  -  0 
so  erhalten  wir: 

(»+">+(«+«)*  +  (<•+»)•  -  0 

*+y  +  .-0 

hex-\-aey-\-tba  —  0 

Dieses  System  Ton  homogenen  linearen  Gleichungen  kann  nnr 
dnrch  die  ^«rt« 

«  —  »  — »  — 0 
befriedigt  werden. 

Fflr  die  Werte 

*i  "■  ~r^\     wo    ji  —  ofte    ist,    und     ql*  —  yi 

geht  die  Gleichnng 
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g»fl:,»+p'y,»  —  0 
io  die  Idoutit&t 

-q»pn*+q*p»it  —  0 

über.  Dftboi  ist  ;  sehr  eioAich  durch  p  aoizodracken  and  wir 
könnten  sogar  p  ah  Parameter  einführen ,  naa  jedoch  nicht  zweck- 
m&Bsig  erscheint. 

Die  Coordinateo  der  Corre  nehmen  die  Gestalt  an: 

«-v.-(^+^).  .=vK^+§>  '-^'K'+Ü 


"^         (o     h){a-cy     "*         {b-c)[b     ay     "■'         (c-o)(c-6) 

Die  3  Coefficicntcn  iti',  k^',  k,'  kCnuen  nicht  allo  zugleich  das- 
■clbe  Vorzeichen  haben,  weil  die  Zähler  wcaentUch  positiv  sind,  TOn 
den  Nennern  dagegen  wenigstene  einer  negativ  aein  mnes. 

a—h){a-c)-K*,    {b-a]lb—e)  =  L*,    (a-e)(b-e){a-b)^ K*L' 

Demnach  wird  von  den  3  Anedrliokeu  i+— ,  ^-4-^,  ■14-  — 
'    aq  bq  cq 

wenigstens  einer  negativ  sein  mtUsen,  damit  x,  y,  »  positiv  seien. 

Bei  den  Rotationsmittelpanktsflacbon  iet  die  Lage  der  Schnitt- 
ebenen eine  der  fraher  erhaltenen  ganz  uualogo. 

Soll  ein  Paraboloid 

(M!*-|-6j»  =  2» 

von  der  Ebene 

M« -J-*y -f- »f« — p  —•  0 

in  einer  Parabel  geschnitten  worden,  so  mass  die  Qleichnng 

a©-(j»  — <■*«-»  =  0 

erfüllt  sein,  ans  welcher  »  —  0  folgt. 

Eine  Schaar  voo  Parallelehenen  schneidet  daa  Paraboloid  in 
Parabeln,  welche  der  Oestalt  and  der  GrOase  nach  gleich  sind.  Dens 
traosformiren  wir  die  Goordinaten,  indem  wir  setzen: 

nnd  die  Gleichnng 
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<W»  +  V  — 2a  — 0 

in  Betvg  auf  diese  Coordinaten,   bo  erhalten  wir,  wenn  wir    x'  ^0 
■etzen,  die  Gleichung  der  Schnittcnire  der  Ebene 

UU+VJ/-P  =0 
mit  dem  Paraboloid. 

Sf'»(ap*+6»»)+ V(*^ -«")  — 2C«*  +  y)  +  ««*+JjS' =  0 

Wir  w&hlen  ir,  ß,  y  so,  dasB 

ißu  -  aw  =  0,     ar,»  +  bß*  -  2y 

Alsdann  gebt  die  obige  Oloichnng  aber  in 


Dieses    ist   die    Gleichung   einer   Parabel,   wobei   q   von  f»   nnab* 
hängig  ist 

Ans  der  obigen  Gleichung  folgt  femer: 


1' 

Li 
-») 

Ausserdem 

masB 

nocb  die  Bedingung 

0 

erfllllt  aein. 

Ana  den  beiden  Gloicbnngen 

bßu  —  ao«  ^  0     nnd    vß  -{-ua  ^  p 
ergiebt  sich 

a  ^  ittpi     und    P  >-  '■f f>9    ' 
woraus 

2y  —  abp\ 
wo  p  Tariabel  ist. 

Es  igt  leicht  einzusehen,  dass  nenn  nmgekehrt 

,         1  —  aq  ,      ,  1  —  ig 

»»  —   -TT  ■     ;    und    V*  — 77 — ^ 

j(6-o)  5(6  — «) 

fllr  ein  gegebenes  q  feste  Werte  haben,  dts  Paraboloid 

ai*  +  6j'— 2»  —  0 
von  der  Schaar  der  Ebenen 

'  iw-f-tV  — p  ■—  0 

in  Parabeln  geschnitten   wird,  deren  Parameter  gleich   q  ist,   nnd 
deren  Scheitelpunkte  die  Coordinaten 
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a  —  Utfiq,    ß  =  avpq,     y  —  ^abp'q 
habea. 

DieBelben  Resnltate  kaunen  wir,  allerdings  in  ekoer  nicht  so 
abersiebtlichen  Form,  nacb  der  allgerodnen  Methode  ableiteo. 

Ist  das  Paraboloid  ein  Rotationsparnboloid,  so  dnss  «  —  6  ist, 
so  schneiden  alle  znr  Rotatioasaxe  parallelen  Ebenen  dasselbe  in 
gleichen  Parabeln,  deren  Parameter  gleich  dem  reciprokcn  Werte 
des  Coefficienten  der  quadratischen  Glieder  ist,  rorausgcsetzt,  dass 
die  Oleichnng  der  Fl&che  in  der  Form 

„{x<+,i)  -  2« 
gegeben  ist 

Dorpat,  den  6.  Februar  1893. 
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XDf. 
Miscellen, 


V«ker  41«  TniBfantttion  eUeB  Iiternli. 

Im  Arch.  d.  Uatfa.  n.  Phya.  (2),  T  VII,  pag.  UO— 112  tadncirt 
Herr  W.  Uaka  die  ivei  Inlegnle 


/vpSp    "^    / 


tnl  elliptiscbe,  und  iwar  das  ente  auf  eine  Snmme  von  zwei  ellip- 
tischen Integralen,  aber  das  zweite  auf  ein  einziges  elliptisches 
Integral.    Letztores  geschiebt  durch  die  snceessiven  SnbatitntioDon 


d.  h.  durch  die  SnbBlltntion 

,.-1+- 

Setzt  man  einfach  t'-  =  v,  so  sinkt  dss  Geschlecht  des  Integrals  von 
3  ni  2  herab;  es  moss  numfigUch  seiD,  nachher  durch  eine  lineare 
Substitotion  das  Geschlecht  noch  nm  eine  Einheit  zu  Terminderii, 
da  eine  solche  Substitution  das  Geschlecht  eines  Abel'scbcn  Integrals 
aberbanpt  nicht  verftndem  kann.  In  der  Tat  zeigt  «ach  eine  nAhere 
Untersacbnog,   dasa  Herr  L^ka   in   seiner  Rechnung  ein  Versehen 

begasgea  hat  (eine  Verwechselnng  von  sin^  nnd  Bin*^-}- — Zu  einer 
Summe  zweier  elliptischen  Integrale  transformirt  sich  das  fragliche 
Integral  bei  der  Substitution 


t,70::0.GOO'^IC 


224  MtctlU». 

sowie  das  ente  Integral  für 

t-i  +  Vi«^ 

wie  Bchoa  Legeudre  geieigt  h«t  (vergl.  Enneper,  EUipt.  Fanctioneo, 
AdI  1,  p.  436). 

Die  onbranchbare  SabBtitntioD  erwähot   Hr.  L.  auch  in  Beiner 
„SammlttDK  vun  Formeln  etc.",  2te  Liefernng,  p.  323. 

Land,  M&rz  1S93.  T.  Brodön. 


a. 

Aufgabe. 

Es  BoU  folgender  Satz  bewiesen  werden. 

Beichreibt  man  aber  den  Seiten  eines  beliebigen  Dreiedu  als 
Grnndlinien  gleichschenklige  Dreiecke  mit  Unter  gleichen  Basis- 
winkeln, so  schneiden  sich  die  3  Hanptdiagonalen  des  von  den 
Schenkeln  gebildeten  Sechsecks  in  einem  Punkte. 

Dieser  Sati  gilt  gleicherweise  Ton  ebenen  und  spUlrischeu 
Drriecken. 

Ghariottenbnrg.  Prof.  Dr.  Loman. 


;cbyG00'^lc 


(f ^ — ~— 

ARCHIV 

der 

MATHEMATIK  und  PHYSIK 

mit  besonderer  RflcJcsicht 

auf  die  Bedürfnisse  der  Lehrer  an  höheren 
Uotrarichtsanatalten. 


OngrUndet  von 

J.  A.   CrvBcrt, 

fortgoaetit  von 
Zweite  Reihe. 

Zwölfter  Teil.    Drittes  Heft. 

V 

(Mit  1  UUiognpUrUn  ItM.) 


"Lttfiig. 

C.  A.  Koch'B  VeriagtbscUiandIai% 

J.  SanfliBick. 
1893. 


,Coo'^lc 


Baamgärtner's  Buchhandlung,  Leipzig. 

Tor  Knnem  enchiai  nnd  iit  durch  jede  BaeUundlaRg  in  beiiehoii: 

Die  Geometrie  der  Lage. 

Vorträge 
Pnfesser  Dr.  Tk.  Beye, 

ord.  Profesior  an  der  tTnivenitU  Straeibnrg. 
Abth.  n  (S.  Anfl.}'    Mit  26  Textfigiiren.    Broscb.  9  M.,  in  Halbfranz 

gebunden  11  M. 
Abth.  III  (neu).    Broach.  6  M.,  in  Halbfranz  gebunden  8  U. 

Bereits  frDber  erschien; 
Abth.  I  (3.  Aufl.).    Mit  92  Textfignren.    Brosch.  7  M.,  in  Halbfranz 
gebunden  9  H. 
Ans  dner  Besprechung  von  Quido  Hanck: 

unterem  Terfauer  gebObrt  du  Verdieiut,  das  Sjitem  jenei  Krouen 
GeomeMn  (BCandt}  von  Minen  Eiauiügkaitea  befreit  ald  dadnrch  nicht  nnr 
■cbmackhaTl ,  aündam  vor  Allem  f&r  die  Weite rtOrdemng  der  WisMOtcbaft 
nutzbar  gemacht  iD  haben.  DieM  hat  denn  anchin  denletiten  Deceimien  eine  tlber- 
ani  fruehthare  Weiterentwickelung  erfahren,  an  welcher  der  Verfueer  durch  aeine 
bahnbrechenden  Aiheiien  in  hervorragender  Weise  betheiligt  war.  Ei  wd  dabei 
namentlich  aof  den  Aniban  der  Liniengeometria  hingewieien  ....  Das  anch 
bereit!  ina  FranaOsiache  und  Italieniiche  QberBetite  Werk  «teilt  In  dieser 
seiner  neuen  Auflage  du  Tellst&ndlgste  Lehrbnoh  der  neueren  Gee* 
metrle  dar. 


Jahresbericht 
der 

Deutschen  Mathematiker- Vereinigung. 

Zweiter  Bud. 

1891— &2. 

Enthaltend  die  Chronik  der  TereiDigung  für  1891—92,  kurze  Berichte 

Aber  einzelne  fär  die  YersaniiiilaDg  in  Ntirnberg  bestimmten  Tortrftge, 

Boi?ie  einen  aoBfQbrlichen 

Bericht  über  die 

Entwickelang  der  Lehre  Tom  Erddrack, 

von  Dr.  Frits  Kfitter  in  Berlin. 

Mit  zwei  Ftgorentafela. 

Herausgegeben  im  Auftrage  des  Yorstandea 
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XIV. 

Einige  Bemerkaogen  über  die  Lam^'schen 
Functionen  zweiter  Art. 

(Fonsetznng  von  Nr.  VIII) 
Von 

Ulrich  Bigler. 


Es  wl 

1".    c  <  «  <  cc;  man  setze 


m») 


2".    a  <  i  <  c ;  in  dieaem  Falle  setze  man 
t-a  =  (c— o)i»5*(u),      J— s  =  (c— a)*»  C*(w),      e-x  =  c-a 
in  beiden  Fallen  sei 

Dem  Werte  z  der  Variabete  i  ontepreche  das  Argament  10. 

1)    »  =  0,    (o,  ß,  y   -  (0,  0,  0),    t  —  0 
J(,)  _  1;     OW  =  /"^ '• _  -^'i.  +  . 

.  (—.)■-"  +•  ■  ■ 

also  ist 

a)=o 

AKk.  i.  llith.  n.  Phn.  Z.  Kalk«,  T.  XU,  >B 
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3igltr!  Eülift  Btmtrkmtgtn  Sitr 


J  y(.-o)(,-i)(»-c)      y(c-aj 


also  ist  DAch  Seite  145 

und  somit 

Wlx)  =  - 

X" 

Vergleicht  man  diesen  Aasdruck  mit  dem  aof  Seite  (127) ,    so 
hat  man 

W(x)  =  -  2«  X  r 


2)    «  —  1,    t.  =  0 
1)    («,  ß,  r)  =  (1.  0,  0) 


(»-X)* 


;+■  ■  ■ 


ü,  =  2y(<T— a)  y   t»S*(u)  4*  =  2  y(c  -a)  (X— £> 
0 
«  A' 

DflitizecbyGoO'^lc 


di»  Lamftchm  ^uncbbafn  xieättr  Art. 


.yr.-./a-^,.,-i('Mg"'))..= 


Wird  dieses  noch  mit  ^in  X  P[x)  maltipl,  bo  hat  man 

Tui  —  Eaxn  w       au)  IXto)  1 

m+m,  =  (.-.,.  2»[^^, JJ,^'J 

somit  ist 


und  somit  nach  Seite  (130) 

2)    (",  ß,  r)  =  (0.  *.  0) 
Ich  will  diesen  Fall  nach  der  Formel 

berechnen,  um  zn  zeigen,  dasB  meine  Formel 

W{x)  =  I    VdZ 

die  Darstellung  jin  elliptischen  Fanctionen  insofern  erleichtert ,  als 
man  nicht  genötigt  wird,  beide  Perioden  eines  Integrales  dritter  Art 
za  berechnen. 


Q(0  =  1,     ü,  =    r  *    '  dz 
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K+L 

K 

Nun  ist  daa  anbeBtimmte  iDtegral 

rk*C!*{u)du=  Eiimu~l*u  =  Z(u)+  {-  -  l*\u 
Weil 

Z(K)=0,     Z(K+L)  =  -*^ 
BO  ist 

<;.  =  2y<5i:s(-£+(|_p)x) 

Dass  dieser  Wert  sDdlich  lateral  ist,  wie  ea  der  außLoglicbe  Aos- 
dmck 

b 
anzeigt,  kann  man  wie  folgt,  einsehen.     Wenn 

2 
L  =  iK',     E'  =  I  yi—flBia*9  df 
0 

BO  ist 

^  =  EK-+EE'-KK%    ^  ~EK-+i*KK'  =  KiE'—i^K') 
positiv,  weil 


J    Vi  — i*BinV 


0 


Da.tizecbyGoO'^lc 


Wenn  u  von  £  grnde  nacb  K-{-L  hlDgeht,  so  ist 

mK+O-nm  -  L  .  ^»)+^«. 
slso 

nad  somit 


ü.r,-  ar,  =  —  2w 


x[(l-'-).-^3(r+— H 


Weil 

y(.-,.)(x-.)-(=-.).fj'^, 

80  ergibt  sich   endlich 

folglich 

1^(1)  =  _(i     a){e-6)X-r*X  rW 


3)    <•,  f. 

)■)  -  (0,  0,  i) 

Hai  bat  sogleich 

PW-- 

=  yrr^ 

,-■}/{,: -a)X 

<■■(") 

ü(,)- 

*/v( 

rl5X-  =  -' 

•  +  • 

also 
folglich 

( 

■;  +  ■■■ 

DflitizecbyGoO'^lc 


also  

ü, 2y{«-a)X£ 

Ebenso  findet  mao 


Bigttr:  Einigt  Bfmerlaiiigtii  ähtr 

B  K 

adet 

-äyr.:rT,[-E+£«n.+  *^'^] 

and  also  ist 
also  anch 

™+(z., --..<.-.,.  |:^>[...„+«^^>] 

folglich 

Vergleicht  man  oan  diesea  Ansdrock  mit  dem  entsprechenden  Werte 
von  T(x)  auf  Seite  131,  so  erhtUt  man  zwischen  *^(r)  nnd  7Xx)  die 
Relation 

W(x)  -  (c-o)(c  -6)  X  ^  X  2\ir) 

in.      n-2. 

1)  («,  ß,  y)  =  (0,  0,  0). .-  =  1 

In  dieeem  Falle  ist 

DflitizecbyGoO'^lc 


du  Lamf4ti*n  Fimtliaiun  xweiltr  Ärl, 

f.— «1»""«  '  ■  ■ 


a«,)  0(w) 


/•  ■-■■   - 


-2y5---5-,[^.»»-E+5!|^'+^,(ir-.)]     ■ 


17. -/•-==''''  x^  =  ay(-^=g[;-^Xit-E] 

'     J      V(i_a)(»-.)(»-«)  L«— ■  J 


Ferner  hat  man,  da 


ond  alio  endlich 
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Um   diesen    AuBdmck   mit   demjenigen   für     T(x)    vergleichen    za 
ktinnen,  muas  man 

d  -g  1         c— d       _  C»(i) 


setzen.    Dann  ist 

und  die  Tenileicfanng  mit  dem  Anadnicke  7tx)  gibt  die  Bclalion 


wenn  nnn    i+c — a  —  0    angenommen  wird,  so  i«t 

!'(=)  =  J"'!'+0..'l--lSo,.-V.  +  .    .    .; 

!;•(.) -K  +  0.. •-»&:..  +  •    •    ■ 
also 

^5]^^-J.-const.+«.'-M.l+.   . 

Hebt  man  die  Bescbraniiang,  daes 

i+c  — o_0 

sein  soll,  dadnrcb  wieder  auf,  dasB  man  jedem  der  jetzigen  a,  b,  c, 
d,  «  noch  ~ib-\-c—a)  znsetzt,  so  dass  sie  in  —  (i-f-"^  — 2ii>, 
-(<:-  o),    -(d-o),  (d— 6 +  a- <:),(« -6+o-c)abergehon,BO  ist 
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dit  Lam^tdßii  f'uiteiionm  twtiUr  Art.  233 

+  •  ■  . 

Der  Coefficient  von    -   fo  der  EDtwicklnng  von      _   ,,    ist     also 
gleich 

nnd  somit 

Ferner  ist 

h   K 

O        V  (i  — o)  ■/ 

a  0 

JC 

0 
weil  nnQ 

D*W  -  i[A«  ~  (S(«)  .  q„)  .  DC„))+2Ü'(») .  (l+Z'J-i*] 

«1  findet  man 

V^  _  (c~a)'l.     i  X  [(l+A»)E-i»Jri 

Noch  bleibt  /  — —  ; . äx  zu  berechnen.    Es  ist 
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J     Vir 


und  demnach  ist 
i;(.,)_0(^)-(«-o)'l.x!X[(l+"flE«ni  ■•-''«' 

folglich 
somit 

also  nach  Seite  134  ist  demnach 


3.5' 


3)  (",  ?,  r)  -  (J,  0,  (),  V  - 


CM 


-)-*/^^^v<Är'- 


Setzt  man    a+c~h  —  0,    so  ist 


«Iso 
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!  au  LanfiduTi  Fknclionrn  iwtittr  Art.  235 

i  ODd  Bomit  nach  Aafbebnng  obiger  BeschräDkang  der  Coeffident  voq 

!  -  in  der  Entwicklnng  too  ü'_^\t  gleich 

\[{h-a){c~b]^{x-a-[,c-b))'^ 
Hui  hftt  demnach 


Aoch  ist 

6   K 

Oi  =  -   fYS^^^^d^  =  -  2fc-a)"l.i*yS»{u)  .  Ö»(t.)  rfi. 
a  '  0 

Weil  ferner 

T     K 

/^^^^ä^— "■■/SS"» 

HO  ist  nach  früharem 

/"»SE^Üirf)  ^  =  j  U  _  ii)  E -«•-*•)  £«111 »- ?(K  _») 
7         y(«-i)  'L 

-<'      "       S(»)        +       S'M      J 
ODd  also 

D(.,)-c(.,)-(=-.)'l'.|[-(l"-'")«ao"+''« 
folglich  ist 
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t/         V  t«  -  oJ 

and  demDAch  ist 

i;(»,)-u(«i)  -  («-")■'•  X!  X  [(l  +  flEunK-i"» 

folglich 

(!/)  +  (///)- (c-«)'i.  x-3-[(H-A')£:amw-'»«> 

3--' -^i  ,c^„, .  «^„,_  ».s.,»,] .  ^^' 


Bomit 


-s\^r  "-^"'  ■  "^ '~     '"  ■  ^") 


-^,  +  ''(l+'')Bw] 


also  nach  Seite  134  ist  demnach 

Wl,) (.-a)(l.-a)(.-  S)-  X  |— 5  X  IT-). 

P(,)  =  yjirgi^l)  _  (c  -  a)  .  _^j ; 


"«-»/^^T;^'-- 


SeUt  man    a+i:~h  —  0,    ao  ist 

U(,)=t..".+0.«'l«  -^'.«-'i.  +  .  .  . 


j^|f^,  -  i  .  ,+cOMt.+i(«»-ac)  .  ^^+  . 


DflitizecbyGoO'^lc 


du  Lam^iektn  FanetiontH  xwtitir  Art.  235 

and  somit  nach  Anfhebniig  obiger  Beschr&Dkang  der  Coefficient  von 
-  in  der  Entwicklong  Ton  .  __  .,  gleich 

i[(S-o)(c-ftJ+(*-a-(.-6))«] 
Man  hat  demnach 


Ifj  =  —   /*^^fc?yi=^d«=  — 2fc— a)'l,t>  r^{u)  .  D*(k). 
a  0 

Weil  ferner 

X    K 

so  ist  nach  froherem 


i/      y(«— *)  L 

,,.   ...gi»). J(«-)  I  cM.n<i.)1 

und  also 


(;(^)-H.,)-(c-»)'i..j  [_  (P-l')£;.lIlB+i": 

-(i>_t«) 


c^») .  DM  ,  CT») .  -Wo)] 


Da.tizecbyGoO'^lc 


iijliri  Emigt  Bmtrhiiigtit  aber 


(7/)+(//z)  =  (»-«)". -^x5;,-i(P-»')E«iii»-i'i 


3    ^S-Ml 


S(»)        T       S\u,)       J 
nud  uach  GiDigeo  Rcdactionen  erb&lt  maD  Bchliesslich 

Die  VergleichUDg  mit  dem   eDlBprechendon  Aosdracke  VOD  7Xz)  gibt 


fl«)-V(x-«)(i-i)-(c-») 


VW  -i 


I     y(.-«) 


wird    a-\-h — e  =  ü    angenommen,  so  ist 


(.--)■ 


-J  ..  +  con.t,  +  J(i>    -oS),.-'4-. 


wird  nun  die  Beschränkung    a-(-A— c  =  0    wieder  aufgehoben ,   so 
findet  man 

H(,_„,-i+d._(,-,)(i_.)j 


(0-(c  -.)•!.  X   "3'"x§Jjj[(l+i'S'(»))'-l'S'<.-)J 


X^5«(u)  .  C*(t.)  du 


Da.tizecbyGoO'^lc 
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Aucb  findet  man,  das« 

JE  JT 

Ut  und  somit 

D[r.,)-  On)  -  (.-o)'l.  .  I  [-ai'»+(l  +  ;')£ami. 

+  ^-f^' ('  +  <!  +  '■' ^H 

alw  auch 

x[iS'»-(l  +  i')£.m»-3lijij^'(l+(l+p)S^»))] 
AlB  AvBdrack  fttr  H'(z)  ergibt  aicli  nan 
W{x)  =  (c-a)'l.  .  ?|?  [^j(2Zt„_(i+,.,£am„)+A»^j 

In  den  2  F&Uen  n  —  2,  (i,  0,  i)  nnd  n  =  2,  (i,  {,  0)  gibt  die 

Bedmnngntr^pr-  dieselben  Werte,  die  man  aas  dem  Falle  m  —  2, 

(0,  i.  i)  durch  Vertanschnng  Ton  a  mit  6  nud  von  o  mit  «  bekommt ; 
also  ffthrt  anch  die  Yertanschnng  von  b  mit  e  den  zweiten  Fall  in 
den  dritten  'Ober.  Diese  WahruetamnDg  ist  ane  folgendem  Grande 
merkwürdig.    Bei  den  iwei   in  n  —  2,    (0,  0,  0)   begriffanen  Fällen 

rieht  man,  dase  -j^-r  durch  Q(a)  Q(A)  Q{e)  teilbar  ist;  es  ist  daher 
2n  venniten,  dass  im  allgemeinOD  l^'{a)  F^?i,b)  F^v{e)  auftreten  werde, 


;cbyG00'^lc 


0,  i  ist.  Setzt 
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wenn  i^C*)  =  I\x),  —^-  bedentet,  je  nachdem  «  = 
man  nun 

i«'(o)  X  ffm  X  i«>W  -  ff  X  «W  «(»)  Q(.) 

nnd  verlangt,  daea  daa  Argnment  v  sich  nur  in  der  Nnrdhtlfte  aeines 
Feldea  bewege,  so  findet  man 


,  ,)  -  (0,  0,  0) 
=  (0,  4,  t) 

-  (t,  0,  1) 

-  (»,  1,  0) 

',  r)  -  (i.  0,  0) 

=  (0,  i,  0) 

-  (0,  0,  1) 

-  (J,  i,  i) 


-  (J-al"(.-o)(.-J) 

=  _(»_.)(«_») 

<.-i)>(.-»)'(i-c)' 


Man  nehme  die  FAUe  (0,  0,  0),  (i,  },  \),  die  ohnehin  symmetrisch 
sind,  aus.  Wenn  man  a  mit  e  vertaascbt,  so  gehen  die  H  für  (0, 
},  ))  nnd  (i,  i,  0)  in  einander  über;  ebenso  die  ff-werte  fQr  (},  0, 
0)  nnd  (0,  0,  \).  Wenn  man  aber  a  mit  A  vertanscht,  so  geben  die 
zu  (0,  i,  i),  (1,  0,  4)  gehörenden  Werte  von  H  jeder  in  das  ent- 
gegengesetste  des  andern  Ober;  ebenso  die  ZQ  (i,  0,  0),  (0,  |,  0) 
gehörenden.    Dasselbe  gilt  von  der  VertaoscbnQg  von  (  mit  e. 


IV.    «  -  3. 
1)    («.  ft  r)  =  (i,  0,  0),  e  -  1. 
In  diesem  Falle  ist 


Die  Wnrzelaosziebnng  wird  ancb  hier  ein  wenig  erleichtert,    wenn 
man    fi  -|-e  —  a  =  0    annimmt.    Weil 


y(.-S)<.-ej 


■'('+"-i-^.+  --> 


;cbyG00'^lc 


du  Latn^tehm  /uncftorHn  imtUr  Art.  239 

ü(,)  =  i.»'l«-di'l»  +  *.fe.  *-'!.  +  .   .   . 
Die  qnadratiBcbe  Gleichang  fOr  d,  die  im  allgemeinen 

iit,  wird  dann  zn 

TennOge  derulben  findet  man 

"t  also 

i  .  «»— Jdr+  j^(18arf  — Sa«  — «*)  -  i(ir-2<i)» 

Die  BeachrBakang  wird  aufgehoben ,  indem  man  jedem  der  jetzigen 
a,  h,  t,  d,  X  noch  — (fi-{-e  — o)  zusetzt,  lo  dasa  lie  in  ~(i+e— 2a), 
-(e— o),  — (6— a),  d-Q— (H-c— 2a),  (r~o-(H-«-2a)  flbergehen. 
Die  gefandene  Fonction  zweiten  Grades  ist  nnn 

F(«)  -  i(«_a-2(<J-o)+6  +  e-2fl)« 

Man  schreibe 
and  b«aehte,  dass 

ist,  vermöge  der  Gleichung  für  S'(c}  auf  Seite  135,  Zeile  4  t.  unt. 
Dann  findet  mau 


+  r6(«w-'-^''-H 


;cbyG00'^lc 
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folglich  ist 

-2(.-.)'!.yi'S'(.)(i'S'W-5^)-'» 


-?  ,S(.l  n„l  M.tt  -  8  Si.)Ci^)D{n).d.m-)(K.)D(') 


Bo  ist 

»■«■(.)  (i'S"«  -  —-)  _  i.  1^  <s(,)  CC.)  D(„)) 

also 

v'  y(.-o)(!-i)(.-») 


Da.tizecbyGoO'^lc 


di*  Lom^iekt»  F)aietUmm  niMätr  Arl 

_i_  /'.J_         1    \  B  /C(.) .  A'-)\ 


5»M 


f        l.-»)(.-g_ 


wenn 


,[pE  +  (p+t«)>-Jrj-p(E«n«.+ 5^1^) 


gesetzt  wird;  folglich  ist 


und  tlto 


+i^+^-m)- 


3*;«) 


fW  -  ^(o— )'[^-^|((3-2(l+i')»-(.))iä.m«' 


Wtil  

K  iat 

HO  iat  Mch  Seite  137 

Ink.  1.  llatk.  ■.  PkTi.    1.  lUU*.  T.  111. 


0 


.GbyGoo^^lc 
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2)     (.,  ß,  y)  =  (0,  1,  0),  t.  -  1 
In  diesem  Falle  ist 

n')  =  ('—     ^_^ 

V  y(,-„)(,-,) 

C 

nimmt  man  an,  es  sei 

a  +  c-b  —  O 
so  ist 

(lr^fe^'_.+,-^,-.(,+9  +  ;^  +  ...) 

somit 

0{.j_i.»:._d.'i.  +  i«. ,-'!.  +  .  .  ., 

die  qttsdratiacbe  Qleicbang  fUr  d  igt  In  diesem  besonderen  Falle 

Mittelst  derselben  findet  man  non 

üi(,)_i,i_jrf^+l(18M-36»-4«).+  .  .  . 
der  Coefficient  von  -  in  der  Entwicklung  von  t--_^  ^^  ist 

j^_4d«  +  l(18M-36«-4«) 

Wird  onn  die  Bescbr&nkang  wieder  anfgehoben,  indem  man  jedem 
der  jetzigen  o,  b,  c,  d,  x  noch  — (a+c  — fc)  zusetzt,  eo  erbolt  man 
für  die  FanctioQ  zweiten  Grades  den  Ansdrnck : 

F(«)  -  i(a_fi_2(rf-6)+o+c-2J)» 

+  ^^[6(<.+  c-21l(,J-i)-5(a+o-26)»+8(c-6){a-6)] 

+  i(«(l-21«).|;|-6+12l.-12i')] 


^GbyGoo^^lc 
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Hu  achreibe 

nHw)      _2_        _S'(i)-S*(^) 1 

S»(w)       5*fs)  '^  '■  ~  Sil) .  Ä»(w)      S*(0'*" 

and  bsaclite,  dasB  vermSge  der  Gleichung 

5— 2{3+A«)S*(0+i»S*(«)  -  0 
auch 

ist,  also 
nnd  Bomit 


.  2(«-a)".  .fk'CH.«)  (yO(«)+  III')  A. 


|;(S(«)Ci.)0(«)--l+l«+2(l-2*')C(")  +  3''C*(») 
nnd  wenn 

gesetzt  wird,  bo  ist 
und  also 


DflitizecbyGoO'^lc 


244  Bl,l.,:  K 

J    y('-o)(«-5)(>-«) 
e 


») 

abo  nach  Obigem 


«»)  .DM"] 


+p(£Bm(K+£) --£am(i  +  tD))+ 
Weil  Bnn  aber 

«ain(X+I)  — Sam(L  +  «.)  -  E -  Eam»  —  "''' »1°'''' 
80  ist  auch 

■omit 

Wird  dieser  Aosdrack  noch  mit 


mnitiplicirt,  80  erbftlt  mao 


X  i>(*"-p)«+P  (£«iii">  + 


q») .  g:»i\  _  g») .  i^ij] 


Da.tizecbyGoO'^lc 


H*a  erhält  Khliegsllch 


Es  Bei 

"-  (3-2(1 -i'jäSO^ .  ^"^)-. 


Noch  der  bekannten  Relation 

6— ll(J+t«)S«li)+lt"SSO  -  0 
ist  anch 

B>(,)(-S+ii-lf)S\,) 3+2(l+t«)S'(.)-i"(2-i')S^.) 

=  7— 64'+2(-3+*>+i')«>(.) 
SetEt  man  femer 

p,      HO    «^     a(«.) .  0(.) .  H«1 

FZ,_  l^_3+(2_ü.)St(,)) .  4^^^, 

Kli/ ^  OH,,)-         D,t) 

BO  ist 

r       u»    «•<•>     «•)•*!)     J'(")-(X»\")-P^')) 
"^  - '''  •  D^.)  •        U(.)      ■  S\.)-S'>») 

nad  weil  nnn  nach  der  Fomtel 


^GbyGoo^^lc 
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5  — 2(24-i»)S»v<)+i*S*(«)  —  0 
aach 

ist,  so  bat  man 

F—  P/+  VU+  vm 
F&raei  ist 

nnit  ebenso 


■  5{») .  mu>) 
also 

I  •}- III -\- 11  +  V1T+IV  =  0 


der  algebraiscbe  Teil  ist  somit 
VI+VIII—  k*P 


Also  ist 


Wenn  man  nun  beachtet,  dass 


PCa)P'(6)fl:cJ-.-(c-<.)»t'I«. 


angenommen  werden  kann,  so  ergibt  eine  Yergleichnng  mit  der  ent- 
aprecbenden  Formel  für  T{x)  anf  Seite  139  die  Relation 


3)    («,  ß,  7)  -  (0.  0.  *),  "  -  1- 


wenn  bler 

augsnommen  wird,  so  ist 


+6-C— 0 


;cbyG00'^lc 


du  Lam^tditn  F\uictioHin  veeiler  Ärl. 
U-a)(z-b)_ 
also 


•+r-?^--('+;+?+---) 


und  weil 

5d«_6cd+c«+3a6  — 0 
80  ist 

Der  Goefficient   von    -  io  der  EntwicUnng  von 


J«>  -)di+jj(l8oi-3»"-4o8)  -  Hx-2d)' 

Wird  die  BescIirAoliQIig  wieder  aofgehobon  Dod  die  Faaction  zweiten 
Grades  von  x  wieder  mit  flu)  l)ezeic)inet,  80  bat  man 

FW  -  i[.-,-id-^,-(d~b)]> 

+  i[-6((.-»H-(c-.))(d-<:)-6((o-a)+(»-S))'+8(»-»K«-.)] 

Weil  nnn  nach  der  Formel 
aach 


DflitizecbyGoO'^lc 
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'    J  y(,-„)(j_,)(<,_,) 

0 
weil  aber 

ao  ist  aniih 

'^")  ('^»)+^)  - i  [»  kW»)  ■  «-)  •  -DW)  - P 

and  lomit 

Auch  hat  man 

»  K 

setit  man  abkürzend 


■0  ist  demnach 


DflitizecbyGoO'^lc 


dii  LamfMiJun  Fanctiotttn  nmiUr  Art.  249 

t 

folglich 

««,)  -  ^^)  -  (0- o)'l.  .  1  [p«  - ,  (e.iii,V  +  5^,y^') 

+       «■(.)       J 
and  demoacb 


qi«) 


(«•(O-siM) 


'")+'^--r''-''.-(.).A..) 

Es  ist  somit 
»■(•;  -3-1«    «J  s»(,,   ^(„)  X 

.(«•(i)-S>(^)[-P«^,),.+j«.(.)(£.m«-^^') 

+  a^I)-s<(»)■       o(»)     J 

Weil  aber  nach  der  Relation 

anch 

(4-S'(t))D'(t) c^,) 

ao  iat  aach 

Anf  gleiche  Weise  findet  man,  dasB 

l'C^i)(a(l+J")a>(.)+3CW)  -  6  — 7t'— 2a  +  4'-3i«)XS^i) 
Ea  sei  ferner 


i= -«■(!) 


««<  ■  o(») 


•cb/C>oo(i\c 
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ir-(3+(i-2i.)s.(.)).«!ij|^\ 
ir=  -(3+2(1  -i')«^.)) .      °''°'   ,i 


f. 


'^S^^)  „  5(»)  .  q»)  .  Diu,) 
"   C>(t)  ^     «•(.)- SV)      • 


FZff—  2 


C(.)  ^       0(«) 


gesetzt,  Bo  findet  man 

„-B*W,^*i;-D(»)        C(»)-(C'^^)-CV.)) 

'^-'  c(.)^    ai)    ■      s'(.)-ä'i..) 

..S*«)     S(»)  .  q,.)  .  Z)(»)  S-fr)      SM  .  D(i.) 

~      C(i)  ■       S'(.)  -  S'(»)  C\t)  '         «») 

nnd  weil 
ist,  80  folgt 

F—  F/+  r/r+  Flu 

Beachte  man,  dass  aacfa 

U+  FZr=  (S+(l-2t>)S«(.) .  5,-°;'|(^ 

Also 

/+7J/+Z/+  F//+/r  — 0 

Der  algebrajiclie  Teil  im  Ansdrncke  für  Wix)  iflt  aomit 

„  «<(.)      S(..) .  g,.)  .  Of)   ,   ,  i>^»)  ^  S(») .  ZX») 
I-  '^  CSW  X        c(,) 

Durch  Einsetzen  dieser  Werte  in   W[x)  erhftlt  man  schliesslich 


;cbyGoO'^lc 


dit  Latni'icktn  fkneliortM  z 


T  X  t.s<(.).S'.).fflw'^"'-^W' 


+  i"PJ[)>(i)(4-S^.))S'(.)» 

+C6- 71"— 2(1+»«— 3f)S^i))£«""  I 


so  erbUt  man  nach  Seite  142,  zweite  Zeile,  zwie     n  W[x)  und  I\x) 
die  Relation 


<)  (",  Ar)  =  (H,  1),  .-0. 

Da 

Ton  der  Ordnnng  «*l*  ist,  so  stdgt  t/(z)  auf  s°'*,  U\m)  also  anf  t^, 
,  -  -  ■    .-  anf  z*.  von  da  bis  anf  -  herab  sind  4  Stufen ;  man  muss  also 

/{.)  =  y(.-B)(.-6)(.-<.j 

bis  zDr  relativ  vierten  Ordnung  entwickeln  und  setze,   um  die  Au8- 
ziebuDg  der  Quadratwurzel  zu  erleichtern, 

a+i-J-c  =  0,     dann    jl  —  öe+<M+a6  =- äc  — «•,    f  =  abe. 

Nun  ist 

/W-'-i-(i+i^'-i(^0"  +  --) 

J/W-i"'>+0..-l-+il5^'l--J|.«-'--~/i'^'l.  +  .   .   .-, 


^GbyGoo^^lc 
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Wird  dieses  noch  mit 

maltiplioirt,  so  wir»!  der  Coeff.  von    -    in    der    Entwicklaog    von 
(i^T^.  Bleich 

Fix)  -  j^{ai:*  +  9?z»+6)w+4/P)  =  ^[3(«-«)*  +  12a',=  -a," 
Hier  ist 

3a*+ÜjSa»+6)'<i+4)S» 2a*4-7a«ft<!+4»'c" 

=  — (o»-4Sc)(2a»+6c) 

a»_4fo  — {6  +  c)«-4ft<-.(c  -*)« 
and 

2a»+6e  —  o»— o^i+cl-f-fa  _  (6  -a)(e~a) 
alBO  ist 

3a*  +  9^a»+6ya+4(Sa=  _(c_6ja(s  -„)(«-<») 
Nnn  kt 

15ft*)=3(«-«)*-f-124*-o)»+9(o»+fc)(*-«;> 

-6a(c-i)»(«-a)-(c-Ä,»(J-a)(e-a) 

Um  die  Bescbrftnknng,  die  durch  die  Bedingaog 

ä+l+c —0 
gesetzt  ward,  wieder  anftnbeben,  setze  man 

X  ^  tc — m,    a:=a — m,     6^6 — m,    e  ^  e  —  m 

die  Bedingnng  wird 

a+b-\-e-  3«  —  0 
«lio  ist 

m  —  iia-i-b-i-c);    3^  _  —  (ft^-c  —  go),     etc. 


;cbyGoO'^lc 


milltlit  eUiptucAtr   CoorÜBolm.  253 

Untsnchiede  wie  ce  —  o,  h  —  e  ftndeni  aidi  nicht     Setit  man  für 
dnan  Augenblick 

f—b~tt,    g  —  e—a,    also    a — J  —  g—f 
SO  ist 

Sk-f+g,    ^-3f-g,    3c  =  -f+2g 
folgiieii 

g(a'-fl,'c)  -  (f^ff)*+(3f-g)(-f^2g)  =  -/■1+7/5,-y« 

und  flndlich 

-7(c-«)(i-«)+(»-<i)»]{x-a)«+2(c-a-fi-«)(fl-6)*(r-«) 

_{c_a)«{c-«)(6-«)] 

oder  also 

.r.      2*',         «r    3         .    1  +  t'      l-7t*+t* 


S«(») 
Ferner  ist 


V,  —  (i— <•)•■•  .  2   flfSHyi .  C^u)  .  D»(«) .  J« 

0 
WeO  Dun 

16t*S*Ci.)  .  CW  .  iA")  —  j^(3i*5«(«) .  C(«) .  D(») 

-i^l+y)S(i.)0(«)D(«))-!«(l+i«)  +  2(l-l>+'*)»'(») 
■0  iat 

t;,  =  (c-a)'i.  .^(2(l-l'+l')E-i«(l  +  l')iO 

y(.-»)(.-S)(.-.)  -  (.-.)■!■ .  2  y     ^ji(.p--i" 

Es  Ut  aber 

C-C)  .  DK.)        8  C  C(.)  .  D(.)        6W  .  fl(.)S 

_2(l_i'+f)^'-J'(l  +  m 
alao 


DflitizecbyGoO'^lc 
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(in  +  (inj  -  (,-„)^5W«i)^2„_y^^,j.„„_,,(i^,.,„ 

endlich  ist 

Die  Yergleichnng   mit  dem  Werte  von  7{x)   anf  Seil«  113  g^bt  die 
Relation 

»-(«)  =  -  (c-  a)«  A*  /*  .  3-^^  X  n*) 

nnd  weil 

F'(a)  /"(fi)  P'(c)  =  - (c  -  «)«  (6 -«)« (c -6)» 
so  hat  man 

"'^^'  =  3"SH  >^  ^'t"**  ^'('^  ^'t"'  >^  ^*' 
Diese)  wenigen  Beispiele  laases  vermuten,  es  sei 


3(.) 


=  2tw  .  f*>(o)  PVt6)  i«y(e) 


mnltiplicirt  mit  einem  nnmerischen  Factor,  den  Ich  ans  denaelben 
nicht  erraten  kann.  Bleibe  ich  beim  dreiazigen  Ellipseid,  so  bin 
ich  nicht  im  Stande,  denselben  zn  beatimmen.  and  gehe  ich  zum 
Rotationsellipsoid  über,  so  sehe  Ich  mich  genötigt,  von  der  Heine'- 
Bchen  Formel 

W(3t)  —  n(a!-a)'li-«  .  (ÜiP't  -"  ÜtVt) 

anszngehen.    Wenn 

A«)-i?(«-«>-';>Xi'.«); 
80  ist 

6  c  *    „      ., 

aha 

DflitizecbyGoO'^lc 


dit  Lttm/'tchtn  Functionen  zmtiltr  Art.  255 

b 

sDd  also 

^a  <  *"  <  M 

Weil  fttr  ein  grosses  x  die  EDtwickloDg  von    T^x)  mit   dem  Term 

2 
X  b^nnt,   80  denke  man   sich   den  vorliegenden  Aasdruck 

auch  nach  fallenden  Potenzen  von  x  entwickelt,  also 


7     i^-    ..  +     ..     +- 

-^+ 

!-■'«  =  •'--?-' -«+2- 

'i 

alle  Doppelintegrale 

ff^' 


b 

verschwinden  fOr 


erst  derjenige  für    l  =  t?-f~l    verschwindet  nicht,   sondern  ist  d 

EM  . 


Constanten  r  ttberein  kommt.  Es  Ittsst  sich  aber  auch  direct  zeigen, 
dasB  das  Doppelintegral  für  die  angegebenen  Worte  von  i  ver- 
schwindet.  Ob  der  eingeklammerte  Unterschied  «'•+•  —  /''-H'  oder 
(**  —  0)*+' — (*"  — j/t'  geschrieben  werde,  ist  för  den  Wert  des 
Doppelintegrals  gleichgOltig.  Denn  man  brancht  in  der  zweiten 
Form  des  Unterschiedes  nur  nach  dem  binomischen  Satze  zn  ent- 
wickeln nnd  in  beachten,  dass  die  zn 

A  =  1,  2, .   .   .  t. 
gehörenden  Doppelint^rale  verschwinden.    Es  ist  somit 
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^'=y*y[(.'— )•+'  -(."-«mA^jj.'  ./(^jA" 


Bis  dahin  «areD  x—a,  x-'b,  x~~c  die  Halbaxanqudrtta  dei 
EUipgoideB 

and  die  gtiue  Fanction 

<J»  —  «•  —  d,io->4- .   .  . 

durch  keinen  der  Factoren  x—a,K~~b,  m—e  teilbar.  Die  « 
Wurzeln  der  Gleichang 

Ct(«)  -  0 

waren  alle  reell  und  nogleich  und  lagen  zwlBchen  a  nnd  c ;  c  der- 
selben zwischen  b  und  e,  fo^Uch  c  —  f  iwlachea  a  und  h.  Fflr 
dasselbe  [a,  ß,  y)  gibt  ei  c-|-l  Fanctionen  Q[x)  (alle  mit  reellen 
Coefficienten) ;  far  keine  zwei  hatte  i  denselben  Wert; 

{  —  0,  1,  2, .   .   .1. 

Nnn  lasse  ich  b-a  verschwinden;  die  r  —  £  Wnrzdn  vereinigen 
sich  mit  a;  es  sei 

Wenn  ich 

«--{  +  "  +  ?-" 

setze,  so  ist  m  eine  ganze  nulle  oder  posiüve  Zahl,  nnd  es  folgt 

Wenn  m  gerade  ist,  so  kann  a  +  ß  sowol  —  0  als  =  1  sein ;  wenn 
aber  m  ungerade  ist,  so  ist  notwendig 

Man  schreibe  nnn 

x  —  c  —  K,    e—b=sa,    o— a=o; 


P(ir)  —  äff  (l  +  ")     Ql(«) 
wo  die  ganze  Fnaction 

Ö.(x)  ^x'>~9,  *C-i  +  .   . 
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weder  dnrch  x,  noch  durch  x  -[-  a  teUbar  ist.  Htn  kann  von  neuem 
die  Bedii^ni^,  dasB 

2(x+a)Vx       S  /  3P(e)\ 

eine  linetre  Function  von  a  lei ,  letzen  nnd  findet  als  notwendige 
Folge,  dass  y  nar  0  oder  i  eein  kann,  nnd  daas  m  eine  der  Zahlen 
0,  I,  3, .   .    . ,  n  eein  mnu.    Die  lineare  Function  ist  dann 

n(-.4-l)(x +  «)-«<<. 

Die  Differentialgleichung  Air  f{x)  nimmt  also  folgende  Gestalt  an 

Dieser  Differentialgleichnng  genOgt 

n.)  =  .  ^    («+«/  F  (-  '^,  -  "-===!,  -.+J,  -|) 

Da  sich  aher  die  Gleiidinng  nicht  ändert,  nenn  man  n  dnrch  -^n—l 
ersetzt,  so  genagt  auch 


A.,-.        '      (,+,/r("+f+i=±=+,,H-.,-?) 

DasB  die  Bezeichnung  mit  T(x)  richtig  ist,  erhellt  ans  dem  AnEtngs- 
_n+l 

tenne  e  der  Entwicklnng  nach  fallenden  Potenzen  von  x. 

Wla) 
Ana  der  anletzt  angegebenen  Integralformel  ^r-y  geht  sogleich 

lierror,  dass  fQr  ein  kleines  k'  der  Anadrnck  die  Form 

^  -  P,  /'(•'-<i)H-i/(.')  d,'  -  r,  X  T. 

annimmt,  wo  nun  ü,  nnd  L  ztt  berechnen  sind.  Der  Einfachheit 
wegen  nehme  ich  a  —  b  —  0  und  yerfolge  den  Wert  der  Lamä'- 
BChen  Function  i^x),  während  das  Argument  x  sich  von  a  nach  b 
(b  sehr  klein)  und  von  b  nach  0  hinbewegt    Wir  hatten 

Fix)  -  («-  ü)'  {x  -  b)ß  (x  -  c)r  X  0(*) 
gesetzt,  wo 

leck.  1.  MsUi.  L  PbjL    S.  B•lb^  Tl.  IIL  17 
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.    .    .  +  (-!)'<*, 
eine  ganze  FnocÜoii  cten  Grades  von  x  ist    Die  Relation,   welche 
die  Coefficieoten  von  k  ia   der  Function    Q(k)  mit  einander  ver- 
knüpft, ist  bekanntlich 

a+l)<2n-2i-l)di+i=[(2«-l)(l-2J(«-i)  .  £a+4i  .  X«ijdi 

+(0  — i-|-l)[(2o-2i+l)  .  £60+4.  £ale}dl-i 

+  2(i."i+2)  (f- Ä+l)oic  .  di_» 

Settt  man  nnn  hier    a  —  6  =  0,  so  bat  man 

(i+l)t2n-2i-l)rfA+i  -  "'li*  —  ! O-M-L^?^ 


angenommen  wird.    Weil  d^  —  1  ist,  so  ei^bt  sich 

Q(z)-=«-.p(-e, -C,  i-n,  I) 

nnd  da  Q(ir)  eine  ganze  Function  von  ie  ist,  so  mnss  die  fayper- 
geometriscbe  Reihe  abbrechen,  also  wenigstens  ein  oberer  Parameter 

eine  negative  ganze  Zahl  sein.    Wird  nan  £  _  c    angenommen,  nnd 

ist  (  mne  ganze  positive  Zahl,  so  ist  es  wegen  der  Relation 

*+£  =  «- 2r 

anch  f.    Es  ist  demnach 

Q(»)_«.-EX«EF(-f,  — fcj  — „,  f\ 

und  «tFI— e,  ~£,  J— «,  -J  ist  eine  ganze  Function  ften  Grades 

von  x;  die  Fnnction  Q(x)  ist  somit  durch  a^-i  teilbar  nnd  von  den 
t>  Wurzeln  fallen  somit  v  —  t  mit  nall  zatammen.  Ist  also  a—6  — 0 
nnd  wird  dem  Argament  x  unr  die  nitrdliche  Halbebene  als  Spiel- 
raum angewiesen,  so  hat  man  fllr  6  <  x  <  e 
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gesetzt  wird.    Da 

£=0,1,2,.  .  .,t. 

SBin  kann,  so  kann  m  wol  0  oder   eine  positire  ganze  Zahl  leia, 
nicht  aber  eine  negative  ganze  Zahl  werden.    Setit  man 

x=  eiin*9;     G0b9  —  N 
ond  beachtet,  dass 

i(m-\.2f  +  2i)  =1 

■  ist,  so  folgt 

I\z)  -  iiy  .  c'iiB-«co8»)'«  X  Bin»eflF(-«,  -t,  *-«,  j~) 

Wenn 

Ä(,)-,in«exF(-,.-t.i-»,^) 

-  (l-«>)tp(-.,  -fc  i-n,  j^) 

gesetzt  and  nnn  anf  die  hypergeometriBche  Reihe   die  Verwand* 
Inngifonnel 

F(«,  ß,  y.*)  =  (l-«)-F(«,  ,-|S,  y,  ^) 

angewandt  wird,  so  erhilt  man 

Weil  nnn  aber 

so  erkennt  man,  dtaa  für 

)i  ■—  0    nnd    1  =  \ 

die  beiden  obem  Parameter  mit  einander  tanschen  nnd  somit  ist 
anch 

KM  =  (-l)£.aF  (-  ===,  -S=~ä,  -(.-J),  i-,) 

Der  CoefGcient'  von  zu-^  in  der  Entwickinng  der  Fnnction   F(. .  ,) 
ist  nnn  aber 

17» 
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I     ...(«-■»X"-"— 1)  ■    ■    .  (n-«— 2i+l)Xn(.-l)  .    .    .(—2+1) 
>      '  1.2...  JX2"(2«-1)  .   .   .  (2»— M+1) 

(.-m)U|  (In-m 

(2fi)l       •^"     "  J|("-«l(«-m— 2J)1 
und  da 

jiJ^^jjX»- "-<».-21)(2.-2J-l).   .   . 

.   .   .  (»-m-21+1).—-"  -  ^  .  (.»"") 
■0  igt 

-     (2n)l  UJ        -ji'    "  i!(»-i)i  "*  " 

(»— )l 


('— )'  csy*-  ,„■_,,. 


Wird  nun  die  Heioe'sche  Kngelfauction  erster  Art   mit   P"(k)   be- 
zeichnet, so  erhält  man  oftch  der  Formel 


ia)-(^ 

fUr  die  Lame'schen  Fnnction  F{x)  achliesslich  den  AuBdrack 


n.) = .'.- .  »^  2-  ^^py . ."-« p-  p-w 

Dieselbe  geht  also,  wie  «ach  schon  Heine  gezeigt  hat,  in  eine  zu- 
geordnete Kügelfunction  aber.  Dasselbe  zeigt  anch  schon  die  fttr 
IXx)  geltende  Oifferentialgleichang.    Nnn  soll    x  —  e,    also 


gesetzt  werden.    Weil 

so  ist  n— m  fQr    y  —  0    gerade  and  für    y  —  1    nngerade,  und  die 
Formel 

gibt  nnn  sogleich 
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l    r("-^^).r("-±^) 


flir  y  —  0  and  F{e)  —  0  fttr  7  —  J.    Ferner  iit 


.•y.a-,'-^> 


also 

nl(»-m)l(.4-  »)1 


2)     i"<.). 


-.'^'.^..(^+0.rC4-"-.) 

für  )•  —  ^.    Setzt  man  nan 

■0  iMien  rieh  I)  ond  2)  dorch  folgende  Formel  aasdrflcken: 


5+r 


.!(.  +  m)l  (.-„)! 


J«»W_a  .2*- 

«»)!(^-')'(t ')' 

Ich  nntersDche  nun  die  Function  F(,x),  wenn  a  =  0,  &  sehr 
itlein  nnd  daa  Argument  z  zwischen  0  and  b  liegt.  Nach  Weg- 
lusong  alles  dessen,  was  die  Ordnung  b  Qbersteigt,  nimmt  die  Ro' 
coTiionsscale  fttr  die  d  folgende  Gestalt  an; 

+  *W-n+2(J)JdA+(«-i+l){f-i+ä.+l)Mi-i-0 

Dieser  Ansdmck  zeigt  nnn  sogleich,  dass  ri,,  i^,,  d^, .  .  .  ,  dz  ''■») 
den  frflher  angegebenen  Werten  nnr  um  ein  kleines  von  der  Ord- 
nung 6  abweichen.    Weil 


DflitizecbyGoO'^lc 


262  SigliTt  Eüugi  BMmtrhmgtn  ibtr 

«+1         (i-«)u-0 

BO  ist 

(-•X-H-iK-'+»  ■  •  •(-■+'-i)X(-!)(-t+iX-{+2) 

"' 1.2.3.  .  .  ix(}-»)(l-.M-.) .  .  .  (»-«-!) 

X  (-«)'■ 
nnd  nun  erkennt,  daas  sidt  die  Coefficieoten  d  für 

»  =  £+!,    t+2,    £+3,.  .  . 
TOD  0  nur  nm  ein  Eleinee  Ton  der  Ordnong  b  nntencheiden.    Setzt 
nun    2  =  £,    so  folgt 

.(.-i)(,-3).  .  .(i-e+1)         r(.+iir(.-t+i) 
■■t -  (.-»)(—»).  .  .(n-j+i)  ■ "' -  n— £+1) iWT)  ■  * 

Dnd  wenn  man  beachtet,  dasB 


ist,  so  hat  man 

r(^"+.-,).rC-±-"+,+>) 

"=-  r{,7.+i)./-(n+i)  ^'^ 

und  ($  erh&lt  also  larr  —  Onady  —  ^  deneelben  Wert    Beachtet 
man  nan,  daas  nach  der  Formel 

r(l)r(a.)-29'->rwr(*+i) 

auch 

llt,  so  bat  man  schliesslich 


und 


"•--  (2«)!  ml      •" 

Man  setze  noD 

fli  •—  Agin'qg 

dann  fallen  in  der  Function  ä(«)  die  Tenne 

i«,    dl«"-',     <^-^    .    ■    ■  ,    dt_ia!«-t+i 

als  klein  höherer  Ordnnng  weg  nnd  Q(c)  erhftlt  die  Fonn 
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1)    Q(«;)  c-i'Bin*»^  — d,j«-lsin>('-')gi+V*"*8iii^'^2'T+ .   .   . 
.    .    .  +  (— l)*di6>-*BiDS(»-*)q>4-.    .    . 

+(_l)C-itf;_,j.-;+iBinS(-!+i)v+(— Dirfjfi— :8ma{-0y+.   .   . 
+(-!)■  .  A. 

Setzt  man  in  der  RacnrsioDSBcale  fHr  die  Coeff.  d  aach   1  —  0  nsd 
beachtet,  dass 

dt.  +  l— 0 
sein  mnsB,  lo  folgt 

(v-i)(r-t)<f„  +  (2o  +  })6d^l-0 

und  Dian   erkennt,   dasB  dt  mit   bd,-\   von   derselben  Ordnung  der 
Eleittheit  ist    Setzt  man  ferner 


uud  IBsst  dcu  Tcrn  mit  d,  neben  den  Termeu  mit  d,-\  und  d^-^t 
weg,  so  findet  man  ferner,  dass  dg-i  mit  bd,^i  von  derselben  Ord- 
nung der  Kleinheit  ist.  Fährt  man  so  fort,  so  kommt  man  zn  dem 
Schlnsse,  daes  die  Tenne 

dt,    bd,-u    i*A-3,    &'d,-«,    .   .  — ,    b'-idi 

alle  klein  von  derselben  Ordnung  sind  nnd  somit  sind  alle  in  der 
Function  Q(x)  noch  anftretenden  Glieder  vou  derielben  Ordnung 
der  Kleinheit.  Die  Recursionsscale  verliert  somit  den  ersten  Term, 
und  setzt  man  noch  »  — X  ffir  1,  so  wird  dieselbe 

b>^a^l-i  _(l.-\-i~v)(v—t—l) 
b^dt-x    "    (l  +  l)(i+3«+J) 
und  es  ist  somit 
2)        (ii^)  =  i-iydv.F(~(p-Oy    *~c,    2<.+  4,    sinV) 

Um  dv  zu  bestimmen,  setze  man  in  Formel  1)  und  2)  die  Coeff. 
von  siu^'-Q  9  einander  gleich.    Man  erhält 

„-t^       (t-'')('-''+l) (» -f+2).   .   .(e-t-l)  ^  ^ 
Ntch  froheren  Formeln  ist  nun  aber 


wenn  man  m  als  von  null  Terschieden  annimmt, 
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ä.        K'^"+'-<^)xr(|  +  «+g) 

Dieser  Anidrnck  liefert  nun  fOr  ^  »  0  nnd  ß\^  \  denBdben  Wert, 
und  man  hat  demnach 

also 

d'  =  -2«-i    fOr  «  =  0  nnd      =  »«^„v  fllr  «  -  i 
somit 

nnd  Bchlieslich 

~  n-m 

-«-^      -ö-  -r 


dp—  2»-a"-int»" 


nI(n  +  m)U..-2 


Es  bleibt  noch  za  erhillren,  wie  dieser  Ansdrack  fOr  m  •»  0  zn  ver- 
stehen ist    Setzt  man  m  —  0,  so  ist  auch 

o— t+K+lS  — 0,    also    o  — 0,    j»-0,    :  —  t. 

inr  ans  dem  Werte  för  d^  folgt 

and  man  erkennt  somit,  dasa  in  dem  Anadmcke  de  das  Zeichen 
mS"  fttr  m  —  0,  alw)  anch  o  —  0  dnrch  i  zn  ersetzen  ist.  FOr  die 
Function  F(x)  erfaAlt  man  nnn  den  Ansdmck 

P(ai)  —  i"-»"  .  j  ,  m*«  .  sin»«v  .  cos^^v 
wenn  abkürzend 

gesetzt  wird.    Für  die  Ezponentengrnppen 

(«,  (J)  -  (0,  0),    (i,  0).    (0,  i),    (},  i) 
nimmt  nun  dieselbe  folgende  Formen  an: 
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gerade  Zahl) 


2)    («,  ß)  _  (0,  4);  F(x)  —  .-"->  ,  g  .  cobv  .  £  ^ 

X  (—48111*»)^;  (>"  nngerado) 


X  (— 48in'v)*  i  (m  ungerade} 


1)    (.,  »-(0,0),  l^\-i-.,.   ^^^\   2,  )<- 
{m  eine  gen 

,     .     C^M] 

;o2i+l  \      2i     / 

4)     C«,  P)  =  {J,   J);  i^«)  =  ^^-^  .  ig  sll.^  COS,  .  £^  [il^J 

X{-4BinV)*;  (n»  gerade) 

Wendet  man    nnn  anf  diese  Ausdrücke  bekannte  SammenfoFinela  au, 
■0  lassen  sich  alle  i  durch  die  eiazige  Formel 

F(k)  =  t"-i^  X  g  cos  (nup  —  oir)     (halb  für  m  —  0) 

dtrstdlen.    Beacbtet  man  nna,  dass 

a  .   s 

ist,  BO  erbalt  man  ans  der  letzten  Formel  sogleich 

^  J(«)  (för  «  -  0)  -  /»-(O)  -  .■»+»»  X  e-  X  m^"  .  y; 

^(P{«)  (für  «  =  ft)  =  P¥(6)  -  .■»— +V  .  cJ» .  mS-  .  i, 

wo  im  Falle    m  —  0   die  Zeichen  m>°  and  m'ß  darch  ^  zu  ersetzen 
sind.    Die  Mnitiplication  der  beiden  letzten  AnsdrDcke  gibt  nun 

i«"(0)  X  P'Hi)  —  i*"--+s«tV  X  c"+^  X  »■»■+i'^  X  ff» 

und  wenn  man  dieses  Froduct  noch  mit  i^(c)  mnltipl,  so  folgt 
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l+'+ß+r 

WO  m^-Hv  far  m  —  0  darch  i  zu  ersetzeo  ist 

Nach  diesen  Erörterungen  können  wir  nun  an  die  Ausrechnung 
Ton  Ui  and  L  gehen.    Es  war 

b 
öl  -  ffK^'W 
Ö 
selzt  man  hier 

»"  —  isin'qp 
10  iat 

f{x-)aJ'  -,"—l.(/'_J)^-'|,(,"_<,)y-.|.  Xfl;«')di' 

oder  algo 

/(Odi"=  (-1)"-+»— >X2A"+A  .  er-'  ifl8in^vco8Vq)(».v-«n)<*9 
somit 

2 
U,  -  (— 1)"— +*>-i26''+i'cJ'-'l.y  ltafi''rW«^<pcot[nuf  —  a,f)dip 
6 

Ich  sehe  mich  nnn  genötigt,  hier  die  Exponentengrnppen 

(«.  fi)  -  (0,  0),    (0,  J),    (i,  0),    (J,   J) 

gesondert  za  behandeln  und  setze  deshalb 


0 
1*)  Wenn  K  =  0,  i>  —  0,  80  ist  f»  gende; 
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S(m,  0,  0)  —   /  cOBmgi<iv  =  -8in^  =  0 


im  BUgometoeD,  «ber  =  ä,  wenn  m  —  0. 

U,  -  (-1)— >2.y-l.,  =  (_l/  .  ,  2M^q^, .  c 

2*)  Wenn  a  —  0,  (^  —  1,  lo  iit  m  ongerade; 

2  3 

jS(m,  0,  4)  —    /   COBvcosmfdr  =  i  I  {cf>aim—l)ip-\-coa(m+l)d^ 
0  0 

wena  nicht  m  =  1  ist;  dann  aber  —  j- 
Veil  b  —  el^,  Bo  ist 


i^-')- 


0,  =  (-1)"--'   .  j  .  to»J  =  (-1) 


m).!        .,2+' 


3*)  Wem  M  =  i,  /I  =  0,  so  ist  m  nsgertde ; 


■*■»'=/ 


jS(>n,  J,  0)  =   /   liofiBiDmfxlqp  =0, 


«enn  nictit  m  =  1 ;  dann  aber  = 

n+l 


+r 


±1     ni)"l 


<r.  =  (-«•-  2  . »«.  =  (-1)  * .  ^ .  äTrfJ^i-, 
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i'}    Wenn  a  =  i,  ß=  i,  no  wt  m  gerade ; 

2 

^("i  i>i}=  /  nn^ cos vnnmif  dtp 
0 

— 
'i 

=  ij    (C08{m— 2)t— C08(m+2,)d,  =  0, 
0 

wenn  nicht  m  =  2,  dann  aber  =  ^ .    Eb  ist  also 


Alle  4  Fälle,  in  welchen  l/^  dargestellt  wurde,  setzen  »Ibo  nacb  der 
Formol 

Torans,  dass    S  =  v  sei,  dass  sleo  keine  Wnrzel  der  Gleichung 

Ülx)  =  0 

in  das  Intervall  von  a  bis  b  falle.    Diese  Voraussetzung  machen  wir  . 
anch  bei  der  nachfolgenden  Berechnung  von  L.    Es  sei  slio 

«  =  2(i.+JJ) 
Setzt  man 

,i-e  =  x*;     c~a  =  a;     e  -b  =  a 

wo  aber  a  —  0  und  b  sehr  klein,  eo  ist 


=yc«'+«)'tvi 


/(*')  =  <«'  +  «)  :<'^-"«PC*'i 

wenn  man 

i'  =  — acoa'd  =  ~  OB* 
setzt,  in 


DflitizecbyGoO'^lc 


du  Lam^iditH  AncMaHH  * 


i-1  i+r-i 

/(—au») —, -«7-1(1  — n«)*        a  «Sy-lpf— a«»«) 

Übergeht  nnd  nun  nach  frflherem 


n-...,  =  .^«'<^(.-.."H0 


(»' 


ist,  so  ergibt  sich  anter  AoweDdnng  des  Satzes 


'ife^-'/*'--')-©™--"- 


ist    Beachtet  man,  dass 

dass  Also  der  Integrand  eine  ganze  Function  nten  Grades  Ton  u* 
ist,  Bo  kann  man  die  untere  Grenze  anf  —1  herabrQcken ,  den 
Factor  2  tilgen  nnd  partiell  iotegriren.    Dann  wird 

+1 

—1 

—1 

WflU 

BO  ist  Bcblieaslicfa 

■^       '    "  2»  +  l-  (2- /!,+)))■ 

Diese  Formel  weMe  nan  in  den  Tier  Fällen 

(.,  />)  =  (0,  0),    (0,  Js    (J,  0),    (},  i) 
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^^  =  üi£  =  2MXProd.  X  Af 
angewandt,  wenn 
Pr«d.  =»i*'(0)i«?(*)i«y{c)    lud    J  =  (i+^,     "^  =  »+ y 

Zuletzt  trachte  man  darnach,    nar  n  and  «  211  hehalten.    In   den 
Ansdrflcken  fOr  Vj  werde  der  Buchstabe  e  durch  a  eraetzt 

I">    i«,  ß)  —  fO,  0). 

{(i-ryr 


1+1       1    (G-')')' 


1«)  r-0. 


(G-*)')'   ^'«(^)'        ni).i 


2T 
Beachtet  man,  dau 


y  =  -_„,    also    -+,-«-„ 

DflitizecbyGoO'^lc 


du  Lamfiduii  F\iiwlMitH  OBtUtr  Art.  271 

u  kann  man  beide  Falle  in  folgenden  Ansdrack  veieinigen: 
"  -  <-«"      ■  2— .(2»+l)7T»-.  +  « 

n>)  (.^«-(0,1), 
rr-(-ii  "  "'    -?^    i.+i)V  JXD-niy      2    +» 

i^-  -  2.-.,+2iii.i,„+„;  (^_^^  ,^._-i  _^), 

alto 

„.(_„'^+'».-.,  ^-  C-T^-0'('-^'-^)' 

"    '   "  ■^     -ai+i-  ("+1)1 


■  C4-')'C-i-')'      mr 


(»+I)I 

II™ 

-.+*) 

a^ 

,-i,    uke 

-2-' 

=  «. 

wä  ferner 

C4-' 

("+1)1    " 

1,0' 

y= 

n  — 1 

f,    also    ^ 

5+r 

-„-,- 

1, 

■0  Ut  in  beiden  FUlen 

DflitizecbyGoO'^lc 


Bigler:  Einigt  Btiiurkinig*n  über 


UI")    («,  ß)  -  (1,  0). 
f-  (—1)"-  ■  2„^i  ■   2— !,/!;„_„  (-1) 

IT>)    (.,  ß>  -  (J,  1). 

,     ,   ,J  ->■      2.1.     (.+i)'.(.+a)'    /  n«-i  Y 

I7,Z,-(-I)         .   2,^-        e4«(«-l)        ■   V2-JV"+t)/ 


f+r+i 


i+'  «.-..,  Q-'+')'(^'— )' 


if— (-1)  .  2--*'/ 


(2,+l)  .  (n  +  2)  I 


1»)    r-0,    »Irm    «-j-l;     «-»-2  +  1. 
Weil 

2-*'  JTj) 

<"+«•"  r("±»)rQ+2y 


so  ist 

2-f  (i+i) 


ni) 

(,+2)I     -J\n-.  +  J) 


Da.tizecbyGoO'^lc 


du  Lam^tehn  /WutÜHwn  aetiUr  Art. 
n  — 3  t 


.m' 


und  loiiiit  ist  in  beiden  FiUen 


Jf-  (-1)- 


ni)..! 


•2r»+l  ■   2»-s»rtfi-i.+  l) 
Die  Tier  Anadracke  fflr  M  kfinnen  nun  in  den  einzigen 

ZDsanunen  gefotst  werden.  Der  Factor  Jlj  ist  zwtr  Dor  Ar  die- 
jenige Wurzel  der  Gleichnng  d^^-i  --  0  bewiesen,  bei  welcher  keine 
Wurzel  der  Gleichong  Q(x}  —  0  zwischen  a  nnd  b  liegt  D&  der- 
selbe aber  «ne  rationale  Zahl  ist,  BO-muss  er  für  alle  «-(-1  Wur- 
zeln jener  Gleiebang  dt-^i  —  0,  die  sehr  wahrsckeinlich  irreductibel 
ist,  derselbe  bleiben.  Dana  gilt  allgemein  ftkr  das  dreiazige  Kllipsoid 
die  Gleichung : 

Aaran,  den  10.  Aprü  1890. 


Ank.  i.  IfoU.  1.  Phr^    s.  Mk«,  T.  XU.  |8 
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XV. 
Zur  Mechanik  der  atmosphärischen  Bewegungen. 

Tod 

Emil  OekinghauK. 


Wir  geben  in  den  nachfolgenden  EntnickeluDgeo  eine  Fort- 
setznng  derjenigeo  Arbeiten,  welche  wir  in  der  „WochenBChrift  der 
ABtronoinle,  Meteoroloi{ie  etc."  anter  dem  Tit«l  »Das  Gesetz  der 
Windbklinen  in  CfklODeo''  im  Jahre  1891  TerOffentlicbt  habeo.  In 
dieser  Abhandlung  haheu  wir  die  Theorie  der  Cyklonen  in  grOsst 
möglicher  Allgemeinheit  entwickelt  and  die  Theorie  der  allgemeinen 
CirknlatioQ  der  Laftströmungen  in  einer  Form  dargestellt,  welche, 
soweit  sie  mathemstiscb  dnrchfahrbar  war,  die  wirklichen  Verhält- 
nisse der  Lnftbewegangen  möglichst  genan  zum  Ansdruck  brachte. 
Znm  VerstSndniss  des  Folgenden  wird  es  also  nötig  sein,  die  ge- 
nannte Arbeit  einzosehen,  von  welcher  wir  glauben,  dass  dieselbe 
vermöge  der  Wichtigkeit  der  darin  behandelten  meteorologischen 
Principien  einiger  Anfmerksamkeit  wert  erscheint 


1. 

Die  Er&fte,  welche  auf  ein  Lnftteilcben  einer  Cfklone  ein- 
wirken. Bind:  die  Centrifngalkraft,  die  Gradientkraft  /j,  nnd  die 
ablenkende  Kraft  l  =  %ia6\aif  der  Erdrotation,  unter  <p  die  geogr. 
Breite  des  bewegten  Punktes  Terstanden.  Diese  letztere  Kraft  zwingt 
den  Pankt,  sich  in  einer  Spirale  dem  Centrnm  der  Cfklone  zu 
nähern,  welcher  Tendenz  die  Reibnng  deren  Constaute  it  ist,  ent- 
gegenwirkt.   Der  Ablenkungswinkel  y   der  Windbahn  von  den  Gra- 
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dienten  der  cirknlar  gedachten  Isobaren  ist  also  vornelunltcli  ab- 
hängig von  diesen  Grflsaen,  and  ebenBO  ist  es  die  Geschwindigkeit 
t>  —  ap/cosii,  worin  g  eine  GrOue  bedeutet,  welche  vom  Badina- 
Tector  r  des  Punktee  lÄhjUigt.    Die  aUgem^en  Gleichungen  sind 

/■sin*-t-l+^ 
1)  ^" 

in  welchen  /  eine  meridionale  Kraft  bezeichnet,  und  e  den  Winkel 
bedeutet,  den  die  StrOmong  mit  dem  Paralfelkreis  bildet.  Die  Elimi- 
natioa  von  F  Mut  unter  Benutzung  von  t>'  auf 

i.  i.  auf 

r  ist  die  BpbArische  Entfernung  des  bewegten  Panktes  Tom  Uittel- 
punkt  der  Cyklone. 

Die  vorstehende  wichtige  und  merkwürdige  Gleichnng  ist  von 
BSB  a  a.  0.  mehr&ch  behandelt  und  integrirt  worden ,  indem  von 
ihr  die  Kenntniss  des  Ablenkungswinkels,  die  Grösse  der  Geschwin* 
digkflit  und  die  Werte  des  Luftdrucks  an  den  verschiedenen  Stellen 
der  Cyklene  abh&ngt 

Wir  wollen  nnn  an  dieser  Stelle  aaf  einen  Punkt  anfmerksam 
macben,  der  bisher  noch  nicht  erledigt  worden  ist,  dessen  Wichtig- 
keit aber  eine  genauere  Untersuchung  um  so  mehr  verdient,  als  von 
ihm  eine  Menge  Usgleichheiten  herrOhren,  die  man  bisher  nicht 
weiter  beachtet  hat 

El  betrifft  den  Ausdruck  X  =  2iiiiiaip  der  ablenkenden  Kraft 
der  Erdrotation,  der  bisher  in  allen  Cyklonenberechnnngen  als  con- 
stante  GrAsse  angenommen  wnrde,  dies  aber  keineswegs  ist,  vielmehr 
namentlich  in  ansgedehnteren  Depressionen  in  erheblichem  Grade 
von  der  Polhohe  abhängt. 

Für  genauere  Berechnungen  ist  es  daher  nicht  gestattet,  i  aU 
unveränderlich  zu  betrachten,  und  es  wird  der  Zweck  der  folgenden 
Aoseinandenetznngen  sein,  diesen  Einflnss  in  Bechnung  zn  ziehen. 
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Wir  mOHen,  um  Bin^  uden  Mszodracken,  auf  das  sphkritehe 
Dreieck  zwischen  dem  Centram  qp,  der  Cyklone,  dem  bewegten 
Fnnkt  ip  nod  dem  n&chsten  Fol  zamckgreifen.  Wie  früher  sei  der 
Winkel  zwischen  r  und  ^  wieder  &,  welcher  alio  mit  der  Be- 
wegung w&chB^  dann  ist 

fin^  =  sinqpgcosr  — cosv^sinrcoB^    ~ 
mitbin 

^>        Ar+(^+i^-i^;'«l"+^,("'»VoCOBr-co8v»B.nr. 

cob9)  —  0 
Eb  ist  aber 

d»_.       tg» 
*■  siur 

also 

d» 


tg«f  =  —  Binr 


und  dies  eingesetzt  in  die  obige  Gleichung  giebt 


Dies  iit  die  genaue  Differentialglelchnng  der  Cyklone,  in  welcher 
y  den  Wert  ansdrAckt  der  ttber  die  Art  der  cyklonalen  Bewegung 
entscheidet  Sie  ist  eine  nicht  lineare  Differentialgleichnng  zweiter 
Ordnung,  deren  Integration  wegen  des  Eintretens  von  cos<^  Schwie- 
rigkeiten anterliegt  Uan  kann  zwar  statt  der  Yariabelen  9  eine 
andere  einfahren,  z.  B.  setzen   tgf^  —  z,    nnd  man  wQrde  erhalten 

3a 

-I-— cosg^d— ^)  — 0 

welche  aber  ebenfalls  den  bekannten  Regeln  der  Integration  Trotz 
bieten  dOrfte.  Dahingegen  können  wir  noch  eine  dritte  Form  anf- 
Btellen,  welche  anf  der  Relation 


beniht    Hiernach  ist 
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and  man  hat  nach  EinfDIuDDg  dieses  Ansdracka  io  die  entaprecbende 
Fonnoi 

4)  ^+(i— 2offC0tr)  j-+2a»y(C08q5,C0B9  — Binv««>tr)  —  0 

Wenn  nun  auch  diese  Oleichnng  im  allgemeinen  nicht  integrabel 
ist,  so  kCnen  gloicbwol  aas  ihr  mit  Holfe  der  Sectorengeachwindig- 
keit  einige  merkw&rdige  Beziehungen  abgeleitet  werden,  welche  mit 
andern  ReihnngsproblemeD  in  Znaammenhang  stehen. 

Wir  fuhren  die  Sectorengescbwindigkeit 

darin  ein  ond  erhalten 

dS  . 

5)  ^+iS+awy8inr{coB^BinrcOB*  — sinvoCOBr)  —0 

oder  eiitbcher 

^-(-ifcS  —  avjrsinrsinrcoB^ 
mrtns 

6)  S—  «-«^C+dwy   jfBinr8ia.9)<**dt) 

Dia  Scöbong  (k)  verringert  also  die  FlAchengeBchwindigkelt.  FQr 
k  =  0  und  ^«90",  also  für  die  grosse  Cfklone  um  den  Pol 
wttrde  folgen  aus  b) 

S—  C— JwBinr». 

Am  ».  0.  S.  380  haben  wir  nachgewiesen,  daBi  fOr  das  Beihnngs- 
gesetz    E  —  kcOBr  .  v    die  Sectorengeschwindlgkeit  durch 


j8i  •-  r-_^  sinr'+Csinr 

dargestellt  werden  werden  kann,  sofern 

sinr 
v  —  d -   --     also     V  =  sia r 

als  dem  Inneren  der  Cyklone  entsprechend  der  Bewegung  zagrande 
gelegt  wird. 

Gehen  wir  wieder  anf  die  obige  Differentialgleichung  zurück 
nnd  setzen  das  Centram  der  Cykloae  in  den  Aequator,  so  erhalten 
wir  wegen  ipo  —  0  '  '^'  '^ 
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7)  J-  + tS+afl»((Biiir».  cos»  —  U 

Uieae  merkvttrdige  Gleichung  könDen  wir  mit  einer  analogen  der 
Pendelbeiregang  in  BeKiehnng  setzen. 

Du  Zeitintegral  der  Pendelbewegnng  ist  bekuintiich 

8)  -^+frin»-0 

worin  9  der  vom  tiefsten  Pnnkte  gerechnete  Aasschlagwinkel  im 
Kreise  vom  Hslbmesser  /  bedsntut.  Statt  des  Pendels  kann  man 
anch  den  entsprechenden  Kreis  einfilhren,  in  welchem  der  schwere 
Punkt  ohne  Beibnng  gleitet  Wir  denken  uns  nun  dies  Bew^noga- 
Bystem  so  mit  seinen  parallelen  Kräften  gedreht,  dass  letztere  nicht 
nach  anten,  sondern  in  einem  recbten  Winkel  nach  links  gerichtet 
sind,  nnd  dass  das  Centram  auf  dem  Aeqnator  liegt  oder  genauer, 
dass  die  Kreislinie  durch  einen  Schnitt  einer  Ebene  mit  der  Erd- 
kugel gebildet  werde.  Nach  der  vorausgesetzten  Richtung  der  (ge- 
dachten) Scbwerkr&fte  wQrde  also  ein  Punkt  in  diesem  von  ihm  voU- 
stflndig  durchlanfenen  Kreise  im  Ostpnnkte  die  kleinste,  im  West- 
pnnkte  die  grOsste  GeschwiDdigkeit  besitzen.    Setzen  wir  nnn 

e  =  90"  -H  *, 
ao  wird  der  jetzige  Attsichlagwinkel  identisch  mit  dam  frflheren,  nnd 
man  hat,  weil  in  der  Kreisbewegnng  die  Fl&chengeschwindigkeit 


Setzen  wir  noch  wegen  der  lüinheit  des  Halbmessers    1:=  sinr, 
ist  auch 


worin  g  die  Acceleration  der  Bewegnng  bedeutet. 

Diese  Gleichung,   vei^lichen  mit  der   entsprechenden  reibnngi- 
losen  cjklonolen  Bewegnugsgleichnng 


seigt  die  Verwandtschaft  beider  Bewegungen  und  mau  erkennt  deat- 
Uch,  dass  die  cyklonalen  reibungslosen  Strömnngen,  deren  Gradienten 
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tintlicb  nach  einem  Fnnkt  des  Aeqofttors  gerichtet  sind,  mit  der 
Bewegung  cdnes  vou  panllelen  und  westwärts  gerichteten  Erftften 
ftngegriffeiien  Punktes  im  Kreise  verglichen  werden  kOnnen.  Die 
notwendige  Bedingung  der  Identität  ist 

j  —  2a  o>  y  sin  r 

Wählen  wir  fOr  das  äussere  Gebiet  der  Cyklone  wie  frflher 

H  —  l/sin  p,    so  ist    ff  —  2a  M 

woraus  hervorgebt,  dass  die  im  allgemeinen  willkürliche  Beschlen- 
nlgung  g  der  Winkelbewegnng  u  der  rotireudcn  Erde  proportional 
ist  Für  die  voraasgesetzte  cjklonale  Bewegung  ist  also  deren 
Flächeugesch windigkeit  gleich  deijenigen  im  entsprechenden  Kreise. 

Vergegenwärtigt  man  sich  also  die  Phasen  der  circularen  Be- 
wegung, so  kann  man  behaopten,  dass  die  Lnftmassen,  welche  nörd- 
lich vom  Aequator  nm  das  Centrnm  der  Cyklone  bemmgeftthrt  wer- 
den, in  beschleunigter  Flächengetcbwindigkeit  sich  befinden  und 
ihren  westlichsten  Pnnkt  im  Aequator  mit  der  Haximal-Flftchen- 
gesch windigkeit  erreichen,  während  in  der  zweiten  Hälfte  der  Be- 
wegung, also  in  der  Sfldbälfte  der  Erde  dis  Bewegung  sieb  verzögert 
nad  im  Ostpuakte  ihren  minimalen  Wert  erreicht. 

Aber  auch,  wenn  das  obige  Gesetz  y  =:  l/sinr  nicht  geradezn 
erfnlit  sein  sollte,  so  dass  g  noch  abhängig  und  also  eine  Function 
von  r  ist,  so  bleibt  im  allgemeinen  der  Vorgang  ziemlich  derselbe, 
namentlich  wenn  die  Cjklonen  in  angenäherter  circalarer  Bahn  ihr 
Centrnm  nmlEreisen. 

Nicht  minder  merkwttrdig  ist  es,  dass  die  Gleichung  für  reibende 
Lnftmaasen  Tollständig  mit  derjenigen  identisch  ist,  welche  die  Kreii- 
bew^nug  mit  RBcksicht  auf  Reibung  darstellt.  Vrgl.  Schell,  Theorie 
der  Bew.  a.  d.  Kräfte. 

Die  betreffende  Formel  lastet 
oder  transfonnirt  fOr  die  Flichengeacbwindigkeit  der  Kreisbewegung 
«eiche  mit  unserer  cyUonalen  Oifferentialgleicliang  fOr  <po=0 
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d«r  Form  nuh  fibereinBtimmt,  wenn    y  —  l/slnr,    also 


CO)  tc  sinr 

Diese  merknOrdige  üebereiDatiminang  zireier  BOtut  In  Bich  ver- 
Rcbiedenen  BewegBDgsformon  ist  recht  geeignet,  die  eine  durch  die 
Andere  zu  erläutern.  Wie  gross  ancfa  die  Beibnog  tat,  die  Bewegung 
in  den  weltlichen  Qnadraoten  wird  im  allgemeinen  di^enige  in  den 
östlichen  abertreffen 

Verlusen  wir  nnn  den  Aeqoator  und  lassen  eine  Cyklone  in 
einer  beliebigen  Breite  ip^  entstehen ,  so  ändert  sich  die  Gleichnag 
insofern,  als  noch  ein  weiteres  Glied  zn  derselben  hiuzntritt.    D.  h. 


13)     ^-|-J^-|-ainyCOS9>o8inr*COSd'  — auiygin7|,sinrcOBr  —  0 
FOr  das  äoBsere  Gebiet  y  ^  I :  sjnr  folgt  also 

dS 
14J      jT't^^  '^  — oocOB^osinrcos^  +  aotBinipBCosr 

In  den  nördlichen  Qnadranten  ist  cos^  n^pitiv;  nad  da  nonmelir 
noch  das  Schlassglied  ouBinTgCosr  hinsogetreten  ist,  so  hemdit  in 
diesen  Gebieten  der  Cyklone  eine  beschleunigte  Bewegnng  som 
Wes^nnkt  derselben,  während  in  den  südlichen  Quadranten,  wo 
cos^  poBitiT  bleibt,  die  Fläcfaengeschwindigkeit  gegen  den  Ostpnnltt 
abnimmt.  Diese  Unterschiede  wachsen  mit  der  graphischen  Breite, 
wie  ans  der  aUgemeinen^Oleichnng 

d,S  , 

jT-  +  *S  —  a  »y  sin  r  .  sin  9  eo3  # 


Auf  alle  Fälle  erhalten  die  cyklonalen  Lnftmassen  in  Folge  der 
Rotation  der  Erde  eine  wesentliche  Beschlennigting  welche  in  einem 
der  weBtlichen  Quadranten  zn  ihrem  Uaxlmnm  gelangt. 

Um  nun  für  eine  beliebige  Lage  der  Cjklone  die  Differential- 
gleichnng  mit  der  entsprechenden  der  Kreisbewegung  zu  ver- 
gleichen, denken  wir  die  oben  genannten  Par&llelkräfte  g  nicht  mehr 
nach  Westen  wirkend ,  welcher  Fall  dem  Aeqnator  entsprechen 
wtlrde,  sondern  in  die  Nordwestrichtnng  parallel  Terschoben,  and 
«war  nm  den  Winkel  ^  der  geogr.  Breite. 
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Da  wir  #  von  Sflden  Aber  Osten  rechnüD,  0  aber  von  der  Nord- 
westrichtong  aber  Saden,  so  ist 

«  —  99  +  90»  +  * 

und  so  folgt  fflr  die  Bewegung  im  Kreise 

JB)     ^+AS+is8inrco8vo«>8»  — ^jrsiai-siDynBin*  —  0 
DDd  fttr  die  cyklonale,  wenn  y  =  1/sinr 

dB 
16)     -^  +  fcS  +  o(»8inreosVoC083-  —  atmiaif^cotr  —  0 

Setaen  wir  also  wieder  g  —  Zaw,  so  werden  in  beiden  Gloi- 
cbangen  die  3  ersten  Glieder  identiBch,  die  letzten  nicht,  wogegen 
aber  dieselben  in  den  Zeichen  Obere instimmen ,  wenigstens  in  der 
Bewegung  in  den  Östlichen  Quadranten. 

Hiernach  steht  fest,  daas  auch  im  allgemeinen  Falle  der  cyklo- 
nalen  Bewegung  auf  der  nOrdtichen  Halbkugel  die  Flichengescbwin- 
digkeit  derselben  nach  dem  nordwestlichen  Quadranten  hin  zunimmt, 
und  dase  sie  mit  der  reibenden  Bewegnng  eines  schweren  Punktes 
im  verticalen  Kreise  verglichen  werden  kanu.  Da  nun  der  Ablen- 
knngswinkel  ^  mit  der  Qeschwindigkeit  wächst,  vermöge 

ay 

COB^  —  — 

oder  fttr  y  =  sinr  nach  früherem 


17)      tgK.  =  ;f^:2S -"*■"■ 

ist,   so  ist  filr  wachsende  a  der  Ablenkungswinkel   in  der  Östlichen 
Hälft«  der  Cfkloue  kleiner  als  in  der  westlichen. 

Diese  Erdrtemngen  bezogen  sich  im  allgemeinen  anf  die  Flächen- 
geschwindigkeiteo.  Indessen  kann  man  auch  die  Formeln  fdr  die 
Winkelgeschwindigkeiten  beider  Bewegnng  in  Beziebnog  setzen,  z.B. 
wenn  man  durch  Einffibmng  von  y  —  tgr  das  innere  Gebiet  zu- 
nächst berttcksichtigt.     FOr  diesen  Teil  der  Cyklone  hat  man  dann 
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18)      ^+'(*— 2o)^  +  2oB.c08totgr  .  cos  ff  —  2«  »sin  Vg  —  0 
und  für  die  EreisbewegaDg 

Beide  Gleicbnogen  lassen  im  allgemeinen  Vergleichnngen  zu, 
welche  du  oben  Gesagte  zam  Teil  bestätigend  wiederboten.  Die 
vorletzte  Gleicbnng  ist  integrabol,  wenn  9,  =  90°  oder  die  Cjrklone 
den  Fol  znm  Centrnm  bat.    Sic  wird  dann 


woraoB  wegen 


dt         i— 2a^    ' 


t  — 2a^ 
d»    sinr 


-  +  Ccosr<r-rt-*'>' 


nnd  wenn    man  sich  anf  die  polaren  Zonen  beachränkt,  die  Äqua- 
torialen also  aoBScbliesBt,  als  Gleicbnng  fQr  den  Lnftdmck 


!  =  — ailogCOBr-t-g^5;^8inr«+-j-Cainr 

a<  2u*a* 

—  rt»logCOSr— 2  (tg'-*-J-21ogcOBr)+^^g^,8lnr« 

4o»a'C     . 
"  fc{*-2a)" 

oder  einfacher 
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M)     tglf 


^=-.,.^,-^.+^=-;s^?-^ 


(i  — 2 

n. 

In  Bezog  aaf  die  HanptgleichnngeD  der  cykloniBChen  BewegnDg 


kAnnen  wir  lüctat  ein  Intagnü  fOr  den  Fall  aufotellen,   daM    kein« 
Gndientkrftfte  wirkBam  sind.    Ans 


folgt  nftmlich  am  der  ersten  Formel 

«iBinUr  ,       .      ,        ,    2«C0Br 
— ^ f-cotr  Binif'-I —  0 

nnd  TermOge  der  zweiten  oder 


COBIf 

2«coBr 


Femer  ist  nach  einer  Differentiation 


dr*      ^rinrcotr      dr 
oder  einfadier,  wenn 
eingefahrt  wird, 


3.n»cot.+  ^) 
-^ navQOir-  = » ^ — - 


■inycoti 
u  —  BinrBfnif 
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'^J      T3  ~~  *  coiisr  .  3-  "■  —   ,    ■         — i  .    -r 
dr*  dr        aaVainr»  — u*      dr 

Dies  ist  die  DiffereDtialgleichang   der  TrUgbeitBCDire   für   reibende 
BewegüDg.     Fnr  reibnogslose  {k  —  0)  wird  ans  ihr 

_ .,  C+  mcosr»       ,  C+  m  COSr» 

24)  u  =  — ' »\B0    ainV  —  — —n 

Ist  dagegen  o  —  0,  die  Erde  also  rotatioaBios,  to  folgt 

25)  u  —  C— HmrginiC 

nnd  daa  ist  der  Clairant'Bche  Satz. 

Wir  wollen  noch  ans  den  allgemeinen  Qleichnngen  einen  Bpe- 
dellen  Fall  ableiten,  indem  wir  nftmlich  die  cyklonalon  Bewegnngen 
als  in  ein»  Ebene  vor  Bich  gehend  betrachten.  DieBelben  verein* 
fachen  sich  dann  in 

vdib  dt> 

26)  ftiav-lv--^,    ^co8t  =  it.-{-^ 

1=:  Sfosin? 

Die  2' Achse  sei  nach  West«n,  die  y-Acbae  nach  Norden  ge- 
richtet.   Man  hat 

dx  du  , 

*-•■»•*•  ä -'■'»" 

alBo 

«"  —  —  t)Mnvq>'  +  tt'coBV,     )p"  =  «coBVv'  +  «''flin» 


^  —  iB"'co8V+y"8inv 
ftmif  =  lo+a/'Bin<(/  -  /'co8i(» 

k^  —  ld-y" 

<ftB  dm     ,dy 


folgt,  weldieOltichnngen  znerst  von  Herrn  F.  Roth  angestellt  worden 
riad. 
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m. 

Einige  bemerkenswerte  8&tze  folgen  noch  ans  dem  Integral  der 
Gleichang  2) 

28) 


Man  kann  nBmlich  nach  den  Werten  ron  y  fragen,  irelchs  dem 
Anfangt-  und  Endzustand  der  cyklonischen  Bewegong  zukommen. 
Im  allgemeinen  werden  die  Werte  von  0  oder  90"  verschieden  stin, 
während  ans  der  obigen  Fonnel  f Or  r  —  0  ein  Wert  ifi  =  90"  zn 
folgen  scheint.  Da  es  aber  vorkommen  kann,  daas  mit  dem 
Nenner  auch  der  Zähler  dea  obigen  Anadmcks  verschwindet,  so  ist  es 
mOglich,  daSB  fOr  die  Orenzverbältnisse  der  Cyldone  der  obige  Quo- 
tient sieb  in  dar  Form  |  darstellt,  weshalb  fOr  die  Auswertung  der- 
selben eine  Differentiation  seiner  Glieder  nötig  ist  Differentüren 
wir  also  in 


/kdr 


den  Zähler  und  Nenner,  so  erbalten  wir  wegen  ;i  =  2aisinr 

2«  sin* 
ä»)     '81'=        .1.         


welche  flleichong  den  Ablenkongawinkel  zn  Anfang  oder  Ende  der 
cf klonischen  Bahn  bestimmt. 

Um   eine   Anwendung  davon   zn   geben,  Ähren  wir   das  schon 
froher  aufgestellte  Geschwindigkeitsgesetz 


ein,  aas  welcher  wir  nach  den  Formeln  85)  bis  89)  S.  206  die  fol- 
gende (verbesserte)  Relation  entwickeln. 
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32)     tg» 


_  11  Jini«. 

"n*     Binr    V  COSjnr»  •"  *  '      6*» 

(«■— 4)(9.«-4)(25.'-4).. 


-  (i  —  I  «18  Jnr  +  tcOB  JflT*) 

+  ...) 

Hierin  ist  —  =  2  und  C=.0. 
Setzen  wir  hhd  negen 

|r  =  aiOftr,    ^=  ncOBnr 
dieee  Beziehnngen  in  die  Formel  f))r  tgv'  ^n,  bo  folgt 

ää)     '«»-i-a.e....-.C»tr.l.»- 

Im  An&ng  der  Bewegung  ist  nun  »r  —  180°,  oder  die  Oeachwlndiif 
keit  —  null,  und  die  entsprechenden  Ablenknugawiakel  der  Cfklone 
folgen  auB 

2m  Bin  v 

'«''■  =  T+sr-  '■=" 

34) 

ZnnAchat  bemerkt  man,  dass  die  Ablenknogswinkel  in  der  Crklooe 
stetig  zanehmen. 

Setzen  wir  non  in  32)  statt  nr  den  Grenzwert  160*  ein,  so  folgt 
.«-4  ,    2(n'-4)(9n«-4)  \ 


tg*«  = 
nnd  da 


'M+\ 


2  3      3n*— 4 

i-2<m,  Binr-Bin|90«=.^+^-g^  +  . 

«0  folgt 

.      i         2»  . 
tgt.  =  sin3;^-3^sin. 
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wu  mit  der  obigen  Formd  wegen   h  ~  äna    Bbereinatimmt.    Diese 
letztere  Bedingnng  bringt  es  mit  sich,  dass  in  beiden  Formeln 


ist,  and  man  erkennt  ane  diesen  Bestimmungen,   dass   die  Grenz- 
gleichnng  30)  genau  ist. 

Daraus  ergeben  sich  nnn  einige  weitere  Folgemngen. 

Denken  wir  uns,  dasa  anf  der  nördlichen  BemisphBre  sich  eine 
Cfldone  gebildet  habe,  deren  Badlichster  Pnnfct  etwa  den  Aeqnat«r 
berflhrt  In  dein  Grenzkreise  beginnen  die  StrAmnngen  mit  der  Ge- 
schwindigkeit —  null  nnd  werden  dnrch  die  Erdrotation  nm  so  be- 
deutender Ton  ihrer  znnftchst  nach  dem  Centram  gerichteten  Be- 
w^ung  abgelenkt,  so  nördlicher  die  Strömungen  Bind.  Hiernach 
zeigt  cUe  Formel 

2«  sin  7 


»«fa 


h-\-an 


dass  der  Ablenkongswlnkd  der  Strömung  um  den  aeqnatorialen  fierOh- 
mngspnnkt  —  nnll  ist,  so  dass  also  nur  an  dieser  Stelle  die  ein- 
geleitete Bew^nng  znnftchst  nach  Norden  gerichtet  iet.  Je  weiter 
wir  uns  aber  anf  der  Peripherie  des  Grenzkreises  von  dem  voraus- 
gesetzten BertÜirungspunkt  nach  Norden  entfernen,  also  zu  höheren 
Breiten  gelangen,  nm  so  grösseren  Ablenkungswinkel  werden  wir 
begegnen,  die  demnach  im  nördlichsten  Punkt  ihr  Maximum  erreichen. 
Hieraus  ist  ohne  weiteres  erklirlich,  weshalb  die  Terschiedeneu  Teil- 
gebiete der  Gyklonen  verschiedene  Ablenkungswinkel  haben,  und 
warum  sie  In  den  nördlichsten  Quadranten  grösser  sein  mOssen,  als 
in  den  sttdlichen,  wogegen  in  den  östlichen  im  Vergleich  zn  den 
westlichen  kein  Unterschied  obwaltet 

Femer  zeigt  die  Formel,  dass  für  grössere  Reibung  ein  kleinerer 
Ablenkungswinkel  eintritt,  nnd  dass  dies  auch  bei  grösserer  Ge- 
schwindigkeit der  Fall  ist,  da  c  von  a  abhängt 

Was  den  Einfivss  von  n  betrifft,  welcher  Coefficient  in  Bezug 
anf  die  Ausdehnung  der  Cyklone  eine  Rolle  spielt,  so  sieht  man, 
dass  fDr  grossere  n,  also  bei  kleineren  Ausdehnungen  der  Ablen- 
kungswinkel kleiner  wird. 

Unter  allen  Umständen  hat  natDrlich  u  oder  die  Rotationsge- 
schwindigkeit dem  massgebendsten  EinflusB. 

Am  Ende  der  Bewegung  ist 
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also  y«  >  y.  nnd  ist  im  Qrenzbll,  wenn  k  —  2m,  gleich  90^ 
Bei  anticfklanaler  Bewegung  dagegen  gelten  die  Formeln 

welche  Werte  kleiner  ab  die  der  <7klonalen  Bewegung  sind. 

Ea  scheint  nfltzlich  zs  sein,  die  Grenzwert«  ffir  die  schon  frilher 
betraditeten  Fälle 

"  "  cos  »Sil»'-'    *  "  Bin"^    '^^  *"'"'""  *^^'*'*'^ 
and 


V  —  — —  tg  Jr,    y  =  tg^    des  inneren  Gebietes 
einer  Cyklone  in  berechnen.    Uan  findet  beziehnngsweise 

welcbe  mit  den  enMprechenden  Werten  in  TU.  a.  a.  0.  genau  flber- 
einsUmmen,  dt  a  ^  e  ist. 


rv. 

In  den  bisherigen  Berecbnnngen  waren  wir  immer  davon  ans- 
gegangen,  znnftchBt  einen  Ansdrui^  fOr  die  Geschwindigkeit  anbu- 
stfillen,  ans  demselben  vermittelst  einer  Differentialgleichung  ein 
Integral  for  den  Ablenkungswinkel  zu  finden  und  durch  eine  noch- 
malige Int^ration  den  Ansdruck  für  die  Lnftdmckdifferenzen  zu 
gewinnen. 


Die  Gleichungen  waren 


^tgy  1 


'+(jl+s;-4)«'+4-° 

36) 

—  =afc,+<.lst8#-«»y  J+^t«^< 


;cbyG00'^lc 


Otkiogkaui:  Zur  Maduuük  dtr  almoMplUlTÜtin  BtKitgtuigtii.       289 

Wie  wir  schon  frfiber  bemerkt,  baben  vir  vennittelat  dieser 
Gleichangen  einen  bedeatendea  Teil  der  atmosphftrischen  Bew^nogea 
ni  erlcIKren  Tcrsncht,  indem  wir  znnäcbst  Ober  y  als  Function  des 
RadiosTector  eine  dem  inneren  oder  lluBseren  Gebiete  der  Cjklone 
entsprecbende  Annahme  machten.  Um  z.  B.  die  Verh&ltnisse  fQr 
den  KordOBtpasBat  hinsichtlicb  seiner  Geschwindigkeit,  Ablenkangs- 
viukel  and  Laftdmckdifferenzen  zu  berecbnen,  worden  wir  fOr 
dessen  anticyklonale  Bewewegnng  zn  setzen  haben 


7)     tgf  -  j-^:^  +«ainr  vergl.  F.  124)  a.  a.  0. 

-  ^  -  ^'  (*+»)  (l+(*|fei)  Cainr^-sinr.^ 

_  4a«a>'Binra«  (  _  /sinr^\ä  ) 
(k+2a)*    V      Vsinr^  / 


2a*  m' 


'Slnra«      (        /8inrAa+M 

0(t+«)  \^    Vsinr  ;         / 


Nimmt  man  als  Grenzen  des  NordostpassatOB  theoretisch  die  Grenzen 
9  —  30^  and  v~0,  also  r  »  60*  and  90*>  nnd  nehmen  an,  dass 

a  —  0,00000333  -  2,11m,     k  -  0,0000361 
and  zwar  anf  Gnmd  des  Beihnngsgesetzes 

Bi=kCMrv 
so  werden  die  Potenzen  von    8inr,/sinr    sehr  klein,   nnd  die  hnh- 
drnckformel  wird,'  wenn  der  Anfiingswert  von  i|)  •»  0  ist, 

Ffibren  wir  hierin  die  obigen  Gonstanten  mit 
»-0,0000729,    ro-60» 

ein ,   so  folgt  nach    Rednction   auf  die  BarometersUnde   zwischen 
Aeqnator  nnd  30*  Breite  auf  Grand  der  Relation 

&Kk.  d.  Ifath.  K.  Pkp.   SL  Kalb«,  TL  XIL  19 
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Ist  also  der  Laftdracb  am  Aeqnator  757 mm,  so  igt  er  in  30* 
geogr.  Breite  7G%,2mm,  ein  Resnltat,  weichet  den  wirkliclien  Ter- 
bftltnisflon  ziemlich  gnt  eutepricht. 

Die  An&ng8gescbwindiglieit  beginnt  mit 

nnd  endet  am  Aeqnator  mit  9m,  indem  dort  der  Ableitangswinkel 
bis  20  76*  gewachsen  ist 

Diese  Zahlen  sind  aelbBtverstftndlich  nar  hypothetiBche,  nad 
Andern  sieb  mit  der  Annahme  der  Constanten-  Im  allgemeinen  aber 
dürften  sie  der  Wirklichkeit  entcprechen,  wiewol  die  Grenzen  der 
Passate  andere  sind,  als  diejenigen,  welche  wir  der  Bequemlichkeit 
der  Bechnnng  wegen  angenommen  haben. 

Will  man  für  den  nnteren  Passat  unter  zo  GmndelegDng  des 
ReibnngHgflsetses 

iI=:IiCOSr  .  «> 

die  Geschwindigkeitsformel 

^    *""      an^ii '  sinr 
benntzen,  so  erfa&It  man  fflr  den  Ablenkungswinkel 

nnd  fDr  die  Lnfidmckdifferenzen 

...      Pr—Pt  l  ^   ,    4<i'o^\,     sinr        «•/    l  1     \ 

_2^'(C0tr--CotV)-a»(7/  «"»"«f 

+  -^~  I — ?-'^ + ^r  J—^-^ 

Hierin  bedentet 
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Die  Anfangsbewegnng  des  PasuiteB  ist  also  znoftchat  von  Nord  nkch 
Sad  gerichtet,  nnd  zwar  in  30**  Breite.    Demnach  ist 


a.(j_-|c"'"'-«] 


Die  Integrale  können  vermittelst  der  Gammafituctionen   in  Boibea 
«nsgedrackt  werden.    So  iat,  wenn 


Sa 

-  femer 

'  .     2«,         */<__lü/,  2      \ 


kfC~i=+')) 


Im  allgemeineD  sind  diese  Glieder  sehr  klein,  soweit  sie  sich 
anf  die  beiden  Grenzen  des  Passates  beziehen ,  and  so  wird  hierfür 
die  Lnftdmckdifferenz 

also,  wenn 

a  —  0,000000333,    k  —  0,0000  364    ist, 


ti7o=b/Goo'^lc 
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Der  Lnftdmck  in  80*  Breite  ist  also  jetzt  um  10,5  mm  grosser  als 
am  Aeqsator. 

Ans  dieBen  Beispielen  erhellt,  dass  man  ans  v  znnftchst  y  nnd 
d&nn  b  erhält. 

Ha  [ist  indesBeii  noch  mOglicb,  v  zn  bestimmen,  wenn  ^  als 
Fnuction  von  r  bekannt  ist 

Wie  ans  der  Differentialgleichnng  für  tei'  hervoi^efat,  kann 
man  dieselbe  umgestalten  in 

nnd  integrirt 

«)  »-.Tinns(<'-'/(5-'"')"-"*) 

Ist  ftlr  die  Berechnnng  der  allgemeinen  Circnlation 

X  —  2a<cosr 
darin  elogefort,  so  folgt 

nnd  man  erkennt,  da»,  wenn  tg  «|i  als  Function  von  r  gegeben  ist, 
die  Ermittelnng  Ton  e  keine  Schwierigkeiten  mehr  macht. 

Endlich  wollen  wir  noch  erwähnen,  dass,  wenn  das  Gesetz  der 
Lnftdrnckdifferenzen  bekannt  ist,  sich  hierans  vermittelst  einer  Dif- 
ferentialgleichung höherer  Ordunng  die  Formel  fflr  die  Geschwin- 
digkeit nnd  damit  für  den  Ablenkungswinkel  herieiten  Iftsit,  welche 
Rechnung  wir  indessen  Übergehen. 


Wir  wollen  noch  einige  Beziehungen  aufsuchen,  welche  in  den 
Gleichungen  f&T  die  cyklonale  Bewegung  im  inneren  Gebiete  der- 
selben enthalten  aiod,  nnd  welchen  wir  die  Form 


•k-cV~h\coairJ  / 


g^ehen  haben. 
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Im  Folgenden  setzen  wir  dagegen  geiqjlsa  der  Orenzen  der  ränm- 
liehen  Bewegung  jr  statt  tg^  und  sinjr. 

Wir  Sachen  znn&chst  das  Maximam  der  Oeachwiadigkeit,  indem 
wir  o  differentiiren.  Eb  resattirt  eine  qnadraÜBcho  Gleichnng  mit 
den  Wurzeln 

Wollt«  mau  das  obige  OeschwindigkeitsgeBetz  flberhaapt  der 
cyklouischen  Bowognng  zu  Grande  legen,  so  liesso  sich  unter  be- 
stimmten Verh&ltDiasen  anch  noch  das  äussere  Oebiet  durch  das- 
selbe darstellen,  da  die  letzte  Formel  zeigt,  dass  die  Gescb windigkeit 
zuerst  einen  kleinsten  nnd  dann  einen  grdaaten  Wert  erhalten  kann, 
welches  der  Bewegung  Im  GeBamtgebiat  der  Cyklone  durchaus  ent- 
spricht Als  besonderer  Fall  ist  die  Annahme  A  —  it:  zu  betrachten, 
wie  maa  findet,  wenn  ia, 

das  untere  Zeichen  gewählt  wird.  Hierfftr  ist  u  —  i-,,  oder  die 
Maximalgeschwindigkeit  ^It  in  den  Grenzkreis  der  beiden  Gebiete, 
während  die  Miaimalgeschwindigkeit  in  den  ftuBseren  Teil  f&llt.  Ist 
z  B.    e  =  *fc,  so  folgt 

r,  "V    24    ) 

Ist  e  nocli  kleiner  als  *l^  angenommen ,  so  rucken  die  Orte 
der  beiden  extremen  Geschwindigkeiten  notdi  nftber  aneinander, 
während  sie  weiter  auseinandergehen,  wenn  z.  B.  o  =  t  ist.  In 
diesem  Falle  ist 

ÖO)     tg*,=i  +  -fln-,    .--.j^^ 

Das  Mazimnm  der  Sectorengeschwindigkeit  »vBin^  findet  dann 

•UU  fOr 

A 
tg*=i 

welcher  AblenknngBwinkel  dem  Badinavector  r,  euUprechen  mOge. 
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Das  Mimmam  der  Oescbwindigkeit  findet  mtn  TermiUelst 

du  Utzimoiu  durch 

.  .-.-'^ 

worin  n  n&d  ra  die  eQtsprochendea  Eadiui  bedeaten ,  welche  durch 
die  Beziehung 

TiVm  —  r,* 

mit  einander  verknüpft  Bind. 

Die  entsprechenden  Ablenkangswiokei  folgen  dann  ans 

63)    tg*,-^-^^,     l«*.  =  ^  +  )/f-l 

worana  fthnlich 

tgv*(8'/'<  =  l    «Iso 

M)    «^i+^o-«)»    folgt 

Dleae  Längen-  nnd  Winkelrelationen   lassen  eine   eingehe   geome- 
trische Gonstmction  zu. 

Das  Maiimam  der  Sectorengesch windigkeit  befindet  sich  also 
in  dem  durch  die  Radien  u  and  ra  begrenzten  Ranme.  Die  den- 
selben entsprechenden  üeschwindigkeiton  sind 


Die  Lnftdmdiformel  nnd  die  Cnrvengleichnng  sind  endlich  noch 
56) 

Das  VerhältnisB  der  extremen  Geschwindigkeiten  ist 
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^.-K-K-S)-*^'"^' 


Ist  E.  B. 

tlBO  im  ■IlgemeiBeii  ^ne  geringe  Beibang  voraiugesetzt,  so  findet 
man 

^-0,334 

oder  die  Uinimalgeachwindigkeit  ist  nngefiltir  '/s  ^^^  roazimKlen. 
Wenn  also  Jb  <  i.  Ist,  ao  kann  man  far 


2co8t 

zwei  Gebiete  der  Cyktone  der  Rechnnng  za  Grnnde  legen,  in  wel- 
eben  znent  zanebmendo  uud  dann  abnehmende  Geschwindigkeit  auf- 
tritt. Nur  ist  dauD  das  änisero  Gebiet  kleiner  als  dasjenige,  nelches 
der  Betiehnng 

o_     1 

cos  V  ■  r 

entspricht.  Immerbin  ist  dieser  engere  Fall  Ton  Interesse,  schon 
deswegen,  wdl  fQr  beide  Gebiete  ein  Gescbwindigkeitsgesetz  genOgt. 
Dieser  Fall  entspricht  übrigens  demjenigen,  welchen  wir  schon  bei 
der  Berechnung  der  allgemeinen  Circnlation  der  Atmosphäre  be- 
nutzt haben. 

Um  ein  Beispiel  zn  geben,  nehmen  wir  an,  dass  Sieb  in  der 
Breite  von  b5Vt*  eine  Cyklone  gebildet  habe;  und  setzen  voraas, 
data    £  ~  Jl    sei.    Da  nun 


ist,  80  ist  der  Beibnngscoefficient 

fe- 0,000072    nnd 

-  —  «•'»,     -  =  «-•!•    oder  ann&hemd    rg  =  fci,    r,  —  Jr, 

£s  ist  rj  der  Radiusyector  des  Maximums  der  Flftchengeschwin- 
digkeit.  Ist  derselbe  z.  B.  —  450fan,  so  würden  die  Radien  der 
Hioimal-  nnd  Huimalgescbwiodigkflit 
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Ti  —  Qlbkm,    r«  — 300Jbn 
•ein,  mit  den  Ablenkaagswinkelo 

i(.(  =  18Vt'     *a-71«/t« 

nnd  den  Geschwindigkeiten 

t)j  — 25^m    «.  —  34m 
Die  Lnftdrnckformeln  fOr  die  bezeichneten  Orte  siod 

nnd  die  Barometerdifferenzen  nach  der  Formel 


In  der  Entfernung  von  450ifcin,  wo  die  grSflste  Flftchengeschwin- 
digkeit  eintritt,  ist 

r^  =  45011»,     ^,  —  590        Hl  — 31m,    6, —fig  —  28,3  mm 

Der  mittlere  Sturmgradieot  in  dem  Cykloncnranme  zwischen 
675  nnd  450itin  ist  demnach  6,4mm,  der  zwischen  450  nnd  SOUtm 
ist  3,7 mf»,  nnd  der  im  Innern  Raame  8,6mm,  im  Centram  ist  natOr- 
lich  der  Gradient  —  null. 

Diese  Zahlen  beziehen  sich  anf  Dnrchschnittaworte.  Im  allge- 
meinen mnsB  man,  nm  genaue  Werte  zu  erhalten,  verfahren  wie 
früher.    S.  S.  186.  a.  a.  0. 

Wir  wählen  noch  ein  Beispiel.  Die  Reibung  sei  geringer,  nämlich 

k  =  0,00004 

der  Oberfläche  des  Meeres  etwa  entsprechend.  Die  googr.  Breite  des 
Centrnms  sei  wieder  55 '/j^,  also 


Die  grOsste  Fl&cbengeschwindigkeit  findet  statt  in 
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r, -4Ö0£m 
EDtferaong  vom  Centram.    Dano  fiodet  man  folgende  Werte 
n  im  Hinimnm  720ibn  yn  —  S^äV,    vi  —  14,9m  bi-b^  =  39,3inm 
rj  450im  Vi  —  Tiostf,    üi  —  27m    J,  -  6^  =  S2,2mm 

r«  im  Maximum 261  Im»  v>  —  8OOIO',  rg  =  32,2     K—h^  ~  21,5i7iin 

Eb  geniout  hiernach  den  Aaschein,  dasa  man  far  den  Qrenzfall 
e-=h  <,l  Am  Gesetz 

"  "  20081/; 

fOr  die  ganze  Gyklone  als  gültig  ansehon  kann,  sofern  k  nur  einen 
Brnclitoil  von  k  ansmacht,  was  in  nOrdlicberen  Breiten  und  anf  dem 
Occau  der  Fall  ist  £s  steht  dann  frei ,  über  die  Grenze  n  das 
Gcscbwiudigkei  tsgesotz 


herrschen  zu  lassen,  wenn  man  das  noch  für  ndtig  hält. 


Wir  kehren  nan  zn  dem  allgemeineren  Falle  zurück,  indem  wir 
annehmen,  dass  die  Geschwindigkeit  im  ganzen  Gebiet  derselben 
dnrch  die  Formel 

aainnr 

cos^ 

definirt  sei  und  mit  nnll  beginne.  Her  Ausdruck  r  bozeichne  wieder 
den  Radius  der  Carre,  dessen  grdsster  r^  vermittels 

nro  =  180« 

den  Wert  n  bestimmt.  Gemäss  der  Formel  nimmt  die  Geschwindig- 
keit bis  zn  einem  gowisaen  Grade  zn  und  dann  bis  zum  Ceutrum 
wieder  ab. 

Der  entsprechende  Ablenknugswinkel  ergiebt  eich  ans 

k_ 

tgjnr 
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Wie  wir  schon  früher  nacbgowlessD ,   ist  der  AblenkungswiDkel  im 
Greozkreise  r«  durch 

SfOBiiio 

««»■■- h:^ 

DDd  im  Gentram  durch 

bestimmt. 

Der  grösBte  Wert  ron  ^i  ist  90".    Dies  tritt  eio,  wenn 
k~2na 
ist    Damit  ist  auch  a  besümmt,  nämlich 


und  mit  itim  v.  Da  nun  aber  rl  oder  2iaa\ü<p  eigentlich  dnrcli 
2w(siD9)qcos>-— cosf^osinrcoa^}  aasgedrückt  werden  mQsste,  die  In- 
tegration aber  dcB  letzten  in  Bczag  auf  &  periodischen  Gliedes  anf 
Schwierigkeiten  stAsst,  so  kann  man  immerhin  als  gonancru  Wert 

A  —  Swsinqpgcosr 

setzen,  worin  <p^  die  geogr.  IJrcite  des  Cyklononcoutrums  bedeutet. 
Die  obige  Formel  wird  dauu 


Bin  r  sin  nr\ 


2<asiny.)    /*  si 


and  man  kann 

lg  o.  2«'sinvo  setzen. 

Wfthlt  man  den  ersteren  Fall,  und  führt  ein  jnr  •»  «,  also 

_  ?? 
nnd  entwickelt  das  Integral 

/cos«*  .   2 
sin  x'       n 

in  Beiheoform,  so  erhalt  man  nach  eiser  Reihe  von  Redactiouen 
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am       .    ^  «Bininf-flORCOtlnr— cosAnr  ,    n    ,    180 


(M&- 


/coajni 


91 
X  {icOSinr»— ^OSinrM-icOSfw')  ...       ] 
Im   Beginn  der  Bewegung  ist   w,  —  ISO".     AUe  Ausdrucke  in 
der  Klammer  verschmnden  bia  anf  =  sin  —  and  tg  ii  wird  =  I  r 

Dies  stimint  volletAndig  mit  der  Formel  für  tg  va  UberoiQ,  wcuu 
man  darin  na  —  \lc  setzt. 

Die  obige  Formel  ist  etwas  weitläufig.  Man  kann  indessen  ancb 
ohne  BeifaeneDtwickelnag  einen  geschloBseDen  Aosdruck  fOr  tg^ 
gewinnen,  wenn  n  zahlenm&saig  gegeben  ist,  z.  B.  »  —  12. 

W&hlen  wir  einer  bequemeren  lategratiou  wegen  die  zweite 
Form  desselben,  so  können  wir  dasselbe  in  seinem  Integral 

io    /'Binrcosrrfr  ,   ,.       ,  K     fän^rdir 


oder  wenn  'ir  • 


sin  3i** 
Da  aber 

sinSt**—  (4co8i»'— !)•(!  —  cosw*) 

■t,  80  Icaan  man  den  Ansdrack  unter  dem  Integralzeichen 

dCQgu 
sinSu* 


-dcosu 


durch  Einführung  Ton  cosu  —  y  zerlegen  in  Parlialbrüche 


(V-i)»{i-,«)-(V-i)«-rV-i'^i-j* 
und  da 
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VermOgo  der  Relaüoa 

2C08  2r+l       tg3i- 

2COB2r-l  ~   tgr 
erhalten  irir  Bchliosslicb  nach  vollständiger  Kednction   und  Beatim- 
mang  der  ConstäDten 

_  ^  !?iLj:_  J]ogcotl5''+^V3) 
3  Binbr       6     *  '3       / 

and  dio  Gradientbescblennigang 

62)     G*  -  i  ?  A»8in  12r  (l+^  coBrtg  V  —  g cos V2r 

+  2j8inl2rcOti-tgi»*) 
Es  sei 

i  — 0,00012,      fe  =  0,00006 

Da  n  — =  12,  so  ist  der  Grenzlireis  der  Cyklone  15  Meilen  •=  1666ifcm. 
In  der  Eatfcrnnog  ?on  7,5  Meilen  =  Siä-i,bkm  ist  die  Geschwindig- 
lieit  auf  Grand  der  Formel 

_  i_  Bii 

"  ~  21  cos^ 

und  der  Ablenk nngsninkel  tc  —  66"  16'.  Hieraus  erhält  man  als 
Gradioutkraft  ca.  7mm.  Hierbei  ist  daran  zu  erinnern,  dass  die 
vorausgesetzte  Annahme  fe  —  ana  der  Grenzfall  der  Geschwindigkeit 
und  des  Ablenkungswinkel  ist,  welcher  ietztcro  im  Centrum  den 
höchsten  Wert  90"  erreicht,  welcher  nicht  überschritten  werden  dftrf. 
In  dieser  speciellen  Cyklone  erreichen  die  Gescbwindigkeiteu  den 
höchsten  Wert 

Der  Torhin  benutzte  Wert   n  —  12   brachte   es  mit  sich',  dass 
die  Cyklone  eine  bedeutende  Ausdehnung  erhielt. 

Setzen  wir  dagegen   n  —  16,   so  ist  der  Grenzradius  durch  den 
kleineren  Wert 

rg  —  180/16  —  11'/«  —  1249Jb»    bestimmt. 
Die  Gleichung  für  ifi  ist  dann 
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liDSr 


Es  ist  atMr 


_/         i^    /*Hin2rd2r\ 


Fuhren  wir  ein  coeSr  —  y,  bo  bat  man 

/tf  coB2r       l_  p ^ 

rdtmir  1         1       1     ,„V8>+> 

/     BinSr»  ~       8(2y»-l>"'"l6V2"*»V2y  — 1 

Demnacli 

■     1  .         a  o         ««2r 

^1 

16coB2f-J 

C  wird  80  bestimmt,  dasa  der  Wort  in  der  Klammer  fUr  r  —  ~  ver- 
schwiadet.  ^  iat  an  dieser  Grenze  nicht  —  nall,  vielmehr  folgt 
■ein  Grenzwert  ans 

2«  sin  » 

Die  Gradientkraft  {stj 

U)     G  — ^^i"8inlGrA+^CO8rtgif;-4C0Bl6r 

+  g2  sinlGrcotr  tg^») 

Nehmen  wir  andererseits  ~  >  2  an,  so  ist  der  Ablenknngawinkel 
im  Centmm  <  90".    Es  sei  z.  B. 

Dana  wird  der  betreffende  Wert  m  Ende  der  Bewegung 
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Igt   n  —  12,    Bis«    rg  —  15   Meileo,  ao  kaDn  man  das  Integra)  wie 
folgt  schreiben,  wenn  Str  =::  u, 

—  T-f  aiii2rcot6r*d2r  —  —  jBinu(Jcot3ti»-J-iogBinSit) 

+  ^    /  cOBu(jcot3u*+logBin3H)dH 
Es  ist  aber 

/  logsinSucosttdu  —  logsinSusiDu— 3   /  cotSusinudu 

/.„     .       .  1     ,      y34-2flinw 

cot3«Hn«d«  -  8ID«-  2^  log  y3_arinn 

/COBW  P 

coBMC0t3w»dw  — ^  (cot3B+3u)-J  /  Binw(cot3u-f3u)d» 

/   uBinudu  —  sinu  — ucosu 

and  combinirt  unter  Beachtung,  daas 

V34-2ain2r       tg(30'>4-r) 
V3  — 2Bin2r  ~  t«{30»— r) 

ist,  und  nach  Bestimmnug  der  Constanten 

68>     *«*  -  2Tä7cot'^[ir^>«8«'H30«+r)  -  —glOgcotOO^-r) 
+  ggyg  log  cot  1  ö'-f  jg  COS  2r  cot  67- 
4-^sm2rcot6r«+^Sin2.-y] 
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Ö—  ^£t««iiil2rfl-f  j^coartgv— ico8l2>- 

*  —  36  coa  * 

Ist  dagegeo  wieder  die  Ausdehnang  der  CyUoae  eine  kleinere, 
nämlich  —  11'/«  Heileu  fllr  n  =  16,  und  wie  oben  k  =  3na,  so  ist 

1   ä7   ,   .        33  ,     lg(46Hr) 
33  li{W'l,'+r)] 

0=   iS  S'«illl6r(l+^C0«rt«»— Jcraier 

+  |g8illl6rCOtrtgv*) 
t  »inlSr 
""  48   cos  V 

Allgemein  ist,  wenn  n  nnbeitimmt  gelasaeo. 


TO)     .g»-^jj^L_[<;+-cotK'.i«2'  +  -.cotKc<,.!!r 


/ 


COti«r8in2rd2r 


Wenn  i.  B.  n  —  20  und  lüso  die  Cyklone  ein  Gebiet  von  lOOOibm 
hftt,  so  ist 

•«♦  -  ?  ^ .-E-'i^    [c+i cetlOr-sieür  +  icotl(><»s2r 


Hu  fiitdet  nnn  leicht 


+  jpSin2r+^   /  C0tl0riin2rd2r 
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und  damit  auch  if. 

vn. 

Siebt  man  die  Wetterkarten  mit  ihren  vielgeetaltigen  Cjrklonen 
dorch ,  so  erkennt  man ,  dau  nur  in  seltenen  Fallen  die  Isobaren 
Kreise  sind.  Weit  b&nfiger  tritt  eine  elliptiscbe  Form  derselben 
auf,  and  selbst  paraboliscbe  oder  ähnliche  mit  nach  Norden  gerich- 
teter üeSnang  sind  nicht  selten.  Diese  Unterschiede  sind  jznm  Teil 
in  der  allgemeinen  atmoBph&rischen  Laftcirenlation  mit  ihren  nach 
Norden  bin  abnehmenden  Gradienten  begründet  Zuweilen  scheint 
es  sich  za  ereignen,  dass  die  LaftstrOmang  in  den  innern  Gebieten 
fast  geuän  den  Isobaren  folgen.  Wenn  diese  unn  elliptisch  geformt 
sind,  so  kann  man,  wenn  die  Strömnng  in  der  EUipsenbahn  selbst 
erfolgt,  nach  der  Kraft  fragen,  welche  die  StrOmnngen  diese  zn  ver- 
folgen zwingt.  Allerdings  wird  im  allgemeinen  die  cyUooiscbe  Be- 
wegung in  der  logarith mischen  Gurre  einbergehen.  Gleich wol 
wollen  wir  den  Versach  nnternehmeo,  die  Berechnang  einer  ellip- 
tischen wenigstens  versachsneise  einznleiten. 

Dabei  nehmen  wir  an,  daas  da«  Centram  der  Bewegung  ein 
Brenapnnkt  der  sphärischen  Cnrre  sei,  and  setzen  fest,  dass  ihre 
Gleichnis 


Wir  bezeichnen  mit  rr^'  die  Badieuvectoren  von  den  beiden 
Brennpunkten,  deren  Entfernung  2c  sei,  and  berechnen  die  darch 
sie  gebildeten  Winkel.    Hiernach  ist 

linrBin  0  =  slnr,  sin  0,    also 


Wendet  man  auf  das  Dreieck  Serri,  welches  natarücb  darch  grOsste 
Kreise  gebildet  ist,  eine  Ganss'scbe  Formel  an,  so  folgt 


tgJCr+r.) 

Wir  setzen  in  Analogie  mit  der  ebenen  Ellipse 
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0< 

»  foltt 

r+r,  =  2. 

72)    .= 

tg. 

welcbe  fllr  die  zur  Ebene  deformirte  Eogel  in 

«  -  j  «bergebt. 

Man  bat  ferner  noch 

73)    .= 

co.^ 

°™»-»' 

"■      2 

Da  nun 

COer'  —  G0BrCO82<)+8inrsin2eCOB9 

ist,  nnd 

r,  —  2ii  — r,    80  folgt  nacb  Eümination  von  © 

(.in..'-.in.') 

■lio 

-*          8in<.eosc>     ""<"     '' 

8ina«_.in«'      e08(o-r) 
™         Binoco»."     ■  l-.oo»« 

nnd  endilcb  all  Cnnengleicbnng  der  ipbariicben  Mlpsa 

74)    tgr 

8inaco8<i(l^-«i) 
cosaVe™«^— «eoBÄ 

oder  aacb 

75)    tgr 

>in(o+o).in(o-.) 

einacoBa — Bineco8ecos9 

In  der  ebenen  Ellipse  schlieBBt  die  Normale  mit  den  Radien- 
vectoren  gleiche  Winlcel  y  ein.  Ob  dies  in  der  Eph&risclien  Cane 
zntriSt,  wollen  wir  Beben. 

Wir  bezeiebnen  mit  ff  den  Winkel  zwischen  dem  Vectorj*  und 
der  Bph&riscben  Tangente,  dann  iat 

■     «** 

tg«--8inr— 

Aus 

tgrf        j— acoeg)  —  Binocoa«(l— «»)  —  B 
folgt  aber 

Ank.  d.  llktk.  m.  Phji.    1.  Ksik*.  T.  XIL  » 
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iLi. 

iir>,U<>^  =  S 

abo 

tg« 

»Inaeosaft-.') 
«Binriine 

oder  für  du 

7  =  900— <f 

und  ebenso 

tg? 

<  Bin  r  sine 
—  SinacOSaCl  — «») 

«8tDr^siD9, 

efnacoBiCl  — 0*} 

und  demnach 

76)  r-ri 

Bezeichnen  wir  wieder  den  AblenknngswiDkel  mit  ip,  so  ist 

77)  2r  — 2y— 180*,    y  — i(*  — 90» 

und  demnach 

Bin6BiD2e-)-Bin2i^Bin'-'  —  0 

Wird  diese  Oleichong  differentitrt,  bo  folgt 

Bin2<!Coa6  ■^  +  28ior'co82<Ci(''+fliB2yicoBr' ,  vcoBf*  —  i 


ist    Da  nun  anB  dem  Obigen  -jt-  bekannt  ist,  so  folgt 
2Bin r ' coa 2if(  tili'  ,  ,  ,   „     ,  „      „  (cos c* Bin a*  — sine» coao') 

DrflclLt  man  bierin  cos«>,  sin  B  etc.  durch  r  und  r^  ans  nnd  bennttt 
cos2orinr  —  coaScosrHinSi;  —  BiDr'c082if> 

8in9cOt2V  —  COt2c8inr— COBrCOB© 

10  erhält  man  schliesslich 


i>flin(r'— r)sin» 
2sinrsinr' 


Da  nun  die  Grodientgteichnng 
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J-Bin  V  -  i  i.  +  j^  Bin  * — t- ^ 

bekannt  ist,  so  resnltirt  nach  Eineetzen  von  v'  eiIb  Kndrefloltat 

,8)     p-J^  +  ,.^iS^, 
'  Sin  i|(  '       Bin  r  sin  r' 

HO  dssB  vermCge  der  Gloichnng 

79)    !™v:_*:_  1 

'         tgr         t.  tg* 

der  KrOmmangabalbmesser  der  Bphärigchen  Ellipse  darcb 
Bin  r  Bin  r* 


80)     t«e  = 


BinocosaBin^ 


definirt  ist. 

Beim  üebei^ng  der  Eagdfläche  in  eine  Ebene  ist 

81)    o  = = 5  —  -s-     wie  bekannt, 

HinsiGhtlicb  der  Geschwindigkeit  der  Lnftmassen  in  den  ellip- 
tischen Bahnen  wollen  wir  annehmen,  dass  dicBelbe  sich  umgekehrt 
wie  der  Sinns  der  Normale  aaf  die  Tangente  verhalte.    Dann  ist 


sin  r  sin  V 
and  dio  Gradientkraft  der  elliptischen  Bewegung 

81)       r  -      '      {    ^     ,   flBinaCOBa\ 
'        '      sin  v'  \«i»'-~  Binr*sinr,^ 

LasBon  wir  die  Ellipse  in  einen  Kreis  abergehen,  so  wird 

r  —  r,  —  o    nnd     t  —  90» 
nnd  es  ist  dann 

'^  "  iiI7+  Sd'^V   * "  ^"""^   "■■«*■  *■  *■  °-  ^'-  ^^^ 

als  Gradientkraft  der  Bewegung  im  Kreise.  In  der  logaritbmischen 
Spirale  ist  bekanntlich  ^  —  const-,  also  v'  ■-  0,  and  dio  obige  Formel 
79}  für  den  KrOmmungsbalbmesser  wird  fUr  diese  Corre  sehr  einfach 
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vm. 

Wir  nehmen  an,  dass  an  irgend  eioiir  Stelle  der  Erdober^ftche 
durch  Sonnenstrahlnng  eine  aafsteigeiidc  Bewegang  der  LnftmaSBen 
eingeleitet  sei,  ond  fragen  nach  der  Grösse  der  Ablenkang  dieses 
anfsteigendcn  Stromes  in  Folge  der  Erdrotation.  Dnrch  den  nnteren 
Pnnkt  legen  wir  ein  Äxensystem,  dessen  X,  Y,  ^-Achse  bezfigUch 
nach  Osten,  Norden  and  oben  gerichtet  sind ,  nod  bezieben  die  auf- 
steigende Bewegung  anf  dieses  System. 

Die  allgemeinen  Formeln  fQr  dieses  sind 


^ 2..in»^,    j3--,+  2„c».,j^ 

and  beziehen  sich  aaf  die  Bewegung  eines  schweren  FanktM. 

Wir  machen  hier  indes  die  einfache  Annahme,  dass  die  Be- 
wegnng  anabh&ngig  von  der  Schwerkraft  sei  und  gleichförmig  in 
vertikaler  Richtung  erfolge,  etwa  wie  bei  einem  Lnftliallon.  Dann 
folgt  aas 

■"  ^  2m  cos  9«' 


die  Beziehung 
und  analog  ans 


lf    m~  <;-|-2(OC08  9W 

=  2mi\a<f>y'  ~  2idcC0E9) 
-  2iu  sin  fpy  —  2mc  cos  (pt 


ff'  ^. — ZasintK 
demnach  ist 

X  ■»  —  acZOiipl* 
83) 

y  =  +J<»'e8iii9'COBqrt* 

Der  erste  dieser  Aasdrflcke  zeigt  nnn,  dass  die  Ablenkang  der 
gleichförmig  aufsteigenden  Laftmassen  eine  westliche  iat,  dasa  die- 
selbe im  Aeqnator  ihr  Maximum  erreicht  und  an  den  Polen  nnlL 
ist.  Die  dnrch  die  Rotation  der  Erde  modificirte  anfBieigende  gleich- 
förmige Bewegung  erh&lt  also  eine  Tendenz  nach  Westen  bzhw. 
nach  links,  eine  Tendenz,  deren  Analogen  wir  bei  der  cyklonischen 
Bewegung  in  der  ablenkenden  Kraft  der  Erdrotation  wiederfinden, 
welch  letttere  die  auf  der  Oberflache  bewegten  Körper  auf  der  nörd- 
lichen Halbkugel  nach  rechts  ablenkt. 

Wir  wollen  die  Grösse  der  Ablenkung  beredinen.    Am  Aequator 
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steige  ein  LnftqDantani  mit  der  coDatauton  Geschwindigkeit  c  "  Am 
la  einer  Habe  tod  4000»).  Dann  ist  seioe  westliche  Ableitung  iu 
dieser  HOhe 

X 4  .  0,0000729  .  1030» 291,6n. 

Bemerkt  möge  werden,  daas  ausser  dieser  Ablenkung  noch  eine 
kleine  polare  Componente 

y  =  4ci»*eia<pcoB9t> 
auftritt 

Es  ist  Grand  zur  Annahme,  dass  im  Inneren  einer  Cyklone  ein 
aufsteigender  Luftstrom  vorbaaden  ist,  welcher  oben  abflieast  nnd 
zur  Bildung  von  Luftdruck maximis  Veranlassung  giebt.  Wenden  wir 
auf  diesen  Erfabrungasalz  die  obige  Theorie  an,  so  zeigt  lotstero, 
dass  der  aufsteigende  Strom  einer  stationären  Cyklone  eine  achrSge 
Lage  erhalten  wird,  und  zwar  yiird  diese  Abweichung  von  der  Vor- 
ticalen  um  so  stärker  nach  links  hin  vorschoben  sein,  je  bedeutender 
die  Geacbwindigkeit  der  centralen  Lnftroassen  ist.  Ist  die  Cyklone 
fortschreitend  und  also  ihr  Fnss  in  Bewegung,  so  wird  dieae  Ab- 
weichung wahrschoinlich  am  grfisaten  sein,  wenn  das  Centrum  nach 
Osten  wandert.  Selbstverständlich  werden  noch  andere  GrUndo 
massgebend  sein,  welche  die  schräge  Lage  der  Achse  der  Cyklone 
bedingen,  aber  der  soeben  aus  mechanischen  Principien  abgeleitete 
ist  jedenfalls  ein  mit  zu  berücksichtigender. 


IX. 

Bisher  haben  wir  auf  die  tranalatoriache  Bewegung  der  cyklo- 
nischen  Bewegung  keine  Räcksicht  genommen,  um  die  Gleichungen 
in  einfachat  möglicher  Form  zu  erhalten.  Stationäre  Cyklonen  dürfen 
indessen  nur  seiton  vorkommen;  die  praktische  Meteorologie  weist 
vielmehr  nach ,  dasa  die  Orts  Veränderung  der  Depressionen  je  nach 
den  locaien  Umständen  mehr  oder  weniger  schnell  erfolgt.  Eine 
einigermassen  vollatändige  Analyse  der  cfklonalen  Bewegungen  hat 
auf  dieselben  um  so  mehr  Rücksicht  zu  nehmen,  als  durch  die  ver- 
einte Wirkung  der  Rotation  nnd  Tianslation  Resoltanteu  entstehen, 
deren  Wirkung  tatsächlich  in  sehr  ausgeprägter  Weise  in  der  Natur 
zu  Tage  tritt. 

Man  kann  nan  fragen ,  in  welcher  Curvo  oder  Zugstrasae  die 
Wandernng  dca  Cyklonen centruma  vor  aich  gehen  aoll.  Wir  werden 
annehmen,  daas  diea  in  einem  Kreise  geschieht,  welchen  der  Mittel- 
punkt der  ('fklono  mit  gleichfünnigcr  Geschwindigkeit  beschreibt. 
Dieee  Annahme  dürfte  sich  im  Hinblick  auf  die  durch  die  Beobachlung 
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aBn&henid  genan  ermittelten  Tatsacheii  hinl&ngtidi  empfehlen ,  da 
sie  anch  die  Rechnang  weienüich  vereinbcbt  nod  gleichwol  die 
EigeDtflmliclikeit  der  cyklonischou  Bewegung  hervortreten  lOast 

Der  leichteren  Orientirniig  wegen  haben  wir  die  geometrischen 
YerbKltDisBe  in  einer  Figur  hinläaglich  verständlich  skizzirt. 

Cj  bezeichoo  das  Centrnm  der  Gyklone,  welche  ansser  ihrer 
eigenen  Spiralbewegung  noch  die  zw^t«  bat,  welche  sie  anf  einem 
Kreise  vom  Radios  e  links  drehend  nm  das  feste  Cetitnim  C  mit 
der  Winkelgeschwindigkeit  n  t  bemmfOhrL  C  bähe  die  geographische 
Breite  ni  <1><3  entsprechende  Breite  and  Länge  von  C,  sei  fi  bzhw. 
Zi,  vom  Ueridian  durch  (7 gemessen.  Das  sphärische  Dreieck  zwischen 
Pol,  dem  festen  Kroie-  und  dem  beweglichen  Cfklonencentram, 
PCC,  hat  also  die  Seiten  90*— Vo,  90»  — ip,,  p,  und  die  Winkel  u, 
180"— ni,  L.  Ferner  sei  A  ein  beliebiger  Punkt  der  Cjklone  nnd 
die  Seiten  des  Dreiecks  PC,  A  seien  bezeichnet  durch  90'—»,,  90* — if, 
T  und  die  Winkel  t+*~90»,  180'—*-«,  l  —  X-L.  Hieria  be- 
deutet I  den  Winkel  zwischen  der  Richtung  der  cyklonischen  Laft- 
maasen  in  A  and  dam  durch  ihn  bindarchgebenden  Parallelikrds, 
und  u  den  Winkel  zwischen  90"— ^^  und  p. 

Wir  werden  uns  nun  der  Formeln  der  sphärischen  Astronomie 
liedienen,  wie  sie  nebst  den  hier  besonders  wichtigen  Relationen  der 
sphärischen  Dreiecke  in  Brflnnows  Lehrbuch  S.  14  zd  finden  sind. 

Fflr  ein  sphärisches  Dreieck  ABC  werden  wir  also  benutzen: 
da  =  caa  C db -\- cos  Brie~{-üub Bin  Cd A 
U)     COtaäa+cotBdB  —  COtbdb+cotAdA 

ÜaadB  =  eia  Cdb  — Bin  Bcoa  ade  —  sinbcoBCdA 
dA  —  —  coBedB  —  eoibdC-^a^biiaCda 
Ist  abe  bezflglich  r,  90*  — v,  90"  — ip„  ao  hat  man  zunächst 


n  finden,  benotzen  wir  die  Relation 
n»,  —  sin7oCOBp~cosv(,sinpcoBn( 
C0Bg),-x^  —  n  cos  9o  Bin  p  sinnt 
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^  ^  n  COB  »(Bin  i    folgt 
um  L'  zu  berechnen,  benutzen  wir 

cos«  =  eiat>(BinT>i-fcosToCOBriCoaZ 
woraas 

0  —  nsinqpgCOgqpjCOBVgRinZ  —  coa^'^coaipi  an  LL' 

—  «COH  9rg*Bin  if,  COS  XbIüX 


cos  9, 
oder 


Da  Dan  aber 

f)'  —  veinc,    ^'co89i  —  Dcosf, 

so  folgt  nach  Einsetzen  all  dieser  Ansdrilcke  in  r' 


-  ^  — t-coBif  —  nBinpBi 


oder  wenn  wir  de»  Winkel  zwischen  der  Zagricbtang   der  Gyklone 
nnd  dem  Vector  r  mit  y  bezeichnen, 


nainr  ist  die  Geschwindigkeit  e  des  Ceutrnms  aaf  dem  Kreise,  also 
endlich 

dr 

—    —  — vC08V~eCOB)r 

Wir  ziehen  jetzt  die  3te  der  obigen  Diflerentialgleichnngen  heran 
nnd  erbalten 

-C08  9.C08-4(^^-5pj 

Um  m'  zn  finden,  benutzen  wir 

BlufBinu  —  BiuLcos^o 
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sin^costtu'  —  COS  ip^coaLli' 
kl» 

,        nC08»i|C0aZi 

Wir  haben  also  Dach  Sabstitotion  von  u',  v'ipi'  l',  V  in    dis 
obige  Gleichung 


— vsiD^aiai>f.'>Blii(«-)-u)cosrco89>t8in£ 


-coa^sinf  C08I 

Es  ist  aber 

-  cos  9  — sin  f 


C08«>  cobL                    ,     nno, 
—  cos  0  — sin  0 c 

COBfl,  '  'COB  7i 


Nach  mehronn  Transformatioaen  erhalten  wir  dann 

Sinr  X-  =  etiniC— «(sinrcoSf +  C08rSiU^Biilj') 
oder 

,     *         _.  cBinr 

Binr^r-  —  wiini» T ecosrBinv 

«  tgp 

dr 

—  —  — cCOSip  —  «COS)' 

Die  GcBchwindigkeit  in  der  Cyklono  folgt  nan  aas  der  Formtl 
r«  —  Binr«»'»+p'» 
oder  Dach  Einsetzen  der  obigen  Werte  für  r'  und  #' 
84)     P*  —  {«c08if'  +  ecoB7)»  +  (eBin«(;  — ccOBPSinj— -j— -^J 

Man  kann  diese  Formel  noch  anders  aaadrikcken,  wenn  man  das 
Dreieck  ACCx  einfahrt.  Schliesat  der  Bogen  ^C— Amit  JC,-°r 
den  Winkel  /f  ein,  bo  ist 

dr 

—  —  —  acoBy— nsinÜBinjI 

sinr  ^  —  esinif'  — nsinAcosJ!) 
nnd  also 
te)     F«-  o»+«*8inÄ«  +  2nprfnÄsin(ß-*) 
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lel  die  Fortpflaazsugsgeschffiiidjgkeit  c  des  CykloDenceDtnims 
—  0,  Bo  ist     V—  0. 

Beschreibt  das  Centnim  der  Cyklone  einen  grüesten  Ereie ,  so 
nird  f  —  90"  and  die  Gescbwindigkeit  folgt  aas 

F*  =  (BC08^+ccoB)')*-f-(uBiE*— oBiny)'    oder 
86) 

F*  —  «•+e»+2MfC0s(v'+y) 

Die  reBnltirende  Geschwindigkeit  der  rotatorischen  und  trans- 
latoriachen  fiewegnng  häogt  also  anasor  von  dieser  ganz  bosonders 
Ton  dem  Winkel  y  zwischen  der  Zagrichtang  und  dem  Radius- 
vector  ab. 

Ziehen  wir  eine  Linie  durch  das  Cyklonencentnim  senkrecht  znr 
Zngrichtang,  und  beachten,  dass  der  Winkel  y  rechts  von  der  Zug- 
etrasse  einen  positivoa,  links  davon  einen  negativen  Wert  hat,  «o 
ist  für  diejenigen  Pnnkte,  in  welche  die  genannte  Linie  die  Cyklone 
rechts  schneidet,  wegen  y  —  -f-  90° 

87)  Fr«  —  p»  +  c'  — 2opsinv< 

und  wo  jene  Linie  sie  links  schneidet 

88)  Fl«  -  t.»+c»+2«.8int 

Hieraus  folgt  nnmittelbar,  dasa  die  Geschwindigkeit  der  Cyklone  an 
der  linken  Seite  der  Bahn  grösser  ist,  als  in  der  rechten,  was  mit 
der  Erfabraug  flbereinatimmt. 

Und  da  an  der  Vorderseite  der  vorwärts  scbreitondcn  Cyklone 
y  —  0  and  an  der  Hinterseite  y  —  180*  ist,  so  ist  die  Geschwindig- 
keit der  Cyktone  an  der  Vorderseite 

89)  F,«  =  (^+c'  +  2et.co8iC 
und  an  der  Hinterseite 

90)  Vh*  -  v*-\-o*-2eveos->l> 

Die  Qeschnindigkeit  der  Cyklone  ist  also  an  der  Vorderseite  grösser 
als  an  der  Hinterseite,  was  ebenfalls  ein  Erfahrungsresultat  ist. 

Hat  etwa  die  Cyklone  die  Bewegung  nach  Osten,  so  igt 
das  Maximum  der  Geschwindigkeit  im  Nordostquadranten ,  das  Ui- 
nimam  im  Sfidwest^nadranten. 

Hat  ferner  im  Südwestquadranten ,  oder  allgemeiner  im  Qua- 
drftnton  an  der  hintern  rechten  Seite  eine  Lnftmasse  fOr  einen  Angeo- 
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blick  die  Kichtang  des  CentniinB,  bo  ist   y+^fi  =  IS'fl  nad  die  Ge- 
Bcbwindigkelt  ist 


welche  eventnell  ddII  oder  gar  negativ  verdea  kaan. 

Hiernach  kann  es  TorkoDimen,  dasB  bei  gldchon  Gcschwindig- 
kciten  des  fortschreitenden  Centrams  nnd  der  cy klonischen  LaftmaSBe 
im  hiutern  QoEtdranten  letztere  uur  die  Cyklone  begleitet,  ohne  mecha- 
uieche  Wirkungen  za  änsaern.  In  diesem  Quadrantea  wllrde  also 
anch  am  ehesten  ein  ErlOscheu  des  WindeB  oder  eine  Aufldsiing  der 
Cyklone  stattfiadeii ,  da  wenigstens  hier  die  Bedingung  der  Fort- 
daner  der  Cyklone  nicht  mehr  vollständig  erfallt  ist  Die  OrtSTOr- 
änderang  acbliesst  also  eine  reine  circnlare  Gestaltung,  wie  wir  sie 
bei  den  statioa&ren  voran sgesetzt,  ans.  Der  wirksamste  Teil  der 
Cyklone  befindet  sich  linke  vorn,  donn  in  dieeem  Quadranten  ist, 
wenn  ein  Teil  des  Wirbels  die  entgegengesetzte  OeschwiDdigkeit  des 
Cyklonencentrnms  bat,  y+if  =  0,  also 

92)     F=e+c 

and  die  Geschwindigkeit  ist  dann  ein  Uaximnm, 

Diese  VerbältniBse  setzen  voraus,  dass  die  Bahn  der  Cyklone 
ein  grOsater  Kreis  ist. 

Ist  dies  nicht  der  F&ll,  so  hat  man  noch  &ut  die  Componente 


Rücksicht  zu  nehmen,  notcbe  den  Einfluss  zeigt,  den  eine  mehr  oder 
weniger  gekrttmmte  Kreisbahn  des  Cyklonencentrams  auf  deren  Ge- 
schwindigkeit ansaht. 

Diese  Beziehangon  lassen  sich  ancb  aas  einem  andern  Gesicbts- 
pnnkt  betrachten,  wenn  wir  die  4.  Differentialformel  zn  Grunde 
legen.  Wir  können  indessen  auch  die  Betrachtungen  an  die  beiden 
sphärischen  Dreiecke  PBCi  nnd  PCiÄ  anknüpfen,  indem  wir  den 
Cosinuasatz  beraniiehen. 

Uan  hat 
Einq>c,coB(|  — coBqPeSinfcoBif  —  8in9icosr-}-cosqp8inr8Jn(i-{-iff) 
nnd  differeutürt 
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ncottp^BiOfSiant  —  — sin^COBrr'  +  COStpcOflr^)' 

—  Bimo  Bio  rsio  (« + <(')9' 

Hiwin  Tereinigen   wir  rechter  Hand  die  zn  i>    und  r'  gebärenden 
Ansdrflclie,  nnd  erhalten  nach  Einsetzen  der  sphärischen  Werte 

ncoBg>(Sin9sinn(  —  C0S9,C08(3--|-it)r'-|-C0Bf>iC0Bl9>' 

—  COB  ^  COS  iPi  Si"  '(*'  H-f ') 

Da  nun 

cosVoSii"' ~  ^i'^TiBinu    nnd    y-\~&  —  dO° 
80  folgt 

»sinf  Binu  —•  — (t>cos^'f~'>Bin9Cosy)cos(#4'<')~l~''BinEcoBl 

-COB^siBfll'  +  V) 

alao 

C0S98ini(t'+i(i')  -»  «(coBlsinf  — cos{#+u)coBtc) 

-  n(smQ6iati-\-0OB(,9-{-a)8inQ&iaY) 

Hierzn  addiren  wir  beiderseits 

osinficoitBinl 
nnd  beachten,  dass 

* -eü»— C*-^)    ist. 

Nach  Einfahrang  dieser  Beziebungon  folgt  untur  BerUcksich- 
tigung  von 

coB'Bin^-j-sin2co8jiBinq7  "  8in(ff+tt)coBr 
Binu-|-cos(9-{-u)coB]'  —  sin^sinj' 
Einrsin^  ~  cos^sini 
das  Besoltat: 

93)     i'  +  t'  -  ^-  .^tgycose  -  ""'X'"^ 

Es  ist  aber  c  +  if  der  Winkel  zwischen  dem  Radinsvector  r  der 
Gyklone  and  dem  Farallelkreis ,  <'-{-^'  '^t  also  die  Drehungsge- 
Bchwindigkeit  dieses  Winkels,  dessen  Aendernng,  soweit  siQ  von  der 
fortschreitenden  Cyklone  hervorgebracht  wird,  dtrch 

ngjapsiny 


Demnach  ftnssert  die  fortschreitende  Bewegung  der  Cyklone  in 
Bezug  aof  die  U  rebangsgescbwindigkeit  der  Luftmassen  sich  in  fol- 
gender Weise.- 
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Die  Drehnngageachwiadigkeit  wird  um  so  bedeBtender  beein- 
flnest,  je  grosser  die  Fortpflatunngügeschwindigkeit  o  =  Nsinr  der 
Gf  klone  ist, 

Da  y  positiv  ist  an  der  rechteo,  nnd  negativ  an  der  linken  Seite 
der  Cyklone,  so  ist  die  Drehnngsgcschwindigkeit  eines  fortschreiten- 
den Wirbels  an  seiner  rechten  Seite  kleiner  als  an  seiner  linken. 

An  seiner  Vorder-  nnd  RDckseite  ist  sie  nnlL 

Bei  grossen  Forlpflanzangsgcschwindigkoitcn  kann  flberhanpt  die 
DrehangsgcBchwiDdigkeit  verschwinden,  aber  dieser  Fall  kann  nnr 
in  den  rechtsaoitigen  Teilen  der  Cykloae  eintreten,  während  Eur 
Linken  derselben,  wo  y  negativ,  dor  Wert 

«in_y 
"'"  sinr 
je  nach   den  Umstftnden   eine   bedentcnde    Drohn agsgeacbwindigkeit 
sich  entwickeln  kann,  was  mit   den  vorhin  abgeleiteten  Sätzen  Ober 
die  GeschwindigkoitsänderungGu  vollkommen  harmoairt. 

In  Bezog  auf  die  Oradientkräfte,  irelcho  durch  den  Ortswechsel 
der  Cyklone  vermindert  werden,  haben  wir  ans 


nach  Elimination  von  F 


-  —  2(0Biny  — itgy  — 


COB^ 

Hierin  bedeutet  der  letzte  Ansdrnck  den  Wert  des  Unterschiedes 
zwischen  der  Centrifngal-  nnd  Attractionscompooente ,  welche  also 
nach  Süden  hin  wirkt.  3.  a.  a.  0.  Will  man  f  all  eine  von  ip  ab- 
hängige Qradientkraft  ansehen,  welche  roeridionat  nach  Morden  wirkt, 
so  ist  /  negativ  zu  setzen.    Der  Ansdrnck  ist  periodisch. 

Der  Ausdruck  für  V  ist  nach  frOborem 

V*  —  (neos  if'-|-ccoB7)*-4- (»sin  v—ccosr  sin}' — iT") 

Die  Yerfindernng  des  Ahlcnknngswinkels  v  ist  nun  in  beson- 
derem Masse  abhängig  von 
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indem  er  zeigt,  dasB  mit  znnebmeDder  BeschleaDigang  eine  Abnahme 
desielboD  verbondeD  ist. 

Da  wir  nun  eben  nacbgewiesen ,  dus  die  GcBcbvindigkeit  an 
der  rechten  Seile  des  Wirbels  kleiner  ist,  als  aa  der  linken,  lo  folgt 
unmittelbar,  ditsB  die  Ablenkangewiakel  an  der  rechten  Seite  grösser 
sein  mOBsen,  als  an  der  linken. 

Nach  den  AnsdrQcken  der  Geschwindigkeiten  an  der  Torder- 
nnd  Bflckseite  der  Cykloae  folgt  ferner,  daas  der  Ablenkungswinkel 
der  einatr&menden  Lnftmassen  an  der  Vorderseite  kleiner  ist,  als 
an  der  Rückseite. 

Die  vollständige  Uebereinstimmnng  dieser  Theorie  mit  den  Be- 
obacbtongsreihen  von  Clement  Ley  nnd  Hildebrandaobn,  wie  sie  Ton 
Dr.  Sprung  in  seinem  Lehrb.  der  Meteorologie  S.  248  und  250  mit- 
geteilt sind,  ist  damit  nachgenieseu. 
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Ueber  eine  neue  geometrlBche  Oonstruction 
der  Lemniskate. 

Von 

Ernst  Schultz. 


Ist  die  Gleichang  der  LemniBkate 

SO  lassen  sich  die  einzeliien  LemniBkateopunkte  dnrch  folgende  ein- 
faclite  geometrische  CoastmctioD  findeo. 

leb  mache   BN  —  a,    wo  a  eine  beliebige  Strecke  ist,  nnd  ich 
errichte  aof  J?JV  in  iV  das  Lot  ND  —  a,  so  ist 

Der  am  BD  als  Darchmesser  geschlageDo  Kreis  gebt  durch  N.  Jetzt 
ziehe  ich  von  B  ans  eine  beliebige  Sehne  BS,  so  dssa  der  Pnnkt  S 
auf  dem  Bogen  ND  liegt.  Der  mit  BN  =  n  nm  S  geschlagene 
Kreis  treffe  BS  in  T,  wenn  wir  den  anderen  Scbnittpankt  nicht 
weiter  berQcksichtigen.  Die  dnrch  T  zu  BD  gezogene  Parallele 
schneidet  das  anf  BS  \a  B  errichtete  Lot  in  V.  Der  mit  BS  am 
B  geschlagene  Kreis  trifft  die  Gerade  ND  in  £j  nnd  A|'.  Die  Ge- 
raden BR^  and  BRj'  werden  von  dem  mit  BU  um  B  geschlagenen 
Kreisein  Lt,  £,',  i,,";  L,"  geschnitten,  welches  4  Pnnktc  einer 
Lemniskate  sind,  deren  Achse  die  Gerade  BN  ist. 

Zieht  man  BS',  and  fahrt  dieselbe  Constrnction  ans,    so  erhalt 
man  4  andere  Lemniskatenpnnkte.    Anf  diese  Weise  kann  man  fort- 
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fahren,  bin  man  samtlicbe  Pnnkte  «rhalton  hat.  BN  ist  dann  die 
Absdraenachse  nud  B  der  Doppelpunkt  der  Lemaiekate.  Fällt  der 
Pnokt  £  in  .W,  so  wird 

BO  —  a  —  BN 
and  hiermit   erhalten  vir  die  Pankte,   deren  Ordinate  0,  Abscisse 
gleich  ±a  ist    Fällt  femer  der  Pnnkt  S  m  D,   so  wird    SU  —  0 
and  B  ist  der  Doppelpunkt  der  Lemniskate. 

Der  Beweis  fttr  die  Bichtigkeit  dieser  Constraclion  ergiebt  sich 
folgendermassen :  Es  sei  das  Coordinatensystem  («,  y)  gegeben,  and 
eine  Schaar  concentriBcher  Kreise,  deren  Mittelpunkt  der  Coordi- 
natenanfangspankt  ist.  Einen  Teil  dieser  Schaar  von  Kreisen  darch- 
Bchneidet  die  Gerade,  deren  Gleichung 

ist.  Die  Ereile,  welche  die  Gerade  schneiden  resp.  ber&hren,  wollen 
wir  äussere  Kreise  nennen,  and  ihren  Radius  allgemein  mit  R  ho- 
seichnea.  Die  anderen  Kreise,  welche  die  Gerade  nicht  schneiden 
resp.  berttbreu,  mögen  innere  Kreise  heissen,  und  ihr  Radius  sei 
allgemein  r.  Zur  Vereinfachung  wollen  wir  noch  die  die  äusseren 
fi^etae  schneidende  Gerade  Schnittgerade  nennen.  Ist  die  Gleichung 
ii^nd  eines  ftasseren  Kreises 

I)  ^«+y«  =  Ä> 

Bo  Bind  die  Goordlaatea  der  ScbaittpnDkte  des  ftasseren  Kreises  1) 
und  der  Scltnittgerade 

i±<iVii»(l+o')-»«      ,  —  oS±yS>(l  +  OS  — »• 

" 1+3 ■    "  = HV 

Die  Gleichung  der  Terbtodnngslinie  dieser  Schuittpnnkte  mit  dem 
Coordinatenanfangspunkt  ist 

y  —  -  « 
Si 

oder,  wenn  wir  die  Werte  fOr  }/,   nnd  114  einsetzen: 

_      5±aVÄ»(t+o«)— i' 
*~_a4±yfi«(l-f-o»)— 6«* 

Die  Gerade  soll  einen  Kreis  der  inneren  Schaar  schneiden,  nnd  als 
Coordinaten  dieser  Scfanittpnnkte  ergeben  sich 

2)       .■-±¥,  .■-±'-^ 

wenn  die  Gleichung  des  betr.  inneren  Kreises  ist 
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Setzen  wir  die  vorhin  erbalteaen  Werte  fllr  x^  ond  y,  ein,  bo  ist 


"    "  ^  üd  +  a») 

Das  doppolte  Zeichen  vor  dem  Bruch  köanen  wir  fortlassen,  wenn 
wir  dieses  mit  r  verbindeii.  Die  SdinittpniUite  der  Verbindangsliuie 
mit  dem  inneren  Kreise  liegen  immer  in  gegenüberliegenden  Qua- 
dranten. Bezeichnen  wir  den  zwischen  dem  Coordinatenanfangspnnkt 
nud  der  Schnittgeraden  liegenden  Radius  als  positiv,  so  masa  der 
nach  dem  anderem  Schnittpaukt  gehende  Radius  negativ  sein. 

Fuhrt  man  diese  ConstrnctJon  mit  unendlich  vielen  tLosureH 
und  inneren  Radien  ans,  so  werden  die  Schoittpnnkte  anf  den  in- 
neren Radien  eine  Cnrve  bilden,  deren  Gleichung  ist 

,         r(-a6±Vj«(l-fa')-6') 


,         r(_b±aVB>a+a»)-b*) 
"   -  It(l+a*) 

wenn  zwischen  B  und  r  eine  hestimmte  Relation  r  —  t(R)  besteht. 
In  diesen  Gleichangen  sind  die  Coordinaten  der  Cnrve  proportional 
dem  Radios  d.  b.  der  Entfernung  des  Cnrvenpunbts  vom  Coordi- 
natenanfangspnnkt.    Dasselbe  ist  der  Fall  bei  den  Polarcoordinaten 

X  ••  rcoBf ;      y  ^''sin^ 

Nach  nnserer  Methode  suchen  wir  fflr  ein  beliebiges  E  das  inge- 
börige  r  gemäss  der  Gleichung 

r  =  f(R) 

was  jedoch  weiter  nichts  ist  als  za  einem  beliebigen  Azimnt  >p  das 
zagehOrige  r  zn  suchen,  wenn  die  Glei<^ang  der  Cnrve  in  Polar- 
coordinaten 

r  =  g(ip) 

ist.    Dieses  ergebt  sich  auch  aus  den  Gleichungen  2).    Es  ist 
^  =  cosvi     s  =  »">V 


;cbyG00'^lc 


Sekullx:    ütbtr  tiat  h«u*  gttoMruek»  Contlrttctün  dir  Laaaiikale,   321 
i'  —  ±  rcOBtp;     y'  =  ±»-,8m^ 

Diese   beiden   letzten   Gleichnngen   stellen   die   Carre  dar,   sobald 
zwischen  r  nnd  9  eine  Relation  z.  B. 

besteht.    Die  Gleichung 

bedeutet  die  Gleichnng  der  CnrT«  in  Polarcoordinaten.    In  gleicher 
Welse  hedentet 

r-AÄ) 

die  Oleichnng  der  Cnrve  in  den  Coordinaten  r  nnd  Ji,    wo  die  zn- 
sammeogehOrigen  r  nnd  R  immer  anf  einer  Geraden  liegen. 

Es  Bind  zwei  Arten  von  Aufgaben  möglich  dadurch,  dass  wir 
zu  einer  gegebenen  Function  zwischen  r  und  R  die  zngehflrige  Cnrve 
sQchen,  oder  daas  wir  zu  der  gegebenen  Cnrre  die  zagehSrige  Re- 
lation zwischen  r  nnd  R  aafsnchen. 

Als  Beispiel  tat  die  erste  Art  wollen  wir 


setzen,  wo  n  eine  positive  Zahl  ist.  Alsdann  gehen  die  Gleichungen 
3)  aber  in 

~ab±ym\-{-a*)  —  b*  6±ayj?*(l  +  o*)— M 

wenn  wir  noch  die  Striche  an  den  Coordinaten  z'  nnd  y'  fortlassen. 
Diese  Gleichungen  stellen  eine  Gerade  dar,  denn  es  ist 

Diese  Gerade  ist  also  der  der  Schbittgerade  parallel.  Nehmen  wir  n 
negati?  an,  so  rnnss  r  negativ  sein,  da  Ji  stets  positiv  ist  Hicfttr 
erhalten  wir  ebenfalls  eine  Gerade,  welche  der  Schuittgerado  parallel 
ist.  Beide  Geraden  sind  ferner  gleich  weit  vom  Coordinatenanfangs- 
pnnkt  entfernt 

Ist  das  Frodnct  der  Radien  constant,  so  ist  die  Cnrve  ein  Kreis, 
anf  dessen  Peripherio  der  Goordinatenanfangspunkt  liegt  Es  ent- 
steht hierbei  noch  ein  zweiter  dem  ersten  congrnenter  Ereis. 

Bei  der  zweiten  Art  von  Aufgaben,  die  Relation  zwischen  r  und 
M  zu  suchen,  wenn  die  Cnrve  gegeben  ist,   kommen   wir  auf  den 

Aich.  a.  Uitk.  n.  rh^.    2.  B«ihe,  Tl.  XII.  Sl 
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Fall  der  LemDiekate.    Zar  Vereinfacliang  nobmen  wir  an,  dass 

fl 1 

8oi,  Ferner  wollen  wir  das  CoordiDateasyatem  um  45"  droheo.  Sind 
die  neuen  Coordiaaten  x',  y' ,  so  bestebea  die  Transformationsglei- 
cbnngen: 

Es  iat  miüiin  


Wir  wollen  jetzt  die  Stricbe  fortlassen ,  und  diese  Werte  fflr  '  und 
y  in  die  Gleichung  der  LemniBkate  1)  einsetzen.    Es  ist  nun 

Aus  der  GieicbuDg  der  Lemniskate  folgt  nnn 


4y&'— jj' 


die  zwiscbeu  den  Radien  R  nnd  r  bestehende  Relation ,  wenn  die 
Curve  eine  Lemniskate  sein  soll.  Auf  das  doppelte  Vorzeichen  von 
r  braucht  nach  den  Torbin  gemachten  Bemerkungen  nicht  mehr 
eingegangen  zu  werden. 

Die  Gleichungen  der  Lemniskate  in  rechtwinkligen  Coordinaten 
miL  mtlfe  der  Variablen  Ji  sind 


4)   iry2  =  ±- — ^^-     ;   SV  —  -^■-  ^t 

Nach  der  Gleicbnog  der  Lemniskate  ist  fflr  y  •«  0 

Es  ist    x  =  y  —  0,    wenn  7(  —  i  ist.    Es  wird  ferner  y  ~  0, 
h 
wenn    R  =  -rrä  ist.    Für  diesen  Wert  von  R  wird    a;  =.  ±0,    was 
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die  GleicbnBg  der  LemaiBk&te  erfordert.  Wir  ereeheo  ferner  hier- 
aas,  dasH  b  beliebig  aein  kann.  DnTch  die  Drehoog  dea  Coordina- 
tenByetems  schaeidet  die  Schnittgerade  die  neue  Ordinatenacbae  nnter 


V2 

Die  Gonstraction  fOr  r  wird  am  eiofacIiBten,  wenn  b'  =  n,  also 

6  — aV2 
irt.    Nach  der  Formel  

*"  ""  Ä 

ist  die  20  Anfang  angefahrte  Gonstraction  ansgefahrt.    Zum  Beweise 
ftlr  die  Richtigkeit  der  Gonstraction  ist  zn  beachten,  dass 

BN  =-  a  ■=  ND    nnd     ND  ±  BN 
ist.    Infolgedesssen  ist 

BD  —  (tV2;      BS  —  X 
mithin 


SD  —  Vaa«  — Ä* 

Aas  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  BSD  and  TBü  folgt: 

SD        BU 
BS  ~  BT 
Da    BU~r;     Sr  =  a,    seist 


was  za  beweisen  war. 

Nehmen  wir   b  willkorlich,   eo  gestaltet   sich  die  Gonstrnction 
anali^  der  ersteren.    Es  sei 


Man  coostmire  am  BD  als  Dorchmesser  den  Kreis,  welcher  den 
mit  a  nm  £  gescblagenen  Kreis  in  N  trifft.  Das  in  der  Hitte  von 
BD  errichtete  Lot  schneidet  den  Kreis  am  BD  in  iV,',  so  ist 

Jetzt  mache  man  anf  BN 

BNi  =  BN^' 

BO  ist  die  durch  ^i  senkrecht  anf  BN  gezogene  Gerade  die  Schnitt- 
gerade.    Da 
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ist,  BO  können  die  Pnnkte  S  nor  anf  dem  Bogen  N^'D  liegen.   Die 
if  eitere  AnsfOhniDg  der  Gonatraction  vcrl&aft  wie  in  dem  Falle  b~a. 

Der  Anaffilirlichkeit  wegen  Ist  noch  zn  zeigen,  dus 

Bü  —  « ') 

wird,  wenn  der  Pnnkt  S  auf  Ni    f&Ilt..    Es  ist  n&mlich 


Tu  I  BJ,  mithin 
ferner  ist 


WU.  UTB  —  J 
Wkl.  BVT-'  -. 


Es  ronss  also  Ci  TBU  eüt  dJeichscheokliges  sein,  and  folglich  ist 

BU—BT  —  a 

Der  mit  BN, '  am  B  geschlagene  Kreis  ber&hrt  die  Schnittjierade 
im  Punkte  N,  und  der  mit  £17=  o  nm  B  geschlagene  Kreis  schneidet 
die  Oerade  BN^  in  N,  und  N,^,  welches  die  beiden  Lemniskaten- 
punkte  sind,  deren  Ordinate  nall,  and  deren  Abscisse  gleich  ±a 
ist.  Bei  constantem  a  erhalten  wir  fBr  jedes  beliebige  b  eine  und 
dieselbe  Lomniskate. 

Die  allgemeinen  Transfonnationsgleicbangen  3)  lassen  sich  mit 
Tortcil  zur  Constraction  von  Cnrven  anwenden,  wenn  dieselben  durch 
den  Coordinatenanfangspaukt  gehen.  Die  Gleichnug  der  Corre  in 
rechtwinkligen  Coordiaaten  enthält  alsdann  kein  constantes  Glied. 
Haben  wir  z.  B.  eine  Gleichnng  dritten  Grades  zwischen  den  Coor- 
dinaten  z  and  y  ohne  ein  conataiitca  Glied,  und  wenden  wir  hierauf 
die  TransformatiOQsgleicbniigen  3)  an,  so  erhalten  wir  eine  Glei- 
chnng zwischen  r  und  B,  welche  fur  r  nur  vom  zweiten  Grade  ist 
Bei  der  Lemniskate  kommen  wir  ebenfalls  auf  eine  Gleichung 
zwischen  r  und  B,  welche  r  nur  in  der  zweiten  Potenz  enthält. 

Nicht  uninteressant  ist  die  Anwendung  dieser  Transformations- 
methode anf  homogene  Gleichungen  zwischen  x  und  y  ohne  con- 
stantes Glied.    Es  sei  die  Gleichnng 

6)        /■{!,  y)  — ir-  +  «i"-ij,-j-j3e— V+-   ■   .+ry"-0 

1)  Die  Dbiigm  BachMabeo  liod  die  der  cralen  Figat. 
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gegeben,  wo  u,  ß,  y  Constanten  siod.  Der  eiofacberen  Bezeicbnnns 
wegen  wollen  wir  setzen 

»-^(A  +  <p{K))      und    y-^(B+av(Ä)) 

WO  sieb  die  fiedentnogen  von  i4,  B,  ^(R)  obne  weiteres  aas  den 
Oleicbangen  3)  ergeben.  Setzt  mau  die  Werte  von  x  und  g  'd  die 
Gleichang  5)  ein,  so  kommt  man  anf  die  Gleichung: 

(A+v(R))''+aiA+^(R)y"'(B+MJt))+  ■  ■  +(B+av(Ä))»  =  0 
Diese  Gteicbnng  giebt  im  allgemeinen  n  verschiedene  Werte  ftlr 
<p{.R).  Um  eine  Relation  zwischen  r  mid  R  zn  erbalten,  mDsseu 
wir  auf  den  Difforcntialqnotienten  Qbergeben.    Es  ist 

6)  ^|A,  +  |Jd,-0 

£s  ist  nnn 


-<iÄ. 


Da  fix,  y)  eine  homogene  Function  in  x  and  y  von  nter  Ordnung 
ist,  so  sind  OB  die  partiollen  Ableitnngen  ebenfalls,  jedoch  von 
(»— l)ter  Ordunng.  Setzen  Kir  die  Werte  von  *  und  y  ein,  so 
werden  die  partiellen  Ableitungen  als  Fnnctionea  von  r  nnd  R  von 
der  Form  sein: 

df       r"-'  (If       r"-i 

WO  01  (A)  and  9%[R)  Functionen  von  R  sind.  Mit  Berttcksicbtigung 
von  dx  nnd  dy  gebt  die  Gleichung  in  die  Form 

*,(Ä)dr+ra>,CHJdÄ  —  0 

Aber,  wo  ^i{R),  O^iR)  bestimmte  Functionen  von  R  sind.     Uitbin 


/ 


gesetzt  wird.    Eine  solche  Relation  zwischen  r  und  R   besteht  fOr 
alle  homogenen  Functionen  von  der  Form  5). 
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Die  CoDsUnte  C  ist  so  zn  bostimmen ,  daas  die  vermiUelBt  der 
Relation  7}  constniirte  Corve  darch  deo  auf  S  li^endea  Panlit 
gebt.  Geben  wir  der  Coostanten  C  beliebige  Werte,  so  erhalten  wir 
Csrven,  welche  in  den  anf  R  liegenden  Pankten  parallele  TangoDtca 
haben.  Bei  Polarcoordinatcn  maas  man  natflrlich  zn  einer  ihnlicbca 
Relation  wie  7)  zwischen  Radias  nnd  Azimnth  gelangen. 

Zorn  Schlnss  sei  darauf  hingewiesen ,  dasa  man  R  nnd  r  aach 
als  rechtwinklige  Goordinaten  ansehen  kann,  sodass  die  zwischen 
ihnen  bestehende  Relation  die  Gleichung  der  Cure  in  rechtwink- 
ligen Coordinaten  (R,  r)  angiebt.  Als  Beispiel  mOge  der  schon  oben 
angefofarte  Fall  dienen,  wo  das  Prodnct  der  Radien  constant  ist 
Es  stellt  dann  A  .  r  ~  »  eine  gleichseitige  Hyperbel  dar  in  recht- 
winkligen Goordinaten  (R,  r),  and  man  gelangt  dann  zn  einer  ein- 
fachen Constrnction  der  Goordinaten  fQr  die  Hyperbelpnukte. 

Zar  graphischen  Darstelinng  von  Carven  durfte  in  vielen  Fällen 
die  GoDstrnctionsmethodo  mit  den  Kreisen  einige  Vorteile  ge- 
währen. 

Stettin,  Jani  1893. 
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XVII. 
Gleichseitiges  Tetraeder. 

Von 

R.  Hoppe. 


§  1.  Vior  EigoDschaften  kdaneo  einem  Tetraodor  nar  gemeiDsam 
znkommoni  1)  Coogrncoz  aller  Seiten,  2)  parwcise  Gleichheit  der 
GegoQkanteD,  3)  Gleichheit  aller  Seiton,  4)  Gleichheit  aller  Hdhen- 
lote.  Die  2  ersten  nnd  die  2  letzten  bedingen  sich  offenbar  gegen- 
seitig;, und  der  dritte  ist  in  der  ersten  enthalten.  Daher  redncirt 
sich  die  Behanptnng,  dass  alle  4  Eigenschaften  durch  einander  be- 
dingt sind,  anf  folgenden 

Lehrsatz. 

,,Sind  alle  Seiten  eines  Tetraeders  einander  gleich ,  so  sind  sie 
,^nch  einander  congrnent." 

Dieser  Satz  gilt  nicht  fUr  die  Orenzgebilde  von  I  nnd  2  Dimen- 
sionen, in  welche  das  Tetraeder  stetig  degeneriren  kann. 


Die  Ecken  des  Tetraeders  seien  A,  B,  C,  D,  die  Kanten  a  —  BC, 
b  —  CÄ,  c  —  AB,  d  —  AD,  e  —  BD,  f— CD;  die  Seiten  seien 
bezeichnet  dnrcb  die  Orenzkanten  in  Klammern.    Dann  ist 


16(a-/)*  -  2(eV' +<.«/'+'»"«*)-<'*-«*  -  f* 
16(.bfd)*~  '■2(/*>fl+b*tP-i-b^f*)-  b*—f*  —  d* 

16(a6c)*  -  2(6''<:»+c»a«+«»6*)-o*  -  b*  - c* 


(1) 
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Nach  VoranBsotzQDg  mflasea  diese  -4  GrÖSBon  eioander  gleich  B^n. 
Durch  SabtractioQ  der  anf  einander  folgeDden  erhält  nun: 

2/»(<»»— d*-6»+e»)+2(«»««-6»d«)-o*+d<+6*-e*  =  0 

2e«(d*- a» -6»+e«)-|-2(rf»e»— <i»*»)+a*  — d«+6* -«*  -  0 
Sei  nan 

»  =  d«-.-i    (!-.■-»■,    ,-/■-.'    1 

J-<i«+o«;     .-•'+i"i     {_/>+o'     I  ''' 
Daiin  Verden  diese  3  tilelchangon: 

(«  +  «(.-«)+(«-())«+?) -0  (3) 

iß+j)(t-i)  +  (ß-r)(>+')-0  (4) 

(„_(()(,_J)  +  („+|))(t_,)_0  (6) 

Dorch  Sabtractioe  and  Addition  der  Ol.  (3)  und  (5)  ei^eben  sicli 
die  zwei  eraten  der  3  folgenden  Relationen,  durch  Terbiudnng  mit 
61.  (4)  dann  die  dritte: 

•<•+£-«)-?)■ -0 
«t+'-O-  )«.=  0 
?(<+<-£)-«(!  =0 

Ist  nnn  keine  der  3  GrOuen  v,  ß,  y  null,  Bo  findet  n 
und  nach  Gl.  (2) 

.-(«'--')^-(^'-?)--(/--0') 

Da  der  Dreiecksinhalt  rational  in  den  Quadraten  der  Seiten  ist,  so 
kann  man,  wenn  ob  sich  um  die  Seiton  dea  Tetraeders  handelt,  den 
obigen  AnsdrAcken  der  6  Kanton  beliebige  Vorzeichen  geben.  Stellt 
man  das  16fache  Quadrat  jedes  Dreiecke  als  Prodact  von  4  alge- 
br^schen  Snmmen  der  3  Kanten  dar,  so  zeigt  sich  aus  den  eben 
gefundenen  Werten  der  Kanten,  dasa  in  jedem  der  4  Prodncte  ein 


(8) 
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Factor  nnll  ist.  Demnach  sind  alle  Seiten  des  Tetraederfl  nnll,  nnd 
das  Tetraeder  degenerirt  in  eine  gerade  Linie. 

Ist  ferner  eine  der  Grossen  a,  ß,  y,  z.  B.  y,  null,  so  zeigt  die 
letzte  Gl.  (6),  dasa  noch  eine  tweite,  z  B.  ß,  nnll  sein  mass,  nnd 
es  bleibt  als  Bedingnag  nar  tibrig: 

«(.  +  t-d)  -  0 

Ist  tt  nicht  nnll,  also  E-f-£— 5  —  0,  so  hat  mau  vermöge  der 
Gl.  (2): 

d»+<.»-2(6»+c»);    e  =  b;    f~c  (9) 

Es  fragt  siub,  ob  diese  Relationen  au  einem  Tetraeder  möglich  sind. 
Wir  projiciron  das  Tetraeder,  dessen  Höhe  ttber  der  Basis  (abc)  —  h 
sei,  anf  die  Basisebeae  und  bezeichnen  die  Projectionen  von  d,  «, 
/  durch  d\  e',  f'\  dann  ist 

(10) 


o" 

=  »•+='- 

-2ACC0E 

i(fc) 

d" 

-.'•+^- 

-2.'.« 

..(,-c) 

üo  nach  AddiUon 

TO»  l' 

■f 

=  .■+„•- 

■2e'cco( 

!(•■«) 

Addirt  man  die  Gl.  (10)  (11),  so  erhält  man  mit  Anwendung  der 
Toratugesetzten  Gl.  (9): 

6coa(ic)+e'co8((i'c)  =  0 

Diese  Grösse  drftckt  aber  die  Differenz  von  e  nnd  von  der  Projection 
des  f  auf  e  aas.  Folglich  ist  e  gleich  der  Projection  von  f ,  nnd 
man  hat: 

folglich  /  —  /',  das  ist 

A-0 

und  das  Tetraeder  degenerirt  in  ^n  ebenes  Gebilde. 

Es  hat  sich  ergeben,  dass  wenn  keine  der  Grössen  «,  ß,  y  null 
ist,  das  Tetraeder,  um  lauter  gleiche  Seiten  zu  haben,  in  eine  Ge- 
rade, wenn  eine,  nnd  demzufolge  auch  eine  zweite,  aber  nicht  die 
dritte  null  ist,  in  ein  ebenes  Gebilde  degeooriren  mUsste.  Daher 
bleibt  nnr  der  Fall  Qbrig 

«-ß~y=0 
das  ist 

a  =  d]     S  =  «i     c— / 

in  welchem  alle   4  Seiten  des  Tetraeders   einander   congrnent  sind. 
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Demnach  käoaen  nur  coograeate  Seiton  des  Tetraeders  sämtlich 
einander  {^oich  sein,  w.  z.  b.  w. 

g  2.  In  Betreff  der  2  Orenzf&llo,  welche  ansscr  der  wirklichen 
Losung  der  antorsachten  Frage  flbrig  bleiben,  ist  folgendes  za  be- 
merken. 

Ist  keine  der  Grössen  a,  ß,  y  ntdl,  so  kann  man 

annehmen.    Dann  erftkUeu  die  Werte  (8)  die  Gleicbnugeu: 
e-a-l-/;     d-6  +  /^;     d  -  <:  +  <;     ß  -  o  +  c 

woraus: 

Man  siebt  also,  dass,  indem  das  Tetraeder  In  eloo  Gorade  degene- 
rirt,  eine  Kante  d  die  ganze  Länge  darstellt,  ZAei  andre  b,  e  von 
je  zwei  Kanten  gedeckt  werden ,  nnd  die  Ecken  in  der  Reihenfolge 
A,  B,  C,  D  liegen. 

Fragt  man  nun,  ob  bei  stetigem  Uebergang  des  Tetraeders  in 
eine  solche  Gerade  seine  Seiten  stetig  zur  Gleichheit  gelan- 
gen, 80  ist  ZD  beachten,  dass  wir  bisher  nnr  vorausgesetzt  haben, 
dass  die  Differenzen  der  Seiten  null  seien.  Da  aber  bei  jenem 
Uebergang  die  Seiten  selbst  verschwinden,  so  ist  das  Verschwinden 
ihrer  Differenzen  bedentangslos.  Die  Anntthernng  zn  ihrer  Gleich- 
heit kann  nnr  darin  bestehen,  dass  ihre  Quotienten  den  Grenzwert 
1  haben.  Macht  man  dies  znr  Forderung,  so  ergibt  sich  die  aus- 
reichende nnd  notwendige  Bedingung: 

(2<i-l-c-|-/-)(c»-/*)-0 

Der  erste  Factor  ist  >-0,  der  zweite  ist  nach  an^^^lcber  Yorans- 
setznng  nicht  nuU.  Folglich  hat  der  in  Rede  stehende  GrenzfoU 
nicht  einmal  finale  Beziehung  zn  der  Frage  nach  gleichseitigen  Te- 
traedern. 

Der  zweite  Grenz&U  |3  =:  }•  —  0  erjpbt  ein  Parallelogramm 
nebst  seinen  Diagonalen.  Er  zeigt,  dass  in  der  Tat  ein  Tetraeder 
sich  der  Gleichseitigkeit  ohne  Grenzen  stetig  aunähem  kann,  wäh- 
rend seine  Seiten  nur  parweise  congrnent  werden. 

S  3.  Wenn  wir  jetzt  ein  Tetraeder  gleichseitig  nennen,  so  ist 
in  dem  Attribut  schon  einbegriffen,  dass  seine  Seiten  einander  con- 
gment,  mithin  seine  G^enkauten  einander  gleich  sind.    Ein  gleicb- 
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seitigee  Totraeder  ut  demoacb  durch  3  Kanten:  a,  b,  c,  bestimmt, 
onter  dencQ  keine  Gegenkantea  vorkommen. 

Diese  3  Grössen  luben  indes  3  BediDgauKon  zd  erfüllen,  damit 
die  KaoteDparo  ein  Tetraeder  bilden  kOonen:  1)  mass  in  jedem 
ebenen  Dreieck  (abo)  jede  Kaute  kleiner  sein  als  die  Snmme  der 
beiden  andern;  2)  in  jeder  Ecke  [odc]  jeder  Seitenwinkel  kleiner  als 
die  Summe  der  beiden  andern.  Da  nun  die  3  Seitenninkel  einer 
Ecke  anch  Winkel  eines  Dreiecks  (abc)  sind ,  so  verlangt  letztere 
Bedingung,  dass  alle  Seitenvinke)  <  B  sind.  Ist  aber  dies  der  Fall, 
so  folgt  von  selbst,  dass  die  erste  Bedingung  erfttltt  ist. 

Notffondigo  nnd  ansreicLcndo  Bedingung  dafür,  dass  a,  ö,  c  ein 
Tetraeder  bilden  kOnnen  ist  also: 

a»<J»-|-<,«;    ä«<e»-fa»;     c»  <  <i*+i« 

Zq  den  specifiscben  Eigenschaften  der  gleichseitigen  Tetraeder 
gehören  noch  folgende. 

Da  in  jcdur  Seite  die  Kanten  den  Sinns  der  Gegenwinkel,  diese 
wieder  den  Sinns  der  gegenüberliegenden  Fläcbenwinkcl  proportional 
sind,  so  bat  man  a  priori: 

sin«  ^  ag;     Biaß  —  bq;    sinj' —  eg  (12) 

Sei 

a  —  a  +  b  +  e;     t  — io  +  ca  +  at;     u  —  abc  (13) 

7,  -  *i  ~  i'i*  -  «("  -  l.*-2»)  (1-1) 

dann  findet  man: 

g*  — 2n;#i  — 2nui)  -- 2»(j«  — 2t  — 2n«»)  (15) 

and  ferner: 

cos«  =««•(« -2a»);    etc.  (16) 

Hieraus  ergibt  sich  der  Wert  der  Ecke,  aph&risch  gemessen 

■fc-o+js+r-SR 


dnrcb 


,m£-^(i+.V,    «,.E-e"-^P-3 


Der  Abstand  der  Endpunkte  bebiebigcr  Strecken   v,  w  anf  den 
Qegenkanten  a,  a  von  einander  sei  •=  R\  dann  ist  R*  von  der  Form: 

■jp  _  r^.\-u,*-2t,v,ao%»-\-lA>-\-M«>-^N  (19) 
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Dies  ist  eia  Minimum  (Br 

W  -KCOBff+iJ/  — 0      ) 

nad  zwar  bedeutet  9  den  Winkel  zwischoa  den  Gegonkanten  a,  a, 
dio  Schonkol  in  der  Bichtang  der  Strecken  o,  u>  gedacht.  Setzt  man 
nun  znr  Bcstimmnng  von  9,  L,  M,  N  die  Anfangs-  nnd  Eudwerte 
0  und  a  rar  o  nnd  fQr  v,  so  wird 

Ä(00)  —  R(aa)  =  A;     R(aO)  —  Ä(0o)  =  c 

(oder  umgekehrt,  was  gloichgflltig  Ist),  man  erli&lt  ans  Gl  (19)  dio 
4  QleidiQngou: 

fti_  JT— 2a»(l-co8*)  +  (£-fJ/)o+Ä 
(1  _  a»+ia-|-Ä  -  o'+J/o+AT 
Ans  diesen  und  den  Gl.  (20)  (19)  ergibt  sich  leicht : 

eoa*  =  ^^^*  (22) 

r  =  «.  -  Ja  (23) 

Ä»  _  ?-=t^ (24) 

Gl.  (24)  zeigt  die  Normalabatando  dor  Gegeokanten  als  die  Worte 
von  B  und  dessen  analoge.  Nach  Gl.  (23)  werden  dio  Gegonkanten 
von  ihren  gemeinsaraeo  Loten  in  ihren  Mitten  getroffen.  Gl.  (22) 
gibt  die  Winkel  zwischen  den  Gogenkauten.  Setzt  man  die  Werte 
(21)  (22)  (23)  in  Gl.  (19)  ein,  so  fiudet  maa  den  Abstand  zweier 
beliebigeo  Funkte  der  Gegonkanten. 

Beteichnet  man  die  gemoiasamen  Lote  der  3  Gegenkanteuparo 
a,  b,  c  dorch  »i,  &|,  e^,  so  ist  eines  derselben  a,  normal  zn  2  pa- 
raUelen  Ebenen,  in  denen  dio  Kauton  a,  mithin  ancb  die  8  End- 
pankte  der  Kanten  b,  b,  e,  c  liegen.    Daraus  folgt  beil&nfig,  daas 

C08(iil,)  ■=  r' ;     cos(«ij)  -■  - 

nebst  den  analogen  Formeln.  Wichüger  ist  der  Schloss,  daas  die 
Mitten  der  4  Kanten  b,  b,  e,  e  in  einer  Ebene  Ea  parallel  zn 
den   genannten   £benen  liegen ,   nnd  daas  Ea  dnrch  die  Hitte   ron 
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a,  geht,  normal  zn  n,  ist  nnd  fij  and  (^  enthalt.  Hiernach  Bind  a,, 
di  und  e,  nonnal  zn  einander  and  liegen  in  3  orthogonalen  Ebenen. 
Da  nnn  in  jeder  der  Ebenen  E^,  Et,  Ee  zwei  der  Lote  a, ,  &,',  «i 
liegen ,  bo  liegt  jedes  der  letztern  in  3  Ebenen ,  nnd  alle  schneiden 
und  halbiren  sich  im  DnrchBchnittspankt  der  3  Ebenen,  deren  Durch- 
scbnittslinien  sie  aind.  Geht  man  also  von  einem  rechtirinkligen 
AzensjBtem  der  f/»  ans,  welches  die  Lage  des  Tetraeders  bestimmt, 
ao  kann  man  alle  möglichen  gleichseitigen  Tetraeder  dnrch  die 
Eckancoordinaten  anfstellen : 

(=i  y, ')  (',  -*.  -')  ( -«,  y,  -«)  (-',  -y,  •) 
das  sind  die  Ecken  eines   nchtwinkligon  Parallelepipedons,   dessen 
Kanten 

2«  — o,!    2f  — 4i;    2»=c, 

nnd  dessen  Seitendiagonalen  a,  b^  e  sind. 
Nach  der  letzten  GL  (1)  ist 

16<a*c)»  =  4t,    —'t'-t 

Die  Hohe  des  Dreiecks  Aber  der  Basis  a  ist 
2(abe) 

dso  die  Hohe  des  Tetraeders  Aber  der  Basis  (abe) 
nnd  das  Votnm  des  Tetraeders 


Mittelst  vorstohondor  Formeln  l&sst  sich  nnn  die  Aufgabe  lösen : 

„Die  Kanten   ciuos   gleichseitigen  Tetraeders   zu   fimtcn,   wenn 
„dessen  Tolnm,  Oberfläche  nnd  Ecke  gegeben  sind." 

Zar   Lesung   dienen   die  Gl.  (17)  (18)  (25)  (2G)  (14)  (15)  (13). 
Bezeichnet  S  die  Oberflftche,  so  ist  nach  Gl.  (26)  und  (36) 
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Wir  betracbfen  daher  n  odi!  q  als  bekannt  and  haben  zur  Bestim- 
mDDg  von  >,  t,  n  die  4  Gl.  (U)  (15)  (17)  (18),  und  zwar  aas  Gl. 
(15)  (16)  die  Werte; 


2       8       2n«      47  fw 

Gl.  (29)  gibt  diroct  j,  dann  Gl.  (30)  i.    Uän  hat  also: 

i8jE_  ain'jE 


Vn 

sinji- 

'      toein'lE 

-r   y.    - 

ein  iE 

*.  < 

y  sind  die  WunelD  der 

Gleiehnng: 

?-.!•+«-«  =  0 

(32) 

Alle  diese  Bestimmungen  sind  eindenüg,  es  kann  also  nie  mehr  als 
ein  Tetraeder  als  Losung  erscheinen.  Als  Bedingung  der  Möglich- 
keit eines  Tetraeders  ist  notwendig  nod  hinreichend,  dass  Gl.  (32) 
3  positive  reelle  Wurzeln  habe,  nnd  dass  diese  die  Seiten  eines 
spitzwinkligen  Dreiecks  darstellen.  Hierzu  ist  scheu  vorher  nOtig, 
dass  die  Werte  (31)  positiv  sind.  Damit  bzhvr.  t  und  u  positiv  sei, 
mass  sein 

5»  >  2Vnsin»ii^'(Vr+^'1t^-C0sj£);    j»  >  ^^^J^ 

Letztere  Grenze  ist  die  grössere.  Ans  ihr  geht  die  Bedingung  her- 
vor: _^ 

e..i.>)/(^')+.-'-^' 
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Beweis  des  Satzes  von  Leman  pag.  224. 

Von 

Prof.  Dr.  F.  W.  Fischer. 


1.  Beschreibt  man  aber  den  Seiton  eines  beliebigen  Dreiecke 
ABC  die  gleichkenkligcn  Dreiecke  ABJ,  BCG,  ACH,  deren  Basis- 
winkel gleich  sind  und  zieht  die  Linien  AG,  BH,  CJ,  welche  die 
Seiten  des  Dreiecks  in  den  Punkten  A  ^,  P  schneiden  mOgen ,  so 
schneiden  sich  diese  Terbindnngslinien  in  einem  Fnnkte.  Es  ist 
(Flg.  1): 

A  CJA    _  AF 
ZS.CJB 


—  ^;u  da  die  Dreiecke  die  Seite  CJ  gemein  haben 


^AGB       BD 
^  AGC~  DC 

CjBHC       CE 
A  BHA  ~  E-4' 


C^CJA      C^AOB      ^BHCAF     BD      CB 
2SCJB-    £SAGC'    ^BHA~FB-    DC    EA 


AC  ~  AH 
AB  .AH  —  AC  .  AJ,  and  Wkl.  HAB  —  JAC,  also  A  BHA  —  CJA; 
ebenso  ist  A  AGB  =  CJB  nnd  A  BHC  —  AOC. 

Es  ist  also 

AF      BD      CE 
FB  ■    DC    EA~ 
nnd  folglich  schneiden  sich  AO^  BH,  CJ  in  einem  -Punkte. 

2.    Wenn  das  Dreieck   ein  spharisclios   ist,   so  ,lftsst   sich   die 
Richtigkeit   des  Satzes   in   folgender  Weise  dartnn.    Es   ist,   wenn 
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man  (Fig.  2)  Wkl.  CHE  =  p,  Wkl.  AHB  —  w,  Wkl.  .l^F  -  p*. 
Wkl.  BJF=w\  Wkl.  BGD^v",  Wkl.  CGD^^c",  ferner  Wkl. 
JCH  —  ^Ce  =  y',  Wkl.  /f^S  =  C-<^=  o',  Wkl.  ABG  =  JBC~  ß' 
bezeichnet : 

Bin  ff  _  Bin  y*  ■  Bin  CB 


Bin  10 

sin«' 

aiaAB 

sinn' 
Bin«.' 

Bin«' 
~  sinj»' 

tia  AC 
.  tinüC 

Bin«" 

_  Bing' 

'  sin  y' 

.  Bin  AB 
.  &\\\AC' 

alBO 

s^ 

Bin»' 

Bin»/' 

1 

Nun  ist  aber 

Bin  i>       sin  HCE .  sin  CE 
Bimo"  Binfl^E.sin^E    °°^^ 

Bin  t.       Bin  CE 
Bin.-BinE^-'    '>*«"•«'> 

Bin  i>'       sin  AF 

Bint."       sin  BD        ,      .  , 

Bin  V     sin!.'      sinu"      BinC£ 
Bin«.-    sin**.''    sin»-"  "  Bin^£  ■ 

sin^F 
Bin  Fi*  ■ 

Bin  BD 
BinDC 

Ana  (1)  und  (2)  folgt] 

Bin  CE     Bin  AF 
smEA'    AnFB 

Bin  BD 
BinDC 

=  1 

womit  der  Satz  bewiesen  ist 

Ein  trigonometrischer  Beweis  fflr  das  ebene  Dreieck  er- 
giebt  sich ,  wenn  man  in  dorn  Beweise  anter  2.  an  Stelle  der  sin. 
der  Seiten,  die  Seiten  selbst  seilt 

Kempen  (Wiein),  den  17.  Ang.  1893. 
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1  Die   Gmitt'tthe  DarUtllmg  ttc. 


I 


V 


Die  Gausa'sche  Darstellung  complexer  Zahlen  in 
geometrischer  Beleuchtung. 


Adalbert  Breuer, 

k    k,,  ProrcMOT  an  der  StaauaberreaUcliule  im  Itl.  Bri,  Wien«. 

mit  sinpt  FlgsienUfel.) 


Gegen  die  geometrische  Deatuug  complexer  Zahlen  als  Iinlices 
einer  Doppelreihe  von  QrOssen  sind  in  neuerer  Zeit  viele  Dedenkcn 
erhöbe»  worden,  welche  den  Beweisen  für  die  Richtigkeit  dor  OauBs- 
scben  D&rstelinng  die  UbemeugeDde  Kraft  absprechen.  Von  diesen 
Scheinbeweisen  sei  jener  von  Drobisch  erwähnt.  (Vtrgl.  SchlOmitch's 
Uandbnch  der  algebraiechen  Analysis,  %  58.) 

Nachdem  sich  aber  obigo  Darstellung  dessen  ungeachtet  als 
ansserst  anschaulich  nnd  natzbringend  erwiesen  bat,  so  ist  es  ge- 
wiss der  Mtthe  wert,  den  geometrischen  Gründen  für  diese  Ueber- 
einstimmung  zwischen  Rechnung  und  Constrnction  nachzngehn.  Um 
das  gesteckte  Ziel  sicher  zn  erreichen,  ist  es  angezeigt,  den  Begriff 
der  Zahl  durch  eine  Strecke  zu  versinnlichen ,  su  dass  nnt«r  Zn> 
grundelegung  einer  bestimmten  Längeneinheit  die  erstere  als  die 
Hasszahl  der  letzteren  erscheint. 

Ist  in  Fig.  1)  0  der  Nullpunkt  der  Zahlonlinie  OJT,  so  bestimmt 
jeder  Punkt  A  derselben  mit  0  eine  Strecke,  welche  eine  positive 
oder  negative  Zahl  versinnlicbt,  je  nachdem  A  rechts  oder  links  von 
0  sich  befindet  Durch  die  ZaUcnlinie  gewinnt  man  demgemäss 
eine  Uebersicht  alter  ganzen  und  gebrochenen  Zahlen. 

Um  irrationale  Zahlen  abzubilden,  bedient  man  sich  eines  Kreises 
vom  Centrnm  C  und  dem  rationalen  Badius  g,  welcher  die  Abscisseu- 
acbse  OX  in  den  reellen  Punkten  B  und  B'  schneidet.  Hat  C  die 
rationalen  Coordinaten  OA  —  a  nnd  AC  ~  y,  so  erhlüt  man  ans 
dem  rechtwinkligen  Dreieck  ABC  gemäss 

Ansh.  1.  Uitli.  1.  PtafL    L  Bdk*.  T.  XIL  M 
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AB'- 
das  Wertepaar 


Ist  ABC  nicht  zaf&lliger  Weise  oia  PjtbagorOtsches  DreierJc,  so  sind 
die  Zalilen  -\-b  und  — b  irrational;  sie  cracheinen  darch  die 
Strecken  AB  und  AB'  dargestellt,  nenn  man  A  als  Nallpankt  auf- 
fassL  Zfthlt  man  jedoch  vom  Ursprnng  0  aas,  80  ergeben  sich  die 
StredtenverbindangeD 

OB   •='OA+AB  —  a+b  3) 

OB'  -OA+AB'  -a-b  4) 

durch  welche  die  snrdischen  Zahlen  (a+b)  itnd  (a—b)  vcrsinnlicht 
werden.    Die  Redactionen  3)  nnd  4)  liefern 


Nnn  hat  aber  das  Prodnct  OB  .  OS'  die  Bedentang  der  Potoni  dee 
Panlctes  0  in  Bezog  aof  alle  Kreise  des  Bttschels  mit  den  Trägen 
B  nnd  B',  and  man  hat,  wenn  02'  —  r  eine  Kroistangente  vorstellt, 


OÄ-  OB'  —  03'*—  r*  6) 

Ad8  5)  nnd  6)  folgt 

a*—b*  =  r*  7) 

Diese  Relation  konnte  man  ans  dem  mit  AB  —  £  als  Radius  be- 
schriebenen Kreise  mittels  dor  Tangente  07'  —  r  direct  ablesen. 
Der  Kreis  -vom  Radios  r  and  vum  Centmm  0  schneidet  die  Kreise 
des  Bttscbels  BB"  orthogonal.    Nennt  man 

den  Uodnl  der  conjngirteu  snrdischen  Zahlen  in  3)  nnd  4),  so  liefert 
7)  einen  leicht  zn  formulirenden  Satz. 

Berührt  der  Kreis  C  die  Abacissenachse,  so  sind  die  irrationalen 
Bestandteile  -{-b  nod  —b  dor  surdischen  Zahlen  gleich  nnll.  Wcnu 
der  Kreis  C  den  Ursprang  einschliesst,  dann  wird  r*  negativ  niid 
I-  imaginär.  Als  Mass  von  r  dient  dann  nach  der  Planimetrie  be- 
kanntlich die  halbe  kQrzeste  Sehne  durch  0,  welche  für  alle  Kreise 
des  Qflschels  BB'  in  derselben  Grösse  erscheint.  Der  mit  dieser 
halben  Sehne  beschriebene  Kreis  kann  somit  als  Ersatz  des  in  diesem 
Falle  imagin&ren  Orthogonal kreises  angesehen  werden  and  wird 
Diametralkreis  genannt;  er  schneidet  den  Boschel  aber  nicht  mehr 
nnter  rechten  Winkeln. 
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Oebt  der  Kreis  C  durch  0,  dann  iat  wegen  a  —  b  OB  —  Ha  aod 
OB'  •=  0;  ansserdem  ist  6  nicht  mehr  irrfttional.  Liegt  das  Ceotroin 
C  in  der  Ordinatenachse  0¥,  dann  verschwindet  der  rationale  Teil 
o^  and  die  Bardischen  Binome  gehen  in  rein-irrationale  Zahlen  Uher. 

Verwendet  man  die  gewonnenen  Irrationalen  Zahlen  im  Geiste 
als  Coordinaten  von  Centren  and  als  Radien  von  nenen  Kreisen,  so 
erh&lt  man  andere  irrationale  Zahlen.  Darch  die  Fortsetznng  dieses 
Verfahrens  l&Bst  sich  das  System  der  sardischen  Zahlen  beliebig  er- 
wdtem  und  die  ZahlenlJnie  in  Gedanken  anendlich  eng  panktiren. 

Obige  Entstehung  snrdischer  Strecken  kann  in  Dngezwnngencr 
Weise  anf  complexe  Strecken  ausgedehnt  werden.  Wenn  nämlich  in 
1)  und  2}  p  <Cy  "ird,  so  erh&lt  man  unter  Beachtung  der  Schreib- 
weise V— 1  =  • 

Afii"  —  —ih iV»^^  2') 

Der  entsprechende  Kreis  C  (Fig.  2}  geht  dann  an  OX  vorbei,  nnd 
die  Schnittpnnkte  A  und  B,'  sind  imagin&r.  Legt  man  von  A  an 
den  Kreis  die  Tangente  AD,  so  folgt  ans  dem  rechtwinkligen  Drei- 
ecke ADC 

AD*  —  AC'  -  CD*  —  j,"  -  p" 

oder  

AD=y^y*^-'b  S) 

Beschreibt  man  von  A  ans  mit  AD  den  Kreis,  so  liefert  dieser  in 
OX  die  reollen  Pnnht«  B  und  B',  welche  als  Vertreter  der  imagi- 
nllren  if,-  nnd  B/  gelten  kttnnen,  weil 

iAD  —  iAB  —  ABl  =  +ib 
nnd 

-iAD  — iAB"  —  AB;"  —  —ib    ist 

Die  complexen  Strecken 

OBi    —OA+ABi    =ia  +  a,  3') 

und 

OB/  —  OA-i-ABi"  —  o-Ä  4') 

mflssen  dann  dorch  die  im  allgemeioen  sardischen  Strecken 

OB   —OA  +  AB  =a-f4  3^) 

OB'  —OA+AB'  —  a—t  4") 

verainnlicht  werden.  Der  geometrische  Ort  von  B  nnd  B'  ist  eine 
gleichseiUge  Hyperbel  von  der  Haoptachse 

S2* 
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Diese  Cnrve  erscheiot  all  der  reelle  Vertreter  Jeoes  imiigiDftreii 
KreiBzweiges,  welchem  das  Schneideo  von  ü^  zoftUlt,  nachdem  der 
reelle  Kreis  dies  nicht  besorgen  kann.  Die  Hfperbeltangenten  in 
B  nnd  B'  gehen  darcfa  den  Punkt  f?  der  Polare  DD'  in  Bezug  auf 
den  Kreis  C,  nod  os  sind  demnach  A  und  O  conjngirte  Pole  sowol 
bezQglich  des  Kreises  als  auch  der  Hyperbel.  Alte  diese  Eigen- 
schaften lassen  sieb  leicht  ans  der  Figur  beweisen  nnd  sind  in  meinen 
einschlägigen  Abhandlungen  so  vielfach  er&rtert  worden,  dass  ich 
mich  hier  auf  diesen  Hinweis  beschräDlfe.  Ans  3')  nnd  4'}  folgt  die 
Relation 

OBi.OS,'  -.o'  +  t«  5') 

nnd  es  entsteht  unn  die  Frage,  ob  das  Product  OBt .  OBt  ebenso 
als  Ausdruck  der  Potenz 

07'*  —  r* 

von  0  in  Betreff  des  Kreises  C  gilt,  wie  das  aualoge  Prodact  in  6). 

Die  Antwort  hierauf  gibt  nachstehende  Uutcrsachung  der  Fig.  2. 
Aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  OTV  folgt 

Ur«  -=  «C— CT"  —  06"  — p* 

Ferner  erhält  man  aus  dem  rechtwinkligen  Dreiecke  OC'A 

UC*  =  l)A*-\-AC'  =  a*  +y« 

Die  Substitution  dieses  Ausdruckes  in  den  vorigen  liefert 

or* -«*+**-*" 

woraus  man  mit  Hilfe  von  H)  folgert 

Aas  5')  nnd  7)  resultirt  schliesslich 

OBi .  OB',-  -  OT"  -  r»  6') 

and  der  in  6]  citirte  plauimotrisclie  Satz  gilt  daher  aach  für  Se- 
canton  mit  imaginären  Schnittpunkten.  9)  und  6')  ergeben  fUr  den 
Modul  r  der  compleien  conjugirten  Zahlen  (a-{-i6)  and  (a  -ii)  den 
Aasdruck 

ai+b*  -  r»  7') 

aus  welchem  man  ersieht,  dass  dieser  lÜodal  stets  reell  ist. 

Sind  M  and  M'  die  Schnittpunkte  von  ÄC  mit  dem  Kreise  A, 
so  ist 
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AM=  AD  —  b 

ond  ans  Ci  OAJU  folgt 

OM*  —  OA*+AAn  =  a»+6*  10) 

Hieraas  schliesst  man  nnlcr  Hioblick  auf  7')  nod  7} 
OAf»  -  Or»  —  r« 

UitbiD  geht  der  Kreis  0  durch  die  Ponkte  M  und  M',  welche  als 
TrKgcr  eines  Kreisbachela  erscheinen.  Die  Chordale  MM'  desselben 
enthält  die  Centren  C  aller  gemeinsamen  Orthogonal  kreise.  Diese 
gohen  sämtlich  daroh  die  imaginären  Funkte  Bi  nnd  B/  der  Cen- 
trale OX  des  BUschels  MM'  nnd  haben  somit  OZ  zur  Cbordale. 
Mithin  bilden  die  Orthogonal  kreise  des  BOschels  MM'  einen  zweiten 
Btlschel  mit  den  imaginären  Trägem  Bl  und  B/.  Unter  ihnen  kommen 
zwei  Nnllkreise  vor,  die  sich  mit  den  Punkten  M  resp.  M'  decken. 
Den  Centren  zwischen  Af  und  M'  entsprechen  imaginäre  Orthogonal  kreise 
an  den  Bäschel  ifM'.  Die  reellen  Ersatzkreise  der  letzteren  gehen  mit 
imaginären  Zweigen  durch  die  Punkte  £.  und  A'.  Die  Vertreter 
dieser  Zweige  sind  reelle  gleichseitige  Hyperbeln,  deren  Hauptachse 
zu  Ü^  parallel  ist,  nnd  welche  den  Ersatzkreis  mit  den  Scheiteln 
berabren.  In  dem  Büschel  MM'  sind  die  Nnllkreise  imaginär  nnd 
fallen  mit  den  Punkten  Bj  und  B,'  zusammen.  Allen  Kreisen  dieses 
BUschels,  deren  Radien  kleiner  sind  als  AM  ^  b  entsprechen  ima- 
ginäre Centren,  welche  zwischen  if,  und  B,'  zn  denken  sind.  Er- 
setzt mau  die  imaginären  CentreQ  durch  reelle,  so  ergehen  sich 
reelle  Kreise,  welche  durch  die  imaginär  genommenen  Punkte  M 
und  il'  geben.  Die  Vertreter  der  imaginären  Zweige  sind  gleich- 
seitige Hyperhein,  deren  Hauptachsen  za  oy  parallel  sind,  ond  welche 
darch  M  and  M'  gehen. 

Durch  Variirea  des  Kreises  C  bezüglich  Lage  nnd  Grösse  lassen 
sich  alle  möglichen  complexen  Zahlen  in  derselben  Weise  zur  Dar- 
Btellang  bringen,  wie  vorhin  die  Bardischen. 

Um  nnn  die  Vertreter  B  und  B'  conjngirter  imaginärer  Punkte 
Bi  and  Bi  von  anderen  Punkten  der  Zahlenlinie  stets  klar  nntor- 
Bcfaeiden  zu  können,  tut  man  gut,  ihre  Verbindong  durch  den  Kreis 
A  aufrecht  zu  erhalten.  Dadurch  sind  Verwech&Inngen  aad  Irr- 
tttner,  welche  der  Ersatz  von  3')  and  4')  durch  3")  nnd  4")  leicht 
heiTorrnfea  könnte,  ausgeBcblossen. 

Ein  anderes  mittel  besteht  in  der  Drehung  des  Darchmessers 
filf  nm  das  Centmm  A  am  90^  entgegen  dem  Sinne  des  Uhrzeigers. 
Dadurch  gelangt  man  zn  den  Paukten  M  und  M',  and  es  stellt  dann 
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QA-\-AM      dio  Zahl    a  +  ih  dar,  während 
QA'\-AM'    die  Zahl    a  — ■£  Tersinnlicht. 

Uit  dieser  Sobatitntion  der  richtigen  Vertreter  B  und  B'  der  ima- 
ginären Punkte  Dl  und  B'  durch  die  villkOrlichen  Ersatzpunfetc  M 
und  3/'  erecheint  die  Zahlenlinie  <äX  zar  Zahlenebene  ^r  erweitert 
QX  repr&sentirt  die  reellen  Zahlen,  QY  die  rein  imaginären,  nud 
jeder  Pnnkt  M  in  den  Qaadranteo  eine  compleze  Zahl  nnd  zwar  in 
dem  Sinne,  dass  die  Bestandteile  a  nnd  ib  derselben  durch  die  Coor- 
dinaten  a  und  b  von  M  ausgedrückt  erscheinen.  »  nnd  b  sind  dann 
gewissermaSBon  die  parallel  zu  den  Achsen  OXnnd  OF  genommeuea 
Cemponenten  des  Moduls  03f  —  r  als  Resultante.  Es  ist  nun  nahe- 
liegend, diesen  Modul  unter  Angabe  seiner  Richtung  als  abermaliges 
Verainnlichnngsmittel  der  complexeu  Zahl  a-\-ib  eu  wählen.  Den 
Uehergang  zu  dieser  Substitution  bietet  der  Winkel  MQA  =  v  als 
Richtungscoufitante.  9,  auch  Amplitude  genannt,  hat  alle  Werte  von 
0  bis  -{-  360"  ED  dorchlanfen,  während  r  von  U  bis  -f  95  variirt, 
nm  alle  Punkte  der  Zahlenebene  zu  passiren.  Zar  Bestimmnug  von 
9  liefert  A  QAM  die  Relationen 

b 
t«9>  — - 


Unter  Einftthrung  dieser  nenen  BestimmungsgrOssen  erscheint  die 
complexe  Zahl  arithmetiBch  in  nachfolgender  Doppelhezeichnung: 

o  -|- 16  —  r(cos  <f-\-i  sin  tp) 
Die  reckte  Seite  dieser  Oleichnng  wird  als  Normalform  oder  als 
goniomotriscbe  Form  der  complezen  Zahl  bezeichnet  nnd  liefert  fOr 
Durchfahrung  der  Rechnungsoperationen  die  bekannten  Sätze  aber 
die  Moduln  und  Amplituden,  die  schliesslich  zur  Moivre'schen  Bino- 
mialformel  fahren.  Letztere  ist  bekanntlich  ein  Fundament  vieler 
Theorien  der  algebraischen  Analyais,  und  ihre  Eleganz  ist  wol  die 
Ursache  for  die  Beliebtheit  der  Gansg'schen  Darstellung  der  com- 
plezen Grossen. 

Terfolgt  man  aber  den  Gang  der  obigen  Entwicklung,  so  wird 
man  es  nur  zu  begreiflich  finden,  dass  viele  Ifathemaüker  gegen  die 
Gaoss'sche   Interpretaüon    Stellung    genommen   haben,   weil   durch 
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diese  die  wahre  Bedentang  der  Complexea  vollBt&ndig  venrischt 
wurde  und  mehrfacH  Anloss  zu  Irrtttmern  nnd  TragBchiaBBon  geben 
■nnsete. 

Du  bestehende  UebereiDstimmea  der  Besultate  ist  eben  danwf 
znrttckzafllhreii,  dua  das  Imagie&re  dreimal  Dach  einander  verscbie- 
deeartig  ersetzt  wird,  wodarcb  man  schliesslich  anf  das  Gebiet  der 
CompoaentBulehre  gelangt,  die  eieei  Teil  der  theoretischen  Mechanik 
ansmaclit  und  offenbar  mit  der  eigentlichen  Sacbe  gar  nichts  zd  tan 
hat,  man  vergleiche  nur  dieabeztkglich  die  Theorie  der  Richtangs- 
zahlen.  FOr  den  Mathematiker  ist  aber  die  ursprüngliche  Bedentnng 
der  Complexen  massgebend,  welche  allerdings  anf  das  Reelle  zurUck- 
fOhrt ,  jedoch  in  ganz  andeser  Art  wie  der  Gauss'sche  Ersatz.  Wie 
das  Imaginftre  In  der  Oeometrie  anfznfassen  ist,  darüber  habe  ich 
mich  in  froheren  Abhandlungen  ansgesprochen.  Daselbst  habe  ich 
auch  anf  Abweichungen  nnd  Uebereinstimmnngen  mit  der  algebraischen 
Analjsis  hingewiesen,  welche  auftreten  mOssen,  nachdem  ih  dieser 
Disciplin  die  Lehre  Qbcr  das  Imagin&re  anf  das  Prindp  der  Er- 
haltung der  Operationsgesetze  gestützt  wird.  Ob  zwar  diese  Ans- 
fnhmogeu  not  zum  Teil  wegen  mangelhafter  Pr&cision  meiner  Äus- 
drocksweiae  mehrfach  missverstanden  wurden,  werde  ich  doch  anf 
dem  betretenen  Wege  weiter  sebreiteu  und  nach  Wahrheit  nnd  Klar- 
heit ia  dem  Gebiete  der  Imagin&ren  streben. 

Wien,  d.  30.  U&rz  1893. 
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rriiimtiiMionaUii  PtHlatdtrt. 


üeber  den  Inhalt  des  vierdimensionalen 
Pentaeders. 


Ernst  Liera,  stud.  math. 


Um  don  Inhalt  qidcb  vicrdimenaioualeu  Peutaeden  zn  berecbnen, 
mass  man,  wio  wir  Bp&tcr  sehen  werden,  deo  Winkel  kennen,  den 
zwei  Flftcbon  eines  sphärischeD  Tetraeders  bilden,  dessen  Kanten 
gegeben  sind.    Wir  wollen  daher  zunächst  diese  Anfgabc  lösen. 

Gegeben  sei  ein  spbariscber  Raum.  Der  Mittelpunkt  desselben, 
d.  b.  also  derjenige  Pnnkt,  der  von  allen  Punkten  des  sphärischen 
Baumes  gleich  weit  entfernt  ist,  bcisse  M.  Ferner  sei  in  diesem 
Ranme  ein  sphärisches  Tetraeder  ABCD  gegeben  mit  den  Kanten 

AB  —  a,    AC=  b,    AD  =  c,     BC  —  (i,     BD  =  «,     CD  =  f 

Die  Winkel,  welche  diesen  Kanten  gegenüberliegen',  sollen .  a,  ß,  y, 
S,  I,  t  beisBen.  Es  soll  der  Winkel  berechnet  werden,  welchen  die 
Flächen  ABC  und  BCD  oder,  was  dasselbe  ist,  die  B&nme  MaBC 
nnd  MBCD  mit  einander  bilden.  Dieser  Winkel  ist  derselbe,  den 
die  Lote  bilden,  welche  man  im  Pankte  B  anf  der  Ebene  MBC  in 
don  Räumen  MABC  und  MBCD  errichtet.    Dieser  Winkel  sei  v- 

Nun  lege  man  durch  M  und  durch  jene  Lote  Ebenen,  welche 
die  Ebenen  MAC  nnd  MCD  in  MA'  und  MW  schneiden.    Dann  sei 


Die  Terlängemngeu  von  MA'  und  MD'  mOgen  die  Lote  in  A"  nnd 
Bf'  schneiden.  Dann  ist  im  geradlinigen  Dreieck  A"BEf'  das  Qua- 
drat YOn  A"!/' 
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Ferner  ist  im  goradlinigon  Dreieck  A"MEf'  daa  Quadrat  tob 

A"ty'  —  sec'a'-|-BOcV— ÜBecn'sece'uosc' 
Daraus  Tolgt: 


sin  a' sine' 


Dieser  Ausdruck  raaas  nun  durch  die  GröageD  a,  b,  a,  d,  e,  /  ersetzt 
werden.    Im  rochtwiukligen  sphärischen  Dreieck  A'BC  ist 

cos«  -'  cot&'tgcl 
lolglieh 

cot6'  —  ^^ 


Pamit  ist  b'  bokannt,  denn  cos«  Iftsst  sich   folgendi 
die  Seiten  ansdrttcken: 


"* 

sinA^iDd 

sino' 
sin« 
folglich 

sin  6' 
"  siuff' 

sin  6' Bio  « 

Damit  ist  auch  a'  bekannt. 

Die  Gr&Bse  e    wird  berechnet  ans  dem  rechtwinkligen  sphäri- 
schen Dreieck  D'BC    Es  ist 

008  8—  cosricos/ 
""        sin  (j  sin/ 

tgd 
sine'  =  Bln/'sinc 
Es  bleibt  uns  nnu  noch  ttbrig,  die  OröSBe  e'  zu  berechnen. 
Zunächst  ist  im  sphärischen  Dreieck  ACD 


cosy  —  - 


coBt  —  cosficos/" 
■in  &  sin/' 


Im  sphärischen  Dreieck  A'CD'  wollen  vir  den  Winkel  CÄ'D"  mit  £" 
beaeichnen.    Dann  ist 
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I   Ü*b*r  d4H  Mall  da 


^ C0t/'sill6'  -CQgfi'cQgy 

,     ,       ainvBin/" 

Damit  sind  die  Oröeeeu  a',  e'  nnd  e'  bekannt,  nnd  wir  können 
nun  den  Winkel  r  berocbnen.  Diese  Borecbnnng  ist  recht  lang- 
weilig nnd  aDorfrealich  nnd  erfordert  sehr  viel  Zeit.  Ich  will  nur 
das  Resultat  mitteilen,  weil  ich  nachher  anf  einem  viel  einfacheren 
Wege,  nämlicb  mit  Ufilfe  tob  Detorminantonsfttzon,  dasselbe  Ergeb- 
nisg  ohne  jode  Recbnang  noch  einmal  herleiten  werde,  so  dass  eich 
der  Loser  von  der  Richtigkeit  desselben  Oborzengen  kann. 

Wir  erhalten  also  nach  AnsfllbniDg  jener  Rechanng 


COSe  —  COSqCOM  —  C0B&C09^+  COSgCOStfcOa/  -|-  COSftcomfcOae  —  C08*ric0gC 

iiaMAÜjCBiuMÜCD 

Dabei  bedontet  iiaMABC  den  Sinns  der  Ecke  M  im  Raame  MABC. 
Das  Quadrat  desselben  ist  gleich  der  Determinante 

1        COBO     GOBi 
COBOt  1        COBd 

cos  &      CDS  d  .        1 

Ebenso  Ist 

1         C09  d     COB  e 

s\a^  MBCD—     cosrf        1      cos/ 
cos  e    cos/       1 
Der  Z&hler  jenes  Braches  lAsst  sich  darBtellen  als  die  Determinante 

COSa      COSb      C03C 

1      cos  d    cos  e 


cosd        1      cos/ 
Bezeichnet  man  in  der  Determinute 

1  COSa       COSfr        COBC 

COBa  1  COSd      C08B 

CO&b       COSfi  1  COB/" 

cosc      cose     cos/         1 
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das  ktß  Glied  der  i'ten  Zeile  durch  m»  und  den  zi^horigea  Coef- 
ficieutea  dieses  Elements  in  der  nach  den  Elementen  der  tten  Zeile 
entwiclceltou  DetenuiDante  d  durch  pnk,  dann  ist 


^E\* 


V'f'iil 


_l/f*n>*«i 


Die  Winkel,  welche  die  abrigen  FUcben  dos  aphdrischen  Totraedcrs 
mit  oiuandcr  bilden,  findet  man  einfach  durch  cjklische  Vertanschnng 
von  (I,  b,  c,  d^  e,  f  bezieh sngH weise  durch  Vertanscbnng .  der  ^n. 
Der  Aasdruck  fUr  diesen  Winkel  ist  ganz  analog  gebildet  dem  Ans- 
dmck  für  die  Winkel  des  sphärischen  Dreiecks.  Legen  wir  in  der 
Determinaoto 

coea    cosi 


dem  ^ik  dieselbe   Bedeutung  bei,   wie  oben 
Winkel  doB  sphftrischon  Dreiecks  folgend« 


lassen   eich  die 
ansdrDcken 


Diese  Ausdrücke  sind,  wie  wiJ  nachher  sehen  werden,  gtUUg  für  ein 
sphärisches  Tetraeder  von  beliebig  hoher  DimensionBiahl. 

Wir  können  nnn  dazu  schreiten,  den  Inhalt  des  vierdimensionalen 
Pentaeders  za  berechnen,  von  welchem  die  Längen  von  4  in  einer 
Ecke  zusammenstossenden  Kanten  gegeben  sind,  sowie  die  6  Winkel, 
welche  diese  Kanten  mit  einander  bilden. 

Der  Inhalt  eines  rierdimensionalen  Pentaeders  ist  gleich  ^  Grund- 
körper  mal  Hohe. 

Der  Inhalt  des  GrundkOrpera  MABC  ist  gleich  ^rr^r^üxixgu^ 
wo  r,  Tj,  r,  die  L&nge  der  Kanten  bedeutet,  während  sina:^«  gleich 
der  Wurzel  ans  der  bekannten  Determinante  ist,  die  wir  vorbin  be- 
trachtet haben.  Eh  handelt  sich  nun  darum,  die  L&nge  der  Höhe  h 
ans  der  vierten  Kante  r,  nnd  den  gegebenen  Winkeln  zu  berechnen. 
Wir  fallen  im  Baume  MBCD   von  D  ein  Lot  auf  die  Ebene  MBC, 
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das  diosolba  in  E  treffen  mflgo.  Dann  errichtoa  wir  im  Raame 
MABC  aof  der  Ebene  MBC  in  E  ein  Lot  Eiland  legoo  dnrch  diesei 
Lot  nnd  durch  DE  oiue  Ebone.  SchliCHstich  fUUeu  wir  von  D  in 
der  Ebene  DKH  ein  Lot  DF  auf  EH;  dann  steht  DF  senkrecht 
auf  dorn  Baumo  MABC;  deoii  die  Ebeno  DEF  stobt  nach  Con- 
stTDctiou  seulirccht  auf  dem  Banmo  MABC  und  DF  senkrecht  auf 
der  Scbnitlliiiio  des  Raumes  mit  der  Ebene,  Nnn  ist  im  recbtwiuk- 
ligcu  Dreieck  DEF  jene  gesuchte  Höhe 

DF—  DKsinx^äjit 

wo  sinx^iyit   den  Sinus   der   beiden    Räume   MABC    nnd   MBCD 

bodontet.     DE  ist  aber  gleich  r^  -. ,  daher  ist 

""""siny« 
Nun  ist  nach  den  früher  gebrauchten  Bezeichnungen 


sin'zjfz  —  |u,i,     sinV^ 
aiuVyip«  =-1  —  cos'qn 


Für  sinV  wollen  wir  die  Bozeichnung  (»ii„  oiuführon,  weil  dieses 
Sinusquadrat  diejenige  Determinante  bedeutet,  welche  Qbrig  bleibt, 
weuu  man  in  J  Ak.  erste  nnd  vierte  Zeile  nnd  Colouue  fortlässt. 
Daun  ist 

lUMABCD)'  =  (rr.r,,-,)^  *'■' *'«4  -  MitM«, 

Dot  Ausdruck     "--^ —~^  ist  nach  einem  bekannten  Dotermi- 

nanteusatze  (Baltzer  S  7,  3  der  b.  Auflage)  ~  J.    Wir  erhalten  also 

.  „       .  ,  — ~-  SinV 
8in'j;jw9in"a;ys  j«    -r- — ^  iJ 

Die  Dcterminaote  ^  wollen  wir  durch  ain'zyx  bezeichnen,  weil  sie 
ganz  analog  gebildet  ist  dem  Anadrock  für  sin^j'^'    Demnach  ist 


Damit  hätten  wir  den  Inhalt  des  vierdimensionalen  Pentaeders 
berechnet  Ganz  allgemein  lässt  sich  zeigen,  dass  der  Inhalt  des  n- 
dimensionalen  (n-j-ljseits  mnltiplicirt  mit  n!  gleich  ist 
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Wenn  Dan  

ist,  dann  ist  jener  Ansdrnck 


nnd  ningekehrt,  wenn  wir  anf  einem  anderem  Wege,  ohne  Znhilfe- 
nahmo  des  Winkels  tf  gefunden  haben,  dass  dor  Inhalt  des  n-dimeo- 
sionalen  (>i'{-l)ecks 


ist,  dann  kOnnen  wir  darans  schliessen,  dass 

cos  9  =  l/  '--J^ 
'  .»»11 K-" 
ist.  Um  den  Inhalt  des  vierdimensionalen  Pentaeders  ohne  Zohilfe- 
nahme  des  Winkels  9  zn  hercchncn,  massen  wir  nna  znoächst  den 
analytischen  Ansdnick  eines  Raumes  bilden,  der  auf  ein  Coordinaten- 
systom  von  vier  anf  einander  senkrecht  stehenden  Achsen  bezogen 
ist.  Ein  Ranm  ist  bestimmt  durch  4  Punkte.  Die  (Toordinaton  der- 
stilben  seien 

P9  =  ('0,  yo^  *0>  'l)))     A  —  (=^(1  ffii  "1.  'i).     fi  =  ('s.  Vf.  =j.  **) 

Jclzt  nehmen  wir  anf  PgPi  einen  Pnnkt  i','  an,  so  dass  P^P^'P^P^-'n 
ist.     Dann  sind  die  Coordinaten  des  Punktes  P,' 

'i'  =  ''o+(i=|— a-o)« 

yt'  —  y«+{Ji  -jo)» 

h'  =«u  +  {a|-aft)w 
'1'  -(o  +  Ci  — ^)» 
Ebenso  nehmen  wir  auf  PoP»,  P^P^  Punkte  P^',  P,   an,  so  dass 
Pfl  P,' ;  Pfl  i-,  —  D    nnd     PaP,':PoPa  =  to 

ist  Dann  bilden  wir  ein  Parallelepiped  mit  den  Kanten  PpPi', 
t'oPi't  i'at'i-  Der  Pnnkt,  welcher  Po  gegenaberliegt,  heisse  P.  Hin 
Coordinaten  dosBelbeu  sind: 
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Eliminirt  man  darans  «i,  «  und  w,  so  ist: 

«  — "^    y  —Vo    «  —*o    '  -'« 
«,—«0    yi— yo    »i-=o    'i-'o     _„ 
«j-'»^    »«-yo    4-^    's— *o 
"»—«■»    Ps— y»    «j  — «0    's— 'o 
Wenn  wir  nun  u,  v  nnd  u  alle  maglichen  Werte  darchlanfen  lassen, 
dann  durchlftoft  der  Punkt  P  den  gnnzen  Banm;  jene  Determinante 
ist  also  der  analytische  Ausdruck  des  Roames,  der  dnrch  die  Paukte 
PaPjPfP^  hindurchgeht    Ist  die  Seterminante  nicht  —  0,  sondern 
etwa  =  Jt,  dann  liegt  anch  P  nicht  iu  dem  Räume  P^  P,  P|  Pg.  Dann 
ist  R  der  Inhalt   eines   vierdimensioualen   Parallelepipeds  mit  den 
Kanten   PgP,  PaPi,  PqP„PoPs   oder  der   Tiemndswanzigfache  In- 
hält des  Tierdimensionaleu  Pentaeders  PPtP,P,Pg.    Nun  sei 
PtP  =.r 
f\,  P,  —  r, 
Po  Pf  -  ^t 
PoP»  -  •"» 
Ferner  seien  die  Winkel,   welche   P^P  mit  den  CoordiDateuachscn 
bildet  =  «,  ß,  f,   9   and  dementsprechond  die  Winkel  der  sbrigen 
Kanten  mit  den  Achsen 

=  («1.  ßt,  fu  W   («I.  Pt,  ft.  *»)i   (<*si  ft,  rs.  ^s)- 

Dann  wird: 

r  COStt  r  C08|!  r  COS)"  r  COSd 
r,  COS«,  I-,C08^|  r,  COSf,  r,C08ii 
rj  CDS  Of      rj  COS  ßt       r,  COS  )>,        r,  COS  d, 

r,C08a,  rgCOSl!,     rjCOByg      fgCOS  d, 

j    C08CI  cosfJ      cosy      coaÄ 

cos«,  cosf)}     cosj'i  •  cosd, 

'  *  *      cosoj  cos^j     ccsj-j     cosd, 

I    cosoj  cesßa     eesj-s     cosJa 

Erhöhen  wir  den  Factor  von  frir^r,  in's  Quadrat,  dann  wird  der- 
selbe gleich 

cos'a-|-cos'^-f-co  B'y-f-COS*^ 

COBnC09(I]-|-COS|ScOS^,-|-C09}'COB)>,-{-COSd(-Osdj    .     . 

co8BCOsoi-|-cosßcosß,+co  S/COS  j'i+ cosdcosd, 

COB'"|-l-COS'/',+COB*)'|-j-COB*i,  .  . 


B~ 
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Ziebon  wir  nan  dnrch  den  CoordinatenaDfuigspnDkt  0  eine  Strecke 
00,-1  parallel  zn  P^  P  nnd  projiciren  wir  dieselbe  anf  die  Achsen, 
daon  sind  die  Projectionen  ^cobd,  cocjS,  aay,  cosJ  nod  wir  er- 
halten  dnrch  wiederholte  Anweadong  des  Pythagorftiscben  Lehr- 
satzes: 

COs'd  +  COS'ß  +C08V+C0B*i  —  1 

Ziehen  wir  nnn  durch  0  eino  Strecke  00^  =  1  parallel  zn  igPi  und 
bezeichnen  wir  den  Winkel  0,03,  mit  ry,  dann  ist 


nach  einer  bekannten  Forme]  der  Trigonometrie.  Drucken  wir  nnn 
(Oi<^)*  dnrch  die  Coordinaten  der  Punkte  Oj  nnd  Og  aas,  so  erhalten 
wir: 

(0,0j)'  =  {co8  «  —  cos  «,)*+  (co8^  —  COS  |S,)*+  (cos  j- — cos/,)» 

+  (C08i  —  COS^,)»  —  2  — 2{COSOCOS«, +  C0sßcOSPl-|-C08)'COS}', 
+  COBi)c08J,) 

Hnn  war  aber 

(0,0,)»  — 2  — 2coairy 
also  ist 

C08«COS«i-f-COS|ScOS|J,  +  COfl;'COS/,  +  COa3co8d,  —  COfliy 

Setzt  man  diese  Werte  ein  in  die  znletzt  betrachtete  Determinante, 
dann  wird  dieselbe  gleich 

j       1         cosary    cOsm    COSal 

COBirj  1  COSyi      COSpi 

COS  XI      COB^;  1  COS  Zt 

I  COBt       COSyl      COSzt  1 

Diese  Determinante  haben  wir  früher  mit  sin*cy«<  bezeichnet.  Es 
ist  also 

24Pi'(P,  P,Pb  —  rr,r,rj8in(cy»( 

Daraos  ergiebt  sich,  wie  wir  frtthor  gesehen  haben,  der  bekannte 
Wert  fnr  cos  7.  Wir  haben  also  unsere  Aufgabe  gelfist,  den  Winkel 
tp  za  berechnen  ohne  Zuhilfenahme  von  sphärischer  Tetraedrometrie. 

Der  Winkel,  den  zwei  Rftnme  von  beliebiger  Dimension  mit 
einander  bilden,  IfiSBt  sich  nach  ganz  derselben  Methode  berechnen. 
Es  ist  etets: 
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l  Analagü  dti  Laptaea'tditit  Dtltrmiaanlnuatxtt. 


üeber  eine  Analogie  des  Laplace'schen 
Determinantensatzes. 


Nach  dem  Laplace'schen  DetcrmiDantengatz  kann  man  eino 
DetermiDante  vora  Grade  n  zerlogan  in  Prodacte,  deren  einer  Factor 
eine  Unterdetermioante  vom  Grade  m,  der  andere  eino  Unterdeter- 
minante TOm  Grade  n  — m  ist.  In  Folgendem  soll  nnu  gezeigt  ner- 
dea,  dass  man  die  Determinante  auch  in  Prodncte  zerlegen  kann,  deren 
beide  Factoren  Duterdeterminanten  vom  Grade  m  sind;  allerdings 
maSB  dann  die  Determinante  noch  multiplicirt  sein  mit  einer  Unt»r- 
determioante  vom  Grade  '2m — n. 

Es  sei  z.  B.  gegeben  die  Determinante 

R  =  £  j^  a,^  a„  a„  a^^  a„  Ofg 

Die  Coterdeterminanten  5.  Grades  wolleu  wir  mit  «.i  bezeichnen. 
Dann  ist  nach  einem  bekannten  DetermioaDtensatz  (Baltzer  §  7,  3 
der  &.  Aaflage): 


»•ä                  ;  "si  ".,  "Sä  «M 

Ai„   a«M  ('.Im  äa„         j  n„  n^  n„  n^ 

1    "fll    *«»    *0*    «0« 

1  «11 1"66  "60 1     ;  "ll  "i»jj«i6  "m]  ,  ;  «n  «i»ii"«  «M 

1    "tt  II  «86    «ES  1            .   "Sl    «6»  II  "M    «so  1  "^  ;  ««.     "««  ll  "•.'.    "« 

«Sl    «M  [1  «IB   «IS  ■  _  1  «n    "tt  i;  «IB   «1«     j_  1  "•»    "6«  1'  "l* 

"M   "U  1;  «66   "M   1          1  "«1    «M  ii  n&5   «60  1 

1  »U   "*t  ll  "«4 

;cbyG00'^lc 


Iiitri:   ütbtr  ant  Anatogie  du  Laplaet'xjitti  Dtttrixinantnialtn.    353 

Diese  Det«rmiiiauten  2.  Grades  stellen  zweite  partielle  Sifferential- 
qnotienten  der  Detenninaate  R  dar;  z.  B.  ist 


™ii  S**«»  *"»  ^"e«       ^"»1  3'*M 

__3«B_      _3^_  e'fl 

äatj,  dog,  ■   Sttjs  flogg  "■"  dog,  da 

3»B  »«Ä  3"^ 


a<4i  Sag,  '  Sa,j  5<>,g  ' 
Bezeichnen  nir  nan  die  üaterdeterminanteD   voa  R  in  der  von 
VandermODde  eingeführten  Weise  darch  einen  Brnch,  dessen  Z&hler 
die  Zeilen,  dessen  Nenner  die  Golonnen  bedenten,  dann  ist: 
34      1234     3456  _  1235     2456  ,   1236     1^ 
34  "1234"    3456       1234'    3456"'"  1234'   3156 
2345     2345      2346     1345      3456     m4 
"^  1234  '    3456       1234  '    3456  "^  1234  '    3456 

Damit  haben  wir  eine  Determinante  ?om  Grade  6  moltiplicirt  mit 
einer  Unterdeterminante  vom  Qrade  2  zerlegt  in  Prodncte,  deren 
Factoren  Unterdeterminanten  vom  Grade  4  sind.  In  derselben  Weise 
llsst  sich  zeigen,  dasa  man  ganz  allgemein  eine  Determinante  vom 
Grade  «  mnltiplicirt  mit  einer  Unterdeterminante  Tom  Grade  2m— n 
zeriegen  kann  in  Prodncte,  deren  Factoren  Unterdeterminanten  vom 
Grade  m  sind.  Man  beweist  diesen  Satz,  indem  man  eine  Deter- 
minante vom  Orade  2(n— *»),  deren  Elemente  Unterdeterminanten 
vom  Grade  n — 1  der  Determinante  vom  Grade  n  sind,  zerlegt  in 
Determinanten  vom  Grade  n  —  m. 


inh.  4.  Matk.  m.  Phj«.   9.  Balk«.  T.  XD.  tS 
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üeber  eine  Schar  von  Gurren  auf  einer 
Tangentenfläche. 

Von 

R.  Hoppe. 


Ein  TOD  Habich  gefnndener  Satz  bezOglich  ebener  Garrea, 
entbfdten  in  seiner  Abbandlang:  „Snr  nn  systöme  particalier  de 
coordonn^es"  Annali  di  Matematica  2.  Beihe  Bd.  II.  p.  134 — 160 
—  hat  zur  unmittelbaren  Folge  einen  andern  Satz,  welcher  gleicher- 
weise far  Baamcurren  gilt.  Da  der  letztere  der  einfachere  ist,  nnd 
in  Belnem  Beweise  der  erstere  als  eine  Synthese  aus  ihm  mitbewiesen 
erscheint,  so  kehre  ich  die  Dednctionsfolge  nm  nnd  stelle  als  Er- 
weitemng  des  Habich'schen  folgenden  Lehrsatz  auf. 

„Alle  Cnrren,  welche  die  Tangenten  einer  festen  Urcnrre  aoter 
gleichen  Winkeln  schneiden,  haben  die  Eigenschaft,  dass  ihre  ErOm- 
mnngBmittelpnnkte  entsprechend  jeder  Tangente  mit  deren  Berfibrongg- 
pnnkte  in  gerader  Linie  liegen.'^ 

Znm  Beweise  geaflgt  die  blosse  Entwickelnng  der  analTtischen 
Bestimmnngutacke  einer  beliebigen  Tr^jectorie.  Seien  leyM  dieCoor* 
dinaten  eines  Punkts  F  der  Urcnrre  «;  «iVi^  die  des  entsprechen- 
den Fankts  Pi  einer  Trajectorte  «i;  i-oyoUo  die  ihres  Krttmmngs- 
mittelpnnkts ;  u,  die  Strecke  PPi  längs  der  Tangente;  /; &,  / V^'i 
/>nn  die  RichtungscoBinua  der  Tangente,  Haapt-  nnd  Binormale  von 
*,  mit  Index  1  von  *i;   t   nnd  &  der   KrQmmnngs-   und   Torsions- 

winkel,  mithin  g  der  Emmmnngaradins ,  nnd  bezeichne  der  Accent 
die  Differentiation  nach  t,  bei  ^in^  oBch  Tj.  Dann  sind  die  Glei- 
chungen Ton  «^ : 
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x^—x+u^f;    etc.  (1) 

Sie  geben  nach  DifFereDtiation : 

f^ds,  =/3(aj+»)+/'w,  Bt;     etc. 
woraoB : 

lerlegbar  ra 


8*1 


COSf«;      -g —  —  Binft  (2) 


10  daaa 

ft  —  fcoi  (»+/'  Bio  ft ;    etc.  (3) 

irird.    Noch  nener  Differentiatioa  kommt: 

/,'3t,  =— /3((i+T)8iii(.+/'0(f*+t)coBfi+i3ö8m/ii    etc. 

woraus: 

8*1*  =  [((*+ t)P+(W-Bin^)» 
zerlegbar  in 

daher  ist 

/!'  =  (— /ain(t  +  /"co8(()cosv+Isini';    etc.  (&) 

Femer  hat  man  nach  der  zweiten  GL  (2) 

Gleichnogen  von  der  Form 


,,  =  ^+u,L;    J.-J+«,«;    %-.+  t.,Jf 

(6) 

L-fA+f'B+lC;     U-iA+g'B+mC 
N~hA+h'B+aC 
und  Diub  Gl.  (4)  (6) 

m 

(8) 

Den  Gleicbnngen  (8)  zufolge  ist  (t  der  Winkel  zwischen  den 
Tangenten  an  «^  and  «,  welcher  nach  YoranBsetiang  für  alle  Tra- 
jectorien  gleich  sein  soll.    Die  Gl.  (4)  zeigen,  dass  demzufolge  auch 

.  #'8in^ 
.-arctg^-3- 

Ar  alle  Tr^jectorieo  dieselbe  Grosse  ist.  Alle  andern  in  den  Aos- 
drücken  von  L,  Jf,  N  enthaltenen  Grössen  gehören  der  Urcorve  an, 
sind  also  auch  gemeinsam.    Da  nnn  nach  GL  (6)  L,  id,  N  sich  Ter- 
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hKlten  wie  die  BichtnngBCOBlDas  der  von  F  atugehenden  Gerades  O, 
auf  welcher  der  KrttmmiiDgBiDiUfllpankt  tod  i,  liegt,  so  ist  diese  Ge- 
rade dieaelbe  für  alle  Trtgeclorien,  was  zu  beweisen  war. 

Setzt  man  znr  AbkQrzong 

r»  -  A«  +  ß»+C»-i-»+Jtf<+J?* 


die  RichtnngscoainQB  jener  Air  das  guize  TnüectorieaBTatem  gemtin- 
Bamen  Geraden,  nnd 

die  Strecken,  welche  die  KrUmmnngsmittelpnDkte  von  «i,«i,  «1  ■  •  • 
anf  ihr  von  P  aoa  begrenzen. 

Die  Gerade  O  varürt  mit  ß.  Daher  kann  man  fragen ,  ob  ne 
für  zwei  Terschiedene  ft,  siu  leieu  pi  und  ft|,  dieselbe  sein  kann? 
Hinreichende  nnd  notwendige  Bedingung  ist,  dass  fdr  irgend  eine 
Function  q 

A^  =  qÄti     B,  —  SÄ,;     C,~qC, 

sei.  Fflr  gflgebene  Cnnre  t  stehen  3  Grossen  f>|,  f4  nnd  q  zur 
VerfOgnng.  Die  allgemeine  Unteraucbang  der  Frage  scheint  ans-- 
gichtiloa.  Setzt  man  aber  ^  —  0,  mithin  v  =  0,  so  erfüllen  die 
Werte 


p,  =  2R-p,; 


alle  Bedingungen,  nnd  diese  LöBUDg  enthält  den  Habich'scben  Satt. 
FQr  Ranmcnrren  habe  ich  keinen  entsprechenden  Satz  gefunden. 

Umgekehrt  kCnnen  wir  folgern:  Entspricht  für  eine  Urcorre  • 
jedem  ^^  ein  fi|  mit  gemeinsamer  Geradan  G,  so  mnss  diese  Gerade 
allen  durch  f»  —  fi|  cbarakterisirten  Trajectorien  gemeinBam  sein. 
Da  also  durch  den  Habich'schen  Satz  das  hier  ToransgeBetzte  fttr 
ebene  Gurren  •,  nnd  nur  für  ebene,  bewiesen  ist,  so  folgt  ans  ihm 
fQr  ebene  Curven  »,  nnd  nnr  for  ebene,  der  anfangs  aufgestellte 
LehiBatz,  ist  mithin  dieser,  sofern  er  fOr  beliebige  Ranmcarven  gilt, 
eine  ErwtitOTong  von  ihm. 
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Heber  geradlinige  Asymptoten  algebraischer 

Curven. 

Von 
Oberlehrer  Dr.  A.  Hinstedt 


S  1.    Die  allgemeine  Gleichnng  dner  Corre  nter  Ordnnug  hat 
die  Form: 

(1).    .    .^+(^,«+fi,i,)+U,«'+fl,-jry+C,y»)+.    .    . 

Um  die  RicbtiiDgeD  zn  beBtimmen,  nach  denen  sich  die  Cnire 
in's  Unendliche  cratreckt,  fahren  wir  Polarcoordinaten  ein,  indem  wir 

X  — r.cos0    nnd    y  — r.sind 

setzen.    Dadnrch  geht  die  OUichnng  (1)  aber  in 

(2).   .   .A,+(A,coBe+Bitiae).r+(AtCOB*»+£ieoBealnB+Ctmo'e)r* 

+  .   .   .  +(^»co8"fl+Ä«coB"--i|»ainfl-}-  .   .   . 

4-P»C0BÖ8in*-'e+Q»8in»fl>"  =  0 

Soll  Bich  nnn  diese  Cnrve  in's  nneodliche  erstrecken ,  so  mnss  der 
RadinsTector  r  —  ce  werden,  nnd  dies  ist  der  Fall,  wenn: 

(3).   .   .  AnCoe'9+B»DOB'*-^eä.ji$+ .   .   .4-Q„8in»e  — 0 

gesetzt  wird,  wie  sich  leicht  ergiebt,  wenn  wir  die  obige  Gleichnng 
dnrch  r"  dividiren  nnd  dann  r  =cd  setzen.  Divtdiren  wir  ferner  die 
Gleichnng  (3)  dnrch  cea"d,  so  ergiebt  eich: 
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nnd  die  Auflöanng  dieser  Gleichang  nach  tuigS  ergiebt  dana  die- 
jenigen RichtoQgen,  fOr  welche  der  Radinsvector  nnendlich  gros« 
wird.  Da  die  Glelchniig  (4)  in  Bezng  anf  tangfl  vom  nten  Grade  ist, 
80  folgt  hierans  der  bekannte  Satz: 

(5) .  .  .  i^Or  jede  Carre  nter  Ordnung  giebt  es  im  allgemeinen  n 
^TerBcbiedene  RicbtnngeD,  nach  denen  sich  dieselbe  in's 
„Unendliche  ergtreckt." 

Diese  Richtungen  mOgen  die  Aajmptotenricbtangen  der  Corre 
genannt  werden. 

Gehen  wir  von  Gleichnng  (3)  wieder  za  rechtwinkUgen  Coor- 
dinaten  ttber,  so  ergiebt  sich: 

(6).   .  .  ^,!«--|-Ä-'— »y+ .   .   .-|-Q»j--0 

Diese  Gleichang  reprftsentirt  bekanntlich  n  durch  den  Anhngspuokt 
gehende  G^ade,  und  nach  dem  Vorigen  ist  klar,  daaa  jede  dieser 
Geraden  die  Cnrve  im  Unendlichen  durchschneidet.  Wir  können 
daher  folgende  Regel  aufstellen: 

(7) .  .  .  „Um  die  Asymptotanricbtungen  einer  algebraiechen  Cnrre 
„kennen  zu  lernen,  setze  man  die  Glieder  höchster  Dimen- 
„sion  gleich  null  nnd  zerlege  die  linke  Seite  dieser  Glei- 
„chung  in  Lineare  Factoren.** 

Dass  jede  der  in  (6)  enthaltenen  Geraden  die  Gurre  im  Unend- 
lichen dnrchscbneidet,  Ifisst  sich  aach  in  folgender  Weise  dartun. 
Angenommen,  es  sei: 

ait-|-fiy  ^  0 

eine  dieser  Geraden.  Eliminiren  wir  eine  Tecftnderliche ,  z.  B.  g^ 
ans  dieser  Gleichung  und  der  allgemeines  Curreagleicbang  <1),*  lo 
erhalten  wir  offenbar  eine  Gleichung,  welche  in  Bezng  anf  0  vom 
Grade  n — 1  ist.  Nnn  kann  'aber  jede  Gleiuhnng  vom  Grade  m  — 1 
angesehen  werden  als  sine  Gleichung  nten  Grades,  welche  n — 1 
endliche  nnd  eine  unendliche  grosse  Wurzel  hat.    Denn  ist 

(8).   .   .  J«»-|-fii^>-|-CS«"-"-H-   ■   .+il»+Q-0 
eine  Gleidinng  n  ton  Grades,  nnd  setzen  wir  x  —  -,  so  dass 
(9).  .   .A-i-B»-{-C^+.   .   .-|-iV^>-f-ai" -0 

wird,  so  erkennt  man  leicht,  dass  fOr  ./l  —  0  die  Gleichnng  (9)  eine 
Wnrzel  ■  *  0,  und  folglich  die  Gleichung  (8)  eine  unendlich  grosse 
Wurzel  bat,  und  dass  gleichzeitig  der  Orad  dieser  Gleichung  fUr 


;cbyG00'^lc 


BimMitdl:    Ueb*r  geradUnij/t  Atj/mptottn  alffebraücher  Cumtn.        359 

j1  —  0  lieh  nm  eine  Einheit  erniedrigt  Ware  ferner  A-~-  B  —  0, 
BO  hatte  (9)  zwei  Wnrzeln  ■  —  0  and  folglich  (8)  zwei  unendlich 
grosse  Worzeln,  d.  h.  jede  Gleichung  vom  Grade  n— 2  kann  an- 
gesebea  «erden  ala  eine  Gleichnag  ntea  Grades,  welche  zwei  an- 
endlich  groBse  Warzelo  bat,  o.  b.  w. 

Die  linearen  Factoren  der  Glelchnng  (6)  sind  entweder  reell 
oder  imagioär.  Ist  n  eine  gerade  Zahl,  so  kann  es  geschehen,  dass 
sämtliche  dieser  Factoren  imaginftr  sind.  Wir  kOnneu  dann  schliesseii, 
dass  sich  die  Cane  in  diesem  Falle  überhaupt  nicht  iu's  Unendliche 
erstreckt,  sondern  ganz  im  Endlichen  gelegen  ist,  wie  z.  B.  die 
Ellipse,  die  Lemniskste  u.  a.  w.  Wenn  aber  n  eine  ungerade  Zahl 
ist,  so  mnsa  mindestens  ein  Factor  der  Gieichnng  (6)  reell  sein,  da 
die  imogin&ren  Factoren  immer  paarweise  anftreten.  Es  folgt  hier- 
ans  nnter  Anderem  der  bekannte  Satz ,  dass  eine  Corre  ungerader 
Ordnang  sich  stets  iu's  Unendliche  erstreckt. 

§  2.  Wir  wollen  jetzt  annehmen,  dass  nasere  Corre  in  der 
Richtung  einer  der  Coordinatenachsen,  z.  B.  der  ic- Achse,  sich  in's 
Unendliche  erstreckt  Dann  ist  einer  der  linearen  Factoren,  in 
welche  sich  die  Glieder  höchster  Dimension  zerlegen  lassen,  gleich 
y,  nnd  die  Gteichnng  der  Cnrie  hat  dann  anmittelbar  die  Form: 

y  .  r„-,+  [r.-i+  Un~i+  .  .  .  +  Uo  -  0 

wo  die  Ü  nnd  V  ganze  Functionen  von  x  nnd  y  bedeuten,  deren 
Grad  dnrcti  den  Index  gegeben  ist.  Ordnen  wir  vorstehende  Glei- 
chung nach  fallenden  Potenzen  von  r,  so  erhalten  wir  ein  Besnltat 
von  der  Form: 

(10).    .    ■m''-HAt>-\-A,y)+<c^-Hßo+iliV+Sit/*> 

+  x->(q,  +  C,ff+C,y«+C,i,»)+.    .    .-0 

Jede  Parallele  zur  x  Achte  hat  mit  dieser  Corvo  einen  Punkt  im 
Unendlichen  gemein,  denn  die  Substitution  y  —  a  liefert  in  Bezug 
auf«  eine  Gloichuag  vom  Grade  n— -1,  nnd  diese  hat,  nach  dem, 
was  in  dem  vorigen  S  bewiesen  ist,  eine  unendlich  grosse  Warzcl. 
Unter  allen  diesen  Geraden  giebt  es  eine,  welche  mit  der  Gurre  zwei 
Punkte  im  Unendlichen  gemein  hat.    Diese  Gerade  ist: 

(11).    .   .  A^+Aty-O 

Denn  dnn^lL.  Elimination  von'  y  ans  (10)  nnd  (11)  resaltirt  ^ne 
Gieichnng,  welche  in  Bezug  auf  x  vom  Grade  n— 2  Ist  und  demnach 
zwei  unendlich  grosse  Wnrzeln  hat  Die  Gerade  (3)  wird  eine  ge- 
radlinige Asymptote  der  Curve  genannt.    Ist  A,  =  0,  so  liegt  diese 
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Asymptot«  ihrer  gaozen  AasdehunDg  nach  im  Unendlicben,  via  t.  B. 
bei  der  ApolloniBcheii  Parabel: 

ai  — j('  =  0 

iBt  dagegen  A^  von  nall  verBchieden ,  so  ist  (11)  eine  Oertide  im 
endlicben  Abstände  vom  Anfangspunkt«.  In  letzterem  Falle  wollen 
wir  diese  Gerade  als  uene  »-Achse  w&hlen;  dann  geht  die  Gleichung 
(10)  in  folgende  Ober: 

(12).    .    .«»-».y+<c— S(ao+a,j  +  o,y«) 

+  «-S(6B+S,f+i,y«+iay')+.    .    .-0 

nnd  wir  wissen,  dass  dann  die  x-Achse  selbst  eine  Asymptote  der 
Cnrre  ist.  Um  nnn  za  nutersncben,  wie  die  Cnrve  ztt  dieser  Asymp- 
tote liegt,   betrachten  wir  die  der  Asymptote  benachbarte  Parallele: 

(13) ...  y  —  A,    limA  —  0 

nnd  bestimmen  die  Schnittpunkte  Ton  (12)  nnd  (13).  Zn  dem  Zwecke 
eliminiren  wir  y  ans  diesen  beiden  Gleichnngen  nnd  erhalten: 

(14).   .   .A.«»-i+z--»(<iB  +  <i,i+<i,lk*) 

Wollen  wir  die  Wurzeln  dieser  Gleichung  nur  n&bernngsweise  be- 
rechnen, so  dOrfen,  da  limA  —  0  ist,  die  nnendlich  kleinen  Grossen 
QjA  und  oth*  gegen  die  endliche  GrOsse  a^  vernachlässigt  werden, 
ebenso  b^h,  h^lfl  nnd  h^h^  gegen  ig  n.  s.  w.,  so  dasa  die  vorige  Glei- 
chung sieb  za 

A«»->+ao«»-3  +  i„*'-'+-  ■  -==0 
vereinfacht.  Bollen  aber  ferner  nur  diejenigen  Wurzeln  dieser  Glei- 
chung in  Betracht  gezogen  werden,  welche  nnendlich  gross  sind,  so 
dürfen  auch  A,k"->  und  alle  niedrigeren  Potenzen  von  »  gegen  die 
Glieder  o,»"-"  ,and  ft«"-'  vernachlässigt  werden,  denn  unendlich 
grosse  Grflssen  von  niedrigerer  Ordnung  kommen  gegen  solche  von 
höherer  Ordnung  nicht  in  Betracht.  Unsere  Gleichung  TereinAwht 
sich  also  weiter  auf 

Aa:»->+(i,«"->  —  0 
und  hieraus  folgt: 

(16)...  .--J 

Die  der  Asymptote  benachbarte  Gorade  (13)  schneidet  also  die  Gurre 
im  Unendlichen  in  demjenigen  Punkte,  dessen  Ahscisse  durch  (15) 
gegehen  ist.    Da  nnn  x,  mit  A  gleichzeitig   seia  Vorzeichen   Ändert, 
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SO  folgt,   daflB  Ton  den  beiden  der  (c-Acbse  benachbarten  Parallelen 

f  :=  -i-k  nnd  y  »  — A,   die  eine  die  Carre  im  positiv  Unendlichen, 

die  andere  im  negativ  Unendlichen  durchschneidet,  oder  mit  andern 

Worten,   die  Cure  liegt  im  Unendlichen  anf  Terachiedenen  Seiten 

ihrer  Asymptote.    (Fig.  1).    Dies  ist   z.  B.   bei    der  gleichseitigen 

Hyperbel 

der  FaU.  »y     «  — 

{  3.  Die  Hegnltate  des  vorigen  Paragraphen  verlieren  ihre 
Giltigkeit  in  dem  Falle,  wo  in  der  Gleichnng  (14)  der  Coefficient  uo 
verschwindet.  Dann  redncirt  sich  diese  Gleichung,  wenn  wir  wieder 
limA  —  0  und  limx  —  oc  voranssetzen,  anf 

»«"-i+Soic'^  — 0 
nnd  hieraus  folgt: 


V^^ 


(16)  ...  *  -.  ± 

Die  Gerade  y  —  A  schneidet  also  die  Cnrve  nnr  dann  in  reellen 
Fnnkten,  wenn  der  Ansdrnck  ^  eine  negative  GrOsse  ist,  d.  h.  ent- 
weder nnr  fflr  positive  oder  nnr  fOr  negative  Werte  von  A.  Wir 
schliessen  daraus,  dass  die  Cnrve  im  Unendlichen  auf  einer  und  der- 
selben Seite  ihrer  Asymptote  liegt,  nnd  zwar,  wie  wir  ans  dem 
doppelton  Torzeicben  der  Wnrzelgrflsae  erkennen,  im  positiv  nnd 
im  negativ  Unendlichen.  (Fig.  2).  Die  Asymptote  y  —  0  schneidet 
in  diesem  Falle  die  Cnrve  dreimal  im  Unendlichen,  denn  setzen  wir 
y  —  0  in  die  Cnrven gleichnng  ein,  so  erniedrigt  sich  der  Grad  der- 
selben offenbar  um  3  Einheiten.  Die  Cnrve  besitzt  demnach  im 
Unendlichen  einen  Wendepunkt,  wie  dies  z.  B.  bei  der  Hyperbel 
dritter  Ordnung 

««, -a»  — 0 
der  FaU  ist. 

Nehmen  wir  femer  an,  dass  in  der  Gleichnng  der  Cnrve  (13) 
anch  der  Coefficient  ^^  verschwindet,  dass  also  ag  — •  (q  —  0  ist,  so 
erhalten  wir  ans  (14)  die  reducirte  Gleichnng: 

AiB"-'-[-c(«"-*  —  0 
und  hieraus 


(17).   . 


,.ir- 


Wie  man  sieht,   ist  die  Ahecisse  «  jetzt  wieder  far  jedes   positive 
oder  negative  A  reell,   und  wechselt  gleichzeitig  mit  A  sein  Zeichen, 
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d.  h.  die  Cure  lU^  im  Unendlichen  uf  vencbiedenen  Seiten  Uirar 
Asjmptote,  nnd  i«rar  im  poaiÜT  and  im  negativ  Unendlichen,  wie 
in  Fig.  1.  Ferner  hat  die  Asymptote  jetzt  4  Pankte  mit  der  Cnrre 
im  Unendlichen  gemein,  deon  der  Orad  der  CnrveDgleicbnng  wird 
dorch  die  SubatitatJon  y  ^  0  offenbar  am  4  Einheiten  erniedrigt. 
Die  Cnrve  besitzt  in  diegem  Falle  im  Unendlichen  eiaen  Undnlatione- 
pankt    AIb  Beispiel  fahren  wir  die  fiyperbet  rierter  Ordnnog  an: 

x'y  -  a*  =  0 

Wie  diese  Untersnchangen  weiter  fortznsetzen  sind,  ist  leicht  er- 
sichtlich.   Wir  kdnoen  daher  den  folgenden  Satz  anfotellea; 

(18) .  .  .  „Eine  algebraische  Cnrve  liegt  im  DnendlicheD  auf  der- 
„selben  oder  anf  verschiedenen  Seiten  ihrer  Asymptote, 
„Je  nachdem  diese  mit  der  Cnrve  eine  nngcrade  oder  ge- 
„rade  Anzahl  von  Punkten  im  Unendlichen  gemein  hat" 

§  4.  Wir  wollen  jetzt  den  Fall  nntersnchen,  wo  zwei  der 
Asymptotenrichtongen  in  dieselbe  Gerade,  e.  B.  die  c-Achse  znsam- 
menfallen.  Die  Oleichang  unserer  Cnrve  hat  dann  offenbar  die 
Form: 

oder  nach  follanden  Potenzen  von  k  geordnet  .- 

(19).  .  .^*— i+a—aCJo  +  ^y+^iy») 

+«-- »(ifB+S,y4-B,,'+ä„«)-f.  .   .=  0 

Jede  Parallele  znr  x-Achse  schneidet  die  Cnrve  einmal  im  Unend- 
lichen, denn  die  Substitution  y  —  a  emiedr^t  den  Orad  der  Glei- 
cbnng  om  eine  Einheit  Allein  es  giebt  jetzt  keine  znr  o-Achae 
parallele  Aeymptote,  so  lange  die  Constante  A  von  noil  versdiieden 
ist.  Ist  jedoch  ^  =  0,  ao  schneidet  jede  Parallele  zur  x-Achae  die 
Cnrve  zweimal  im  Unendlichen,  and  die  Cnrve  hat  alsdann  einen 
Doppelpunkt  im  Unendlichen.  Unter  allen  diesen  Geraden  giebt  es 
nun  zwei,  welche  mit  der  Cnrve  3  Punkte  im  Unendlichen  gemein 
haben,  and  welche  daher  die  beiden  Asymptoten  des  anendlich  fernen 
Doppelpunktes  genannt  werden.  Diese  beiden  Asymptoten,  welche 
offenbar  dnrcb  die  Gleicbang 

(20).   .  .  vl,+J,y+^,y»-0 

gegeben  sind,  kOnnen  reell  oder  imaginILr  sein.  L&sst  sich  die  linke 
Seite  der  vorstehenden  Gleicbang  nicht  in  reelle  Factoren  zerlegen, 
so  hat  die  Corve  zwei  imaginftre  Asymptoten  nnd  im  Unendlichen 
einen  isolirten  Pookt,  woraus  wir  dann  schlieseen,  dass  die  Corve  sich  in 
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dieBem  Falle  flberlianpt  nicht  in  der  Richtnog  der  «•Achee  in's  Un- 
endliche erstreckt,  wie  s.  B.  die  Corre 

Im  andern  Falle  sei 

^+J,y+^^  =  ^,(y-a)(j,-«') 

WO  a  und  a'  wei  reelle  QrOssen  bedentea.  Die  Cnrre  hat  dann  die 
beiden  reellen  ABjrmptoten 

y  — a  —  0    nnd    y— a'  =  0 

and  jede  derselben  hat  mit  der  Cnrre  3  Pankte  im  Unendlichen  ge- 
mein, wie  aich  dnrch  SnbstitntJon  'nomitteibar  ans  der  Gleichung 
(19)  ergiebt,  indem  wir  die  Annahme  A  —Q  berbcksicbtigen.  Um 
nun  zn  onterBuchen ,  wie  die  Cnrve  in  Bezng  auf  die  Asymptoten 
liegt,  bestimmen  wir  wieder,  in  derselben  Weise  wie  vorher,  die 
Schnittpunkte  der  Cnrve  mit  einer  der  Asymptote  benachbarten 
Parallelen : 

y  —  a  ^h,     oder     y  —  o'  =  Ä,     limA  —  0 

Die  Resultate  siod  offenbar  dieselben  wie  im  vorigen  Paragraphen. 
So  hat  z.  B.  die  Cnrve 

«(«»— y»)-a»  — 0 

die  beiden  Asymptoten  a±,y  —  0,  nnd  zwar  liegt  die  Cnrve  im  Un- 
endlichen auf  verschiedenen  Seiten  jeder  Asymptote.    Die  Cnrve 

li^  im  Unendlichen  anf  derselben  Seite  der  Asymptote  a — y^O, 
dagegen  auf  verschiedenen  Seiten  der  Asymptote  a-j-v  =  0.  End- 
liegt die  Cnrve 

«,«{<,•_,«)_«*  =  0 

im  Unendlichen  anf  derselben  Seite  der  einen  wie  der  andern 
Asymptote. 

S  5.  Es  bleibt  jetzt  noch  der  Fall  in  betrachten  flbrig,  wo 
nicht  allein  2  Asymptotenrichtangen,  sondern  auch  die  beiden  Asymp- 
ten  selbst  znsammeDfoUen.  Die  Olekhnng  der  Cnrve  hat  dann  die 
Form: 

^<r— >.(,-a)»-j-i— »(Ba  +  B,y-|-B,y«-l-5,y»)-)-.    .    .-0 

oder,  wenn  wir  die  Gerade  y— a  —  0  als  neue  »-Achse  w&hlen: 
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(21).    .    .ai— ».y«+*"->K+<i,y  +  a,!/»  +  OBS») 

um  die  Lage  der  Cture  zn  ihrer  Asymptote  ;  =:  0  za  bestimmen, 
nntersDchen  vir,  vie  bislier,  die  Schnittpankte  der  Cnire  mit  eineo: 
inr  Asymptote  benachbkrten  Parallelen 

V  =  h,    llmh  —  0 

Dnrch  jSabatitntioD  dieses  Wertes  io  die  Gleichung  (21)  geht  diese 
Aber  in 

(22).    .    .Ä'i— a  +  i— »(a(|  +  a,A  +  a,A'  +  o,Ä») 

4-«"-*{»B+SiÄ+M*+**A'+^Ä*)+.    .    .  —  0 

woraus  aonfthtiningBweise 

Ä* .  i"-<-f-a|,  ,  «"->  —  0 
oder 

(»,...  .--i 

folgt  Uemnach  hat  die  Abscisse  x  des  uDeodlich  fernen  Schnitt- 
punkts stets  dasselbe  Vorzeichen,  gleichviel,  ob  A  positiv  oder  ne- 
gativ genommen  wird.  Wir  schliessea  daraus,  dass  die  Gurve  im 
Unendlichen  auf  beiden  Seiten  ihrer  Asymptote  liegt  und  zirar  so, 
dasB  beide  Aeste  sich  der  Asymptote  in  derselben  Sichtung  nähern. 
(Fig.  3).  Die  Ourve  besitzt  im  Unendlichen  einen  ROcIckehrpankt 
der  ersten  Art,  wie  z.  B.  die  Hyperbel  dritter  Ordnung: 

Andere  gestaltet  sich  jedoch  die  Sache,  wenn  in  der  Gleichung  (21) 
der  Coefficient  a^  verschwindet.  In  diesem  Falle  leiten  wir  aus  der 
Gleichnog  (22)  die  folgende  ab: 

jfl  .  «^2+ a, Aar- -•+6011:»-*  —  0 
oder,  nach  Division  durch  tf-*: 

Ä»a;»-)-aiÄ«+6, -0 
Die  Wurzeln  dieser  quadratischen  Gleichung  sind 

(24)  .    .    .  X  ^ ^^ 
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and  van  ifanen  Ungt  offenbar  die  Lage  der  Cnrre  ab.  Ist  znn&cliat 
Ol* — ^  <  0,  so  sind  jene  Wnneln  complex,  irorans  wir  Bchlieascn 
können,  dass  die  Cure  dann  fiberhaapt  keine  Aeste  besitzt,  welche 
sich  in  der  Rictatang  der  oi-Achse  in'«  Unendliche  erstrecken.  Die 
Carre  besitzt  im  Unendlichen  einen  isolirten  Fnnkt,  dem  in  diesem 
Falle  allerdings  swei  reelle  nnd  znsammenfallende  Asymptoten  ent- 
sprechen.   Als  Beispiel  fahren  wir  die  Curve  an: 

Ist  ferner  o^*  — 4i«  >  0,  so  sind  die  beiden  Wurzeln  (24)  reell  nnd 
verBchieden ,  nnd  die  Corre  besitzt  dann  4  Aeste*,  welche  sich  in 
der  Bichtnng  der  x-Achse  in's  Unendliche  erstrecken  Haben  beide 
Wurzeln  dasselbe  Vorzeichen  (nnd  dies  ist  der  Fall,  wenn  b^  >  0), 
so  hat  die  Gurre  die  Gestalt  der  Fig.  4.  Sind  die  Warzela  Ton 
angleichen  Torzeichon  {\  <  0),  ao  haben  wir  eine  der  Flg.  6  Ähn- 
liche Gestalt.  In  beiden  Fallen  besitzt  die  Corre  im  Unendlichen 
einen  Selbstberahmngspnnkt.    Als  Beispiele  seien  erwfthnt: 

Ist  endlich  drittens  a^*  -Üt^^  0,  wie  z.  B.  bei  der  Cnrre 

»Jy» — 2a*«*y+a*a!  —  o*  —  0 

SO  werden  die  beiden  Wurzeln  (24)  einander  gleich.  Da  wir  in  diesem 
Falle  noch  keinen  Schlnes  tber  die  Lage  der  nnendlichen  Aeste 
machen  kOnnen,  so  mttssen  wir  noch  weitere  Glieder  der  Gleichang 
(22)  in  Betracht  ziehen.    Wir  erhalten  dann: 

A»«"-»+{a,ft+o,Ä«)«— »+(»o-f  6,»)*»-*  -  0 

oder  nach  OiTision  darch  ie"~*: 

A'i«»+(<%A+<^Ä»)«+(6o+6]Ä)  —  0 

Als  Wurzeln  dieser  Gleichang  finden  wir,  nnter  Beracksichtigang 
unserer  Annahme,  dass 


-(».+»,^±1^2^(1.0,-26,)+^^' 
.  (20)  .    .    .  «  -  2^ 

Wie  man  siebt,  sind  diese  Wurzeln  nnr  fOr  solche  Werte  des  A 
reell,  welche  mit  der  Grösse  a,tf,  —  26,  dasselbe  Zeichen  haben, 
d.  h.  die  unendlichen  Aeste  liegen  auf  derselben  Seite  der  Asymp- 
tote.   Da  ferDor  beide  Wnneln  stets  dasselbe  Torzeichen  haben,  so 
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hat  die  Carve  die  Gestalt  der  Figur  6  nnd  besitzt  demnacli  im  Un- 
endlichen einen  Rflckkebrpnnkt  der  zweiten  Art.  —  Wie  diese 
Untersnchnngen  weiter  fortzoeetzen  sind,  wenn  noch  weitere  Coef- 
ficienten  der  Qleichnng  (21)  Torachwinden,  ist  leicht  ersichtlich.  Uan 
wird  stets  finden',  das«  die  Cnrre  im  Unendlichen  entweder  einen 
Rflckkehrpnnkt  (erster  oder  zweiter  Art),  oder  einen  8elbHtfaerDhniogs- 
pnnkt  oder  endlich  einen  isolirten  Pnnkt  besitzt. 

Zum  Schlnss  wollen  wir  noch  bemerken,  dass  anch  in  dem  Falte, 
wo  drei  oder  mehr  der  Asymptotenrichtangen  zusammenfallen ,  die 
Lage  der  Cnrve  in  Bezng  auf  ihre  Asymptoten  in  ganz  Ihnlichor 
Weise  bestimmt  werden  kann. 

Loeban,  Westpresssen,  im  Joli  1893. 
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Ueber  die  Triseetion  des  "Winkels  mittelst 
beliebiger  fester  Kegelschnitte. 


Dr.  Stephan  Glaser, 

Ob«rl«hrar  ua  Falk-BMlgyaouiaiii  id  Berlin. 


Id  den  letzten  Heften  des  Archivs  (II.  Beihe,  10.  Teil  pag.  333 
bis  336,  441-442,  11.  Teil  pag.  349-351)  befindet  sich  eine  Reihe 
von  Mitteilnngen  dos  Herrn  Pauzerbieter,  irelche  die  Triseetion  des 
Winkels  mittelst  fetter  Kegelschnitte  betreffen.  Der  Yerhsser  zeigt, 
dus  |and  wie  die  Dreitetlnng  jedes  Winkels  mit  Hülfe  der  gleich- 
seitigen Hrperbel,   der  Hyperbel   ron   der  ExcentricitAt  2  nnd  der 

l/2 
Ellipse  von   der  Ezcentricitftt  1/  ^    aasgefttbrt   werden    kann.     In 

einer  weiteren  Abhandlung  (Wissenschaftliche  Beilage  zum  Programm 
des  Falk-Bealgymnaeinms  zu  Berlin,  Ostern  1892)  legt  der  Verfasser 
den  Znsammenhang  seiner  Lösungen  mit  altereu  LOsnogen  desselben 
Problems  dar  nnd  ftgt  dann  noch  eine  weitere  Constrnction  mittelst 
der  festen  Parabel  hinzn.  Bei  allen  diesen  'Losungen  spielt  ein 
System  von  4  Kreispnnkten  eine  besondere  Rolle,  von  denen  3  die 
Ecken  eines  gleichseitigen  Dreiecks  bilden.  Angeregt  durch  diese 
Untersacbungen ,  habeich  es  nnternommen,  die  sämtlichen  durch 
das  genannte  System  Ton  Punkten  gehenden  Cnrren  zweiten  Grades 
einer  eingebenden  Betrachtnog  zn  anterzieben,  in  der  Absicht,  da- 
durch zn  einer  allgemeinen  LOsnng  des  Problems  zn  gelangen.  In 
der  Tat  ist  es  gelungen,  anf  diesem  Wege  nachzuweisen,  dass  jede 
beliebig  gegebene  feste  Curve  zweiten  Grades  znr  Triseetion  des 
Winkels  benatzt  werden  kann,  ein  ReanltatJ,  welches  die  obigen 
Fftlle  der  gleichseitigen  Hyperbel  o.  s.  w.  als  specielle  Fälle  iu  sich 
enth&lt. 
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S  1. 

Ableltnnf  der  all gem einen  Gleiehnn;  und  Bestlmmnnf  des  Tiertea 

Sehnlttpnnktes  mit  dem  Kreise.    Figur  1. 

Gegeben  sei  ein  EreU  vom  Radins  r  nod  anf  der  Peripherie 
desBelben  die  Eckpunkte  P|,  Pj,  Pg  eiaea  gleichseitigen  Dreiecks. 
Machen  nir  den  Mittelpunkt  Jf  des  Kreises  znm  Anfangspunkt  eines 
rechtwinldigen  CoordinatenB^atemB  nnd  legen  die  positire  tcAxe 
dnrch  den  einen  Paukt  P„  so  sind  die  Coordinaten 

Die  allgemeine  Gleichang  der  Corven  zweiten  Grades  lautet: 
Soll  die  Cnrve  durch  P,,  P,,  P,  gehen,  so  mnss 

r*  r*  3r*  r  r 

'•n4--«ii2  V3+»i|-4-~"'»ä  +  ''»2^^+'^  -0, 

«11^ +"11 2  V^-hHi-j- """ Ü" °"ä^^"*"*^ " ° 
sein.    Subtraction  der  letzton  beiden  Gleichungen  ergiebt 

<4a  —  »•  •  «u 
Addition  derselbe»  beiden  Gleichnngen  liefert 

«112 +<^  "ä"  -'*is''  +  2aM  — 0 

Stellt  man  die  mit  dem  Factor  2  erweiterte   erste  Gleichung  hinzu, 
so  folgt  darch  Sabtraction 

«ii  =  -^C''ii-'*») 

Endlich   erhalt   man   durch  Einsetzen   dieses  Wert«  in   die   erste 
Gleichung 

Die  allgemeine  Gleichung  einer  Gurre  zweiten  Grades,  welche  durch 
die  obigen  3  Paukte  geht,  lautet  demnach: 

(2)    <iii!e*+2a„a!y  +  «i.l'*-^(<'u-  a„)«+'-''i»y-2 ''^•+^>'"'^ 
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Wir  bestimmen  nun  den  Tieften  Scboittpankt  der  Car?e  mit 
dem  Kreise  und  sobatitniran 

a  —  rcoetp    und    y  —  rBings 

Es  kommt  dann  nach  karzer  Umformang 

(djj  — a„)  (cos  7  —  1)  (C0S9 -{-))-{- 2a,, sin  qv(C0S9i4-|)  —  0 
woraus 

Diese  Beziehang  gewährt  die  Uöglichkeit  a„  dnrcb  O], ,  o^  nnd  91 
anszndrücken,  wodurch  sElmtliuhe  Coefficienten  der  Gleichung  anf  o,,, 

Oft  nnd  q>  oder,  nach  Division  mit  a,,,  anf  den  Qnotienten  —    nnd 

anf  Fnnctionen    des   Winkels   qi   zarflckgofOhrt  waren.    Bei   fester 
Lage  des  vierten  Schnittpunktes  F^  wttrden  sie  daher  nur  noch  von 

dem  TerbältuiBB  —  abb&ngig  sein.    Es  ist  vorteilhaft  diese  £rietZQBg 

erst  nach  der  Redoction  anf  die  Hanptaxen  vorzunehmen. 


TnuufonnatlOH  ttr  den  Fall  einer  tod  idII  Tersebledenen 
Determinante.    Figur  1. 

Wir  beschäftigen  nns  nnn  zunächst  mit  den  Mittelpunktscurren, 
nehmen  also  an,  dass  die  Determinante  der  quadratischen  Form 
■'ii"» — <*it'  vo'>  »"'1  verschieden  sei.  Um  den  Uittelpnnkt  zu 
finden,  substitniren  wir 

und  suchen  p  nnd  9  so  zu  bestimmen,  dasa  in  der  neuen  Oleichnng 
(Or  g  und  1;  die  Coefficienten  des  linearen  Teiles  verschwinden.  Es 
muBB  dann 

ond 

sein,  woraus  sich  ergiebt: 

(4,         ^^W,-°»)",i+g£a!    and 


Anh.  i.  lUth.  n.  Php.    1.  Sslh*.  1 
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_ !:  ('Hi-«w>''rt-f2a„an 

Die  Gleichnng  eelbat  wird: 

Haltipliciren  wir  die  «rste  der  BediognngsgleicbiiDgen  mit  f>,  die 
zweite  mit  g,  bo  erhalteo  wir  dnrcb  AdditioD : 

Setzen  wir  dieeea  Wert  in  die  Olefchnng  ein,  so  kommt 

nnd  mit  Einaetzea  der  Werte  von  p  ond  9  nach  wenigen  Redac- 
tionen : 

Es  erübrigt  jetzt  noch  eine  Drehnng  am  den  gefnndenen  MittelpnnkL 
Wir  setzen  zu  dem  Ende 

£  —  COB  4) .  X—  Bin  iff .  F 

ij  —  BiniC  .  J+coBi(f .  r 

nnd  bestimmen  den  Winkel  y  dnrch  die  Bedingung,  dass  in  der 
nenen  Gleichung  fUr  X  nnd  Y  das  Glied  mit  XY  wegfallen  aolL 
Dann  mnss 

o,,  (coB'if  —  sinV)  —  («11  —  <•»)  cos  *>*"  f 
sein,  worans 


2cOB*8ini(» 
C08»*-ainV 

=  i«(2rt- 

wird. 

Nnn  iBt  aber  nach  (3)  anch 

«1 

_     =«..  , 

"11    -«M 

es  mnsB  also 

<fi%t)  - 

tg|    Oder 

(«) 

y  = 

?    »1.. 
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Sämtliche  HittelpnnktocnrTeii  zweiten  Grades,  welche  durch  die- 
selben i  Pnnkte  P„  P,,  P,  nnd  P«  gehen,  haben  demnach  gleiche 
Bichtang  der  Hanptaxen,  nud  zwar  ist  der  Drehangswiukel  gleich 
dem  vierten  Teile  dei  Winkels,  welchen  der  Radinsvector  nach  dem 
vierten  Pnnkte  P«  mit  der  positiven  xaze  bildet    Tr&gt  man  nun 

einen  Winkel  gleich  y'  im  Pnnkte  M  an  MPi  nach  unten  hin  an,  so 
wird  der  ganze  Winkel  jv  von  MPi  triaecirt  nnd  von  einer  dnrch  M 
zur  gemeinsamen  Axenrichtnng  der  Kegelscbnitte  parallel  gezogenen 
Geraden  halhirt.  W&re  man  nun  im  Stande,  ans  den  Dimensionea 
Mnes  beliebig  gegebenen  Kegelschnitts  nnd  den  Fonctionen  des  eben- 
fiülB  beliebig  gegebenen  Winkels  3<p  oder  |f>  die  Coordinaten  dos 
Kreiafflittelpnnktes  M  in  Bezng  aof  die  Hanptaxen  des  Kegelschnitts 
nnd  den  Radius  r  geometrisch  constroirbar  anszudracken ,  so  w&re 
damit  aach  die  UOgUcbkeit  gewonnen.  Jeden  Winkel  mit  Hülfe  des 
festen  Kegelschnitts  zu  triseciren.  Man  brauchte  nur  durch  M  eine 
Parallele  zur  Eanptaxe  zu  ziehen  und  nach  beiden  Seiten  den  Winkel 
jr  anzutragen.  Der  mit  dem  Radius  r  um  if  beschriebene  Kreis 
würde  dann  den  Kegelschnitt  in  einem  Punkte  P^  derart  treffen,  dass 
der  ganze  Winkel  }v  dnrch  den  Radinivector  JfPi  trisecirt  wird.  Ausser- 
dem wttrde  der  Kreis  den  Kegelschnitt  noch  in  3  Pnukten  P„  Pf, 
P^  treffen,  von  welchen  die  beiden  ersten  mit  P^  die  Ecken  eines 
dem  Kreise  einbeschriebenen  gleichseitigen  Dreiecks  bilden,  w&hrend 
der  letzte  gemeinsamer  Schnittpnnkt  des  Kegelschnitts,  des  Kreises 
nnd  des  einen  Schenkels  von  jr  ist.  Dieser  letzte  Umstand  macht 
die  Berechnung  des  Kreisradius  selbst  unnötig,  da  derselbe  sich  n^h 
Constructjon  des  Mittelpunktes  M  durch  Antragen  des  Winkels  {9 
von  selbst  ergiebt.  Wie  die  weitere  Untersncbnng  zeigen  wird,  ist 
die  angedeutete  Reduction  in  der  Tat  allgemein  dnrchzofabren  nnd 
erstreckt  sich  auch  auf  den  im  nächsten  Paragraphen  zn  behandeln- 
den Fall  der  Parabel. 

Wir  haben  noch  Gleichung  (b)  zn  transformiren.  Wir  erhalten: 

(«,,  cos«  I  +  2«„  sin  I  cos  J  +  a„  sin«  I)  Z  > 

+  (<i„sin»J-2a„sinJcos^-K<i„cos»j).  r» 

nnd,  wenn  wir  nunmehr  die  am  Schlosse  von  3  1.  angefahrte  Er- 
setzung Tomefamen: 


tizsob/GoO'^lc 
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(7)     (a„eoB«|-,^iiii«|).J>+(«„co.'|-«„di'|).r' 
^       «iil».'|[(S«„+"„)'-3(«„— „)'lg'2] 
"  "  (.„c».|-,„,H«.f)(^».'f -.„  sta'l) 
Dieulbe  Snbttitntion  liefert  for  p  nnd  q  die  Werte; 

^        {«„-»„l«o>'|[2o„+(.„-«„)tg'|] 
~  S  (^.^•S-«„.l..|)(.„c..|-.„.ia.!) 
_^  f Hl  —  «Hl) (°ii  ~  ««^ "°  T 


Besovdere  BekkidUBgr  In  Fslle  eli«r  Tenekwli4ei4e« 
DfltermlBftBt«. 

Wir  kommen  jetzt  za  dem  Falle,  dass 
ist.    Setzen  wir  aoa  (3) 


«hl  — it«2  («ll~<•Ji)•' 


Bo  wird  nach  Weglassang  des  Hennen  \^~H* »)  '• 

«,.'>«{l-tg«f)*-{«„-«„)tg»f  -  0 
oder 

-(««tg'f-«„)(«n-^,>8'f)-0 

Es  ist  also  entweder 

Ott  —  (1,1  cot»^    oder    a„  =  a„  tg* j 

Wir  bemerken,  dass  dieses  dieselben  Bedingnngen  sind,  welche 
in  der    allgemeinen    Gleichung    (7)   die  Coefficienteo  tod  X*  be- 
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tiehnngsweise  T*  and  d«n  Nenner  dei  rechten  Seite  mm  Terschwlndeo 
bringen.    In  diesem  Falle  ist  der  Quotient  —  entweder  gleich  cot'  j 

oder  gleich  tg*^.    Beide   FUle  sollan  nnn  der  Reihe   nach   he- 
handelt  werdra. 

Ist  erstens 

«„  =  fl„COt*| 

80  ergieht  sich  aus  (3) 


Setzen  wir  diese  Werte  far  0»  und  a,,  in  die  nrsprQngliche  Glci- 
chnog  (3)  ein,  so  erhalten  wir  nach  knrzer  Umfonnang  nnd  nach 
Division  mit  ai,: 

Bin"f..«"-Bin2.«!s+C0B»r-y'+2«W2   -»-ji"»«  -y 


Wir  drehen  nnn  das  Axena^stem   nm  einen  Winkel  tfi,  setzen  wIq 
frOher 

»  —  GosV'S  — Biny.q 

(f  —  siny  .  S  +  cosv  -v 
nnd  bestimmen  den  Winkel  v  dieses  Mal  durch  die  Bedingung,  dass 
in  der   neuen  Gleichung  der  Coefficiont  von  f^  Terichwinden   soll. 
Dann  mnss 

—  Srin'j-  .  cos ^ sin t(»-|- sing  »inV — Bins-coaV 

+2co8*  j-  sinVcosif  —  0 
sein,  oder 

sin  (2t)  cos  ,j  —  sin  I  cos  (2^)  =  sin  f  2i(<  —  f )  —  0 

woraus  sich  ergiebt: 

♦  -! 
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Ea  weidit  also  anch  bei  der  Panbol  die  Bichtnag  der  Hanpt- 
axen  ton  der  Richtang  dea  nnprOnglicbea  AxenB^etema  am  deo- 
selbea  Winkel  ab. 

Da  gleichzeitig  'mit  dem  CoefGdenten  tod  g«;  anch  deijenige 
TOD  p  Terachwiodct,  nimmt  die  Gleichnng  die  einfacbe  Geatalt  an: 

V+ä<=<»f(*««'4-3)-£-5"''f(*««'f-l)-'~^*"° 
oder 

(9)  1)»+  ^cos  (^y)  .  S-^Biii(^v)  .  ij  -  ä  -  0 
Dieaelbe  kann  anch  in  die  Form  gebracht  werden: 

Terechiebt  man  endlich  noch   den  Anfangspunkt   dea   Coordinaten- 
aTstema  und  setzt: 

Tf-|a!n(iT)+  r 

r8  +  BiB«(}y] 
"8     CQ8(i,p) 
so  kommt  ala  Gleichnng  der  anf  ihre  Hanptaxon  bezogenen  Parabel: 

(10)  y»--gcoB(39>)--r 

Femer  sind  die  Coordinaten  des  Pnnktes  M  in  Bezog  anf  die  Hanpt- 
axen  der  Parabel: 

8+8in'(|y) 

C08(JV) 

(11) 


O j»in(iq)) 

Da  diese  Formeln  es  gestatten,  fOr  jede  beliebige  Parabel  ans 
den  Dimenriooen  derselben  und  ans  den  Fnoctionen  des  Winkels 
iqi  die  Coordinaten  des  ErelBtnittelponktea  M  zn  finden,  so  ist  da- 
mit nachgewiesen ,  dass  mit  HQlfe  einer  jeden  Parabel  jeder  belie- 
bige Winkel  trisecirt  werden  kann.  Die  Constrnction  salbst  wird 
im  letzten  Paragraphen  zur  Bosprccbnng  kommen. 

Wir  wenden  uns  nun  znm  zweiten  Falle,  begnügen  uns  aber  mit 
der  Angabe  der  Baaptformeln. 
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K 

U 

•»  —  "hl  I«'  f ,    "  »inl  0,1  -  «i,tf  J 
Dk  Oleichnog  bdsst  dann; 

c«.'| .  ^+dn|  .  ^+ rin>| .  ,•- =«,.2  .  .+:.ln| .  , 

Drehen  nir  um  dea  Winkel  ~,  so  kommt: 

(12)  gi-rcog(J,)  .  ?  +  5«iD(i,)  -  ^-^'  -  0 
Wird  scblieBBlIcIi  noch 

^  — ^COB(J,)  +  J 

r8-{-co»MT)  .  „ 
'      8     Biuli»)     "^ 

gesetzt,  ao  kommt  die  Bchlossgleiclinng: 

(13)  JC* ^8in(}»).F 

nnd  als  Goordinaten  des  KreismittelpankteB  M 

(  ¥--jC08(Jf) 

(U)  < 

in r8+cofl'{?^) 

[  "  8     mHir) 

Der  reonetrlselie  Ort  der  Mlttelpukte.    Figur  1. 

Wir  wenden  nng  nan  wieder  zarflck  zu  dem  allgemeinen  Falle 
der  Hlttelpnnktscnrren.  Bevor  wir  nos  anf  eine  DiscoBsion  der  dort 
anfgestellten  Gleichnng  (7)  einlassen  können,  ist  es  ndtig  eine  Tor- 
Btelinng  von  den  verschiedenen  Lagen  dea  Hittelpunkte  in  gewinnen 
und  zn   dem  Zwecke   den  geomotriBChen   Ort  desselben  abzuleiten. 
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Dun  dienen  die  Gleichnogen  (8j.     Bezeichnen  wir  den  QootieBten 

—  der  K&rze  halber  mit  «,  so  iat 


(l-«)C0B»|[2«  +  (l-«)tg»|] 

H-f-'»-l)(--l-'«*f) 

eoi'|(3-.)(l-.)l8| 

i  /      •9'  ■  lV^/        sV         .  ,9\ 

fcOB'7  —  «Bin'y  IIicob't-  —  »m  f  1 


2.  +  (l-.)tg>  1^ 


atg'f-23+pifl 
ferner 

_        -ä(,tg|  +  ,)                      2»(<-s) 
!•—  j,  i3-» j,- 

(em'l -  .ein«  j)  (.co.«|  -b1b'|) 

■    5? 
■  lvr(p'"i'j-2M':os|-3«8in|)(8-tg»|) 

Bolem  der  Neoner  von  >  mit  ^  bezeichnet  wird. 

Setzen  wir  diese  Werte  in  den  Ausdnick  für  g  ein ,  so  ergiebt 
sich 


p'tgS^— i'p«— «'tgn 


oder  in  gewöhnlichen  Coordinaten  als  geometrischer  Ort  der  Mittel- 
punkte: 
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(16)      tg|.««-2^-tg|.j,»+,^(«tg|  +  i,)-0 

Yon  vornherein  sind  i  Paukte  bekanot,  dnrche  welche  die  Carre 
dir  Mittelpunkte  gehen  rnnss.  Es  sind  dies:  der  Uittelpnnkt  M 
des  gegebenen  Kreises  nnd  die  drei  Pankte,  in  welchen  sich  je  zwei 
gegentkberliegende  Seiten  des  Kreisvierecks  PjP^PiPg  nnd  die  Diago- 
Dkleo  desselben  schneiden.  Wir  wollen  den  Schnittpnnkt  von  P]P« 
nnd  PfFt  mit  Q,  den  von  P^Pi  und  P|P|  mit  R  nnd  den  von  PiP^ 
nnd  PfP«  mit  3  bezeichnen.! 

Es  ist  fflr  die  weitere  Unteranchnng  wtlnschenswert ,  die  Coor- 
dinatcn  dieser  4  Punkte  und  die  denselben  entsprechenden  Werte 
von  s  zn  kennen.  FQr  den  Punkt  M  ergiebt  sich  sogleich  ans  (6) 
der  Wert  »  —  1. 

Flkr  die  andern  Pankte  ergiebt  directe  Berechnang  ans  der  Figar 
die  Coordinateo: 


Q-(-2^i^cot|!) 
y3cos|+2siu|  rV3a 


ySceSg-  —ein  ^       V3coSg 


y3coBj+8in|   '     V3cofl|+sia| 

Um  die  entsprechenden  Werte  von  «  za  fiadeo,  hätte  mau  diese  Aus- 
dracke  in  Verblndnng  za  setzen  mit  (8).  Man  kann  Jedoch  auch  durch 
die  UeberlflguQg  zum  Ziele  gelangen,  dass  fDr  die  betreffenden  Werte 
von  I  die  rechte  Seite  in  Gleichang  (7)  null  sein  mnss,  da  in  allen 
3  Fällen  die  Cnrve  in  2  sich  schneidende  gerade  Linien  Dbei^ebt- 
Die  rechte  Seite  von  (7)  verschwindet  aber  erstens  fOr  «n  —  0, 
dann  fOr  zwei  andere  Werte,  die  sich  ans  der  Gleichung 

(3fl,i+<i«)'— 8(aj,  — o„)»tg*|  — 0 

ergeben.  Einsetzung  dieser  Werte  in  die  Gleichangeu  (8)  nad  Ter- 
gleichung  der  Resultate  mit  den  obigen  Augdrfickan  für  die  Coor- 
dinaten  würde  dann  die  Zugehörigkeit  der  verschiedenen  Werte  vt- 
geben.    Wir  beschränken  uns  aaf  die  Angabe  der  Resultate: 

für  itf  ist  J  —  1,    ftlr  Q  ist  i  =  0,    fOr  B  ist 
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.-ys- 


V3tg|-1 
nnd  für  8  ist 

V3tg|+1 

Dm  deo  Mittelpunkt  des  geometriscben  Orts  zu   beBtimmen,   eetiea 
wir 

Die  BediDgnngon  fQr  k  und  l  heissen  dann : 

'■+'«1  =  1 

woraas  sieb  ergiebt: 

(16)  i=-co>T    und     l  —  geia<p 

Der  .Uittelpniikt  Hegt   also   aaf  dem   Radiosvector   nacb    P^,  nm 

2  von  Jtf  entfernt. 


Die  GlelcbDDg  wird:  . 


tg|.6«-2?,-tg|.t,<  +  ^gtg|.C08T(2cO8»|+l)  = 


0 


Nan  mnsB  nocb,  um  die  Rcdnction  anf  die  Banptaxen  zu  Tollenden, 
eine  Drebung  der  Axen  vorgenommen  werden.  Wir  Bubstitniren 
wiedemm 

'i=  cosv  ■  J^— siaiff .  T 

«)  =  Bin  V  .  X-^eoiif .  Y 

Die  Bediugangsgleicbnng  fttr  tfi  wird  dann: 

— 4ainiCco8Vtg^  — 2coB*v4-2BlnV—  0 
woraas 

tgC2*)-  -cotj-  tg(90»+|) 
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(17)  V  -  45»+| 

sich  ergiebt. 

Die  Glelcbnng  selbst  wird  zn: 

^■»—r»  — I^BinjcoB»(2co8»^4-lJ    oder 
(18) 

Der  geometrische  Ort  der  Miltelpaakte  ist  also  eine  gleichseitige 
Hyperbel,  deren  Axenricbtaog  toq  der  HanptazenricbtaDg  der  sämt- 
lichen dnrch  die  angenommenen  4  Kroispnnkte  gehenden  Kegel- 
schnitte am  4&0  abweicht,  deren  Asymptoten  folglich  dieser  parallel 
lanfen.  Der  eine  Zweig  dieser  Hyperbel  geht  dorch  den  Ereismittel- 
pnakt  M,  der  andere  dnrch  die  Punkte  Q,  R  nnd  8. 

Es  tritt  nnn  fOr  die  weitero  Untersachnng  die  Notwendigkeit 
«in,  in  Betreff  des  Winkele  <f  besondere  Annahmen  zn  machen.  Wie 
man  sich  leicht  aas  der  Fignr  Qberzengt,  ist  es  in  allen  Fällen,  in 
welchen  der  Pnnkt  ^4  nicht  im  ersten  Sextanten  (mit  Einschlnss 
der  Grenzwerte  7  =  0  nnd  t  —  60")  liegt,  mit  HDIfe  einer  blossen 
Aendenng  des  Coordinatensyatems  mOttlicb,  die  Aufgabe  anf  diesen 
Fall  zu  rednciren.  Wir  dUrfen  ans  daher  nnbeschadet  der  Allgemein- 
heit im  Folgenden  auf  die  Voran  bb  et  zn  ng ,  dass  7  zwischen  0  nnd 
60"  liegt  and  anf  die  beiden  QrenzfäUe    q)  —  0   and  ?  —  60<   he- 

sdiraoken.  Ist  0  <  9.  <  60",  so  ist  tg  |  <;  -t^,  also  ystg  | 
—  1  <0.  Daraas  folgt,  dasa  sowol  i^r  R  wie  aach  fttr  8  der  zn- 
gehßrige  Wert  von  ■  negativ  ist  Bildet  man  die  Differenz  dieser 
Werte,  so  ergiebt  sich  der  Ansdruck 


(V3tg|-l)(y8t(c|+l) 

Derselbe  Ist  Jedenfalls  negatiT,  woraas  za  folgern  ist,  dass  man  auf 
dem  Wege  von  0  nach  — <i>  von  Q  aas  zuerst  znm  Punkte  3  und 
dann  erst  zum  Punkte  R  gelangt. 

Dem  Werte  >  —  1  entspricht,  wie  schon  gesagt,  der  Punkt  M; 
die  Corre  ftllt  in  dieaem  Falle  mit  dem  gegebenen  Kreise  zusam- 
men. Zufolge  der  Stetigkeit  lässt  sich  daraus  achon  schlieasen,  dass 
sämtlichen  Punkten  des  dnrch  Jl/gehendenHypcrbelzweiges  Elllipsen 
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entaprecheD  werden.  Rttckt  der  Mittolponkt.  Ton  M  ans  in  der 
Richtung  MT  immer  weiter,  ao  werden  die  Dimensionea  der  Ellipsea 
bestftndig  grösser,  bis  dieselben  schlicsBÜch  in  die  in  §  3.  nnter  A. 
behandelte  Parabel  Qbergeben.  Daran«  ist  za  entnehmeo,  dass  dem 
anf  dem  Aste  MT  in  unendlicher  Ferne  gelegenen  Pankte  der  Wert 

«  -  cot»| 

entspricht.  BBckt  der  Miltelpnukt  von  M  ans  in  der  Bichtoag  MV 
immer  weiter,  so  gelangen  wir  in  derselben  Weise  fttr  einen  unend- 
lich fernen  Paokt  zor  Parabel  £  in  §  3.,  zn  welcher  der  Wert 


gebort    W&hrend  demnach  «  die  Werte  von  cot*  t-  bernntw  bis  za 

tg'^darchlftnft,  durchwandert  der  Mittelpunkt  den  ganzen  anteren 

Zweig  der  Hjperbel  and  zwar  in  der  Ricbtnng  TAfü.  Lassen  wir 
jetzt  ■  weiter  abnehmen,  so  erscheint  der  Mittelpunkt  wieder  in  sehr 
grosser  Entfernung  auf  dem  Aste  SV,  welcher  dem  Aste  J/I/ ent- 
gegengesetzt gerichtet  ist  und  mit  ihm  zur  selben  Asjaoptote  ge- 
hört. Mit  abnehmendem  ■  nähert  der  llittelpankt  sich  allmählich 
dem  Punkte  Q,  den  er  für  >  —  0  erreicht.  Anf  dem  weitem  Wege 
gelangen  wir  dann  boi 

t«|-V3 

,_y3 

V3tg|  +  1 
zum  Funkte  S,  bei 


V3»gf-1 

znm  Funkte  S.  Lassen  wir  z  noch  weiter  abuehmen,  so  bewegt 
sich  der  Mittelpunkt  fiber  B  hinaus  und  erreicht  für  ■  ^  —  co  einen 
bestimmten  Punkt  L,  dessen  Coordinaten  in  Bezug  auf  das  ursprüng- 
liche Azensystem  sich  ans  (8)  mit  Leichtigkeit  ergeben  als : 

P-^2cot»|-l)    und     «-^eot| 

Zu  diesem  Paukte  gtdangen  wir  auch,  wenn  wir  i  mit  1  begiBiiend 
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Aber  col'j-  hinaus  wadisen  laBsen.  Fllr  cot*j  Terschwand  der  Mittel- 
pnDkt  in  der  Ricbtnng  MT  in  nnendlicher  Ferne-,  nimmt  ■  weiter  zn, 
BO  erscheint  derselbe  wieder  anf  dem  entRegengesetzt  gerichteten 
Aste  RW  und  rOckt  mit  wachBendem  x  anf  den  Funkt  L  Iob,  den 
er  bei  •  =  +'>=>  erreicht.  Wenn  wir  die  Hittelpnnkte  in  der  znerst 
angenommenen  Bichtung  von  Q  ,1iber  £1  nnd  R  hinaus  weiter  Ter- 
folgea  bis  in'a  unendliche,  so  ergiebt  Bicb  demnach  far  die  ent- 
sprechende Reibe  der  Werte  von  «  beim  Punkte  L  eine  Unatetigkeit, 
indem  anf  ein  nnendlich  grosses  negatives  *  nnmittelbar  ein  nnend- 
lich  grosse«  positives  folgt 

Welche  Gestalt  and  Dimensionen  in  jedem  einzelnen  Falle  die 
Cnrve  hat,  wird  die  allgemeine  ÜiscnsBion  der  Gleichung  (7)  im 
nächsten  Paragraphen  feststellen. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zur  Besprechnog  der  beiden  Grenzte 
»  —  60»  und  ip=(fi. 

Ist  9  —  60",  80  wird  der  Drebungswinkel  if  —  60";  die  Hanpt- 
aie  der  Hyperbel  stimmt  also  aberein  mit  dem  Badinsvector  znm 
Punkte  P«.    Der  Mittelpunkt  der  Carre  liegt  nach  wie   vor  iu  der 

Entfernung  t  tou  M.    Die  Gleichung  selbst  wird : 
r* 
-*        '^         16 

Der  eine  Zweig  geht  wieder  durch  M,  der  andere  durch  Q,  S 
and  R.  Bei  dem  einen  durchl&uft  z  die  Werte  von  cot*(l&*)  bis 
tg'ClÖ"),  bei  dem  andern  die  von  tg'(16'')  durch  die  Null  hindnrch 
Ms  — <»  nnd  von  -|~^  zurttck  nach  cot*(lfi'').  Bei  Q  ist  wieder 
*  ^  0,  bei  S  ist  ■  =>  —  1  nnd  bei  .R  ist  «  —  ^  oe.  Der  ganze  Unter- 
schied zwischen  diesem  Falte  _und  dem  allgemeinen  besteht  darin, 
dass  der  Punkt  L,  in  welchem  der  Sprung  von  —  c»  anf  -|-  cd  statt- 
findet, in  den  Funkt  B  hineingerflckt  ist 

Ganz  anders  gestaltet  sich  die  Sache,  wenn  wir  annehmen,  dass 
q>  —  0  ist,  dass  also  die  Corron  zweiten  Grades  und  der  Kreis  sich 
in  Pi  ber&hren.    Die  Gleichung  des  geometrischen  Orts  ist  dann: 


und  stellt  2  sich  senkredit  schneidende  gerade  Linien  dar.    Da  der 
Drebnngswinkel  in  diesem  Falle  460  betagt,   so   sind  diese  beiden 

Linien  die  leaze  selbst  und  eine  im  Abstände  -7  zur  ^axe   gezogene 
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Parallele.  Ans  (S)  ergiebt  sich  aber  für  die  Coordinaten  des  Mittel- 
ponkteB 

und  9—0,  woraos  bervorgebt,  dau  B&mtliche  Uittolponkte  auf  der 
aaxo  altein  liegen,  daas  also  die  genannte  Senkrechte  gar  nicht  in 
Betracht  kommt.  Diese  Senkrechte  ist  entstanden  ans  den  beiden 
Aestou,  irelche  sich  erstrecken  vom  Scheitel  des  durch  M  gehenden 
Zweiges  iu  der  Richtuug  M  U  in's  Uueudlicbe  and  auf  der  entgegen- 
gesetzten Seite  vom  Unendlichen  zurQck  Ober  Q  zum  Scheitel  des 
andern  Zweiges.  Han  wflrde  die  zn  diesen  beiden  Aesten  gehören- 
den Werte  von  ■  finden  ans  den  Oleicbnngen  (8),  wenn  man  p  and 
q  gleich  den  Coordinaten  der  beiden  Scheitelpankta  settte.  Je  nfther 
die  beiden  Scheitelpankta  rücken,  nm  so  kleiner  wird  das  Intervall 
von  X  werden.  In  nnsorm  Falle,  wo  die  beiden  Scheitel  zosammeu- 
fallen,  ist  das  Intervall  zu  nail  geworden. 

Was  die  Art  and  Gestalt  der  einzelnen  Cnrven  in  diesem  Falle 
angeht,  so  wird  das  Nfthere  hierttber  im  Auschlass  an  die  Discnssioa 
der  allgemeinen  Gleichung  folgen. 


S6. 
AUiremeine  Disensslen  der  Oleiehnn^,    Figur  1. 

Führen  wir  in  Gleichnug  (7}  fOr  —  die  Bezjichuang  i  ein,  so 
wird  dieselbe: 

(19)    (co8«f-..sia'j).^»+('COB«f-Bin»j).  r» 

»C0B»|^t3  +  «)»-3(l— )«tg«; 


'«(»..j-...i..f)(-™.f-.i..|) 

Der  Ausdruck  (3+.)*-3(l  -«)'tg*^  verschwindet,  wie  wir  in  j  4- 
sahen,  für  die  Werte 

tgf-V3  tg^  +  V3 

«  =  V3 —     und   «  =  V3 

V3tg|  +  1  y3tg|-l 
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oder  fttr  die  Ponkte  S  nnd  R.  Zwischen  diesen  Punkten  wird  der- 
selbe also  das  entgegengesetzte  Zeichen  von  dem  haben,  welches  er 
fllr  alle  übrigen  Werte  von  «  besitzt    Da  fOr  ■  —  0,   beim  Funkte  . 

Q,  der  Ansdrnck  gleich  3^3 — tg*^j   also   positiv   ist,    so  ist   zn 

schlieasen,  dass  derselbe  zwischen  S  nnd  R  negativ,  für  alle  Qbrigen 
Lsgen  dagegen  positiv  ist 

cos'j  — «sin*^  ist  positiv,  sofern  ■<CQt»7-  ist,  also  filr  den 

gaiuen  dnrch  M  gehenden  Zweig  und  fQr  den  andern  vom  Unend- 
lichen aber  Q,  S,  B  hia  znm  Pnnkte  L. 

s  cos*  j  —  sin'  j-  üt  positiv,  solange  «  >■  tg»  j^  ist,  d.  h.  f Or  den 
ganzen  dnrch  M  gehenden  Zweig  nnd  für  den  Teil  des  andern, 
welcher  sich  vom  Pnnkl«  L  in  der  Bicbtung  Q,  S,  n  bis  in's  Un- 
endliche erstreckt 

Bezeichneo  wir  diese  3  AnsdrUcke  der  Kflrze  halber  beziehnngs- 
weise  mit  y,  «,  fi,  so  lastet  die  Gleichung: 


..z-+/>.y_,^..»s.2.  i 


Wir  gehen  nnn  die  einzelnen  latervalte  fOr  ■   der  Reibe  nach 
dnrch: 

1.    >  —  cot*  ^;  (t  —  0.    In  diesem  Falle  ist  der  Hittelpnnkt 

in  der  Richtung  MT  unendlich  weit  zu  denken-,  die  Gnrve 
ist  die  In  §  3.  unter  A  angegebene  Parabel,  welche  als 
Grenze  einer  Schar  von  Ellipsen  mit  beständig  zunehmen- 
den Azen  anzusehen  ist,  deren  einer  Scheitel  im  End- 
lichen geblieben,  während  der  andere  in  unendliche  Feme 
gerockt  ist 


cot«J>«>t«»J.      Dann  ist    tt>0,    p>0,    «>0, 

7  >'  0.  Die  Gleichung  stellt  demnach  eine  Ellipse  dar. 
Rückt  der  Uittelpnnkt  ans  dem  Unendlichen  in  der  Rich- 
tnng  TM  auf  M  zn,  so  erscheint  anch  der  andere  Schtitel 
der  Ellipse  wieder,  die  Dimensionen  der  Halbazen  werden 
aUm&hlich  kleiner;  doch  ist ,  wie  der  Augenschein  lehrt, 
die  erste  (zur  JFaxe  gehörige)  beständig  grösser  als  die 
zweite  (zur  Faxe  gehörige).  Der  Unterschied  wird  aber 
immer  geringer,  bis  schliesslich  Bir  a  -*  1 ,  im  Pnnkte  M, 
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die  Halbuen  eioander  gleich  werden  and  die  Ellipae  in 
denj  gegebeoeo'  Kreis  flbergeht.  Nimmt  s  noch  weiter 
ab,  rflckt  der  Mittelpankt  über  M  binans  in  der  Richtung 
3f[7  weiter,  ao  nehmen  die  Dimensionen  der  Halbaxen 
wieder  zn,  aber  in  der  Weise,  dass  die  zweite  die  grossere 
wird,  and  der  UuterscbieiJ  beider  beständig  zanimmt. 

3.  a  —  tg* j;  ß  =  Q.    Der  Mittelpnnkt  liegt  in  der  Richtung 

M  U  anendlich  weit  Di«  Curve  ist  die  in  §  3.  B  behan- 
delte Parabel. 

4.  t«*T  >  »  >  0.  Dann  ist  b  >  0,  |S  <  0,  •  >  0,  y  >  0. 
Die  Oleichang  stellt  Hyperbeln  dar  mit  reeller  zweiter 
Aze.  Die  znletzt  angefahrte  Parabel  kann  aacb  angesehen 
werden  als  Grenze  einer  Scliar  von  Hyperbeln  mit  wach- 
senden Dimensionen,  deren  einer  Scheitel  im  Endlichen 
bleibt,  whhrend  der  andere  in's  Unendliche  rückt.    Wird 

*  <  tg'f  <!■  b-  erscheint  der  Uittelpnnkt  aaf  dem  andern 
Zweige  des  geometrischen  Orts  oberhalb  von  Q  wieder,  so 
kommt  anch  der  andere  Zweig  der  Hyperbel  wieder  zum 
Vorschein.  Der  erste  kommt  ihm  von  unten  entg^en, 
die  £ntfemnng  der  Scheitel  wird  immer  klüner,  bis  diese 
endlich  znsommenstossen. 

5.  ■  —  0.  Dann  ist  der  Mittelpunkt  in  den  Punkt  Q  gerückt, 
die  Hyperbel  abergegangen  in  das  Paar  gerader  Linien 
PtPt  und  r^P,. 

tgf-V3 

6.  0  >  .  >  VS  "" .  Dann  ist  o  >  0,  jJ  <  ft  '  <  0, 

y3tg|-|-l 

}>  >  0.  Wir  bekommen  also  auf  dem  ganzen  Wege  Ton  Q 
bis  S  Hyperbeln  mit  reeller  erster  Aze.  Die  beiden  Zweige, 
welche  vor  Q  von  oben  und  unten  auf  einander  znrackten 
und  endlich  in  Q  zusammentrafen,  entfernen  sich  also 
nachher  seitlich  von  einander.  Dio  vier  Ereispunkte,  die 
vorher  sämtlich  auf  einem  Zweige  der  Hyperbel  lagen, 
verteilen  sich  nachher  auf  beide  und  zwar  liegen  P,,  P4 
auf  dem  einen  nnd  P„  P,  auf  dem  andern.  Anfänglich 
liegen  sie  s&mtlich  unterhalb  der  Xaxq  ;  allmählich  jedoch 
rückt  diese  gegen  sie  vor  und  tritt  schliesslich  zwischen 
dieselben.    Die  Curven  selbst ,  welche  gleich  nach  Q  eine 
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geringe  Gröne  der  reellen  Halbaxe  besitzen,  und  deren 
Asyniptoten  mit  der  ^aze  einen  ziemlich  grossen  Winkel 
bilden,  nehmen  nacb  und  nach  eine  weniger  nngewOhnliche 

Gestalt  an.    Da  V3  —  — — - —  anter  der  für  den  Winkel 
V31«|  +  l 

r  gemachten  Toranssetznagen  kleiner,  als  -  1,  so  passiren 
wir  anf  dem  Wege  Ton  Q  nach  8  auch  die  gleichseitige 
Hyperbel.  Setzen  wir  nftmlich  in  (19)  fttr  *  den  Wert  —1 
ein,  so  resnltirt  die  Gleicbang: 

j:._r»_J*C08(59) 

tg|-V3 

7.  »  =  ys ;      —  0.     Rockt  der  Mittelpnnkt  an 

V3tg|  +  1 

'S  heran,  so  nftbern  sieb  die  beiden  Hypcrb^zweige  wieder 
nnd  treffen  im  Punkte  S  zusammen.  Die  Cnrve  geht  in 
die  beiden  Geraden  P,Pi  nnd  Pj/*«  aber. 

tg|-V8  tg   ^  +  V3 

8.  V3  -  ■     ■  >  I  >  V3 .    Dann  ist  o>0, 

V3tgf+1  V3tg|-1 

ß  <,0,  «  <  0,  y  <  0.  Die  Gieichnng  liefert  wiederum 
Hjperbeln  mit  reeller  zweiter  Axe.  Die  beiden  Zweige, 
die  sich  von  rechts  nnd  links  näherten  nnd  in  S  znsam- 
mentrafen,  entfernen  sich  also  wieder  nach  oben  nnd  nnten 
von  einander.  Die  vier  Kreispankte  sind  wieder  anf  beide 
Zweige  verteilt,  aber  dieses  Mal  liegen  P«,  P,  anf  dem 
einen  oberen,  P|,  Pg  anf  dem  anderen  unteren.  Bei  wei> 
terem  Voranschreiten  des  Mittelpunktes  entfernt  sich  die 
reelle  Axe,  welche  erst  zwischen  den  Punkten  bindnrch- 
gieng,  allmählich  von  diesen;  die  Funkte  rucken  s&mtlicfa 
nach  der  negativen  Seile  der  X  Nachdem  die  Eutfernnng 
der  Scheitel  ein  gewisses  Maximum  erreicht  hat,,  nimmt 
dieselbe  wieder  ab,  bis  endlich  im  Funkte  R  die  Scheitel 
znm  dritten  Male  zusammenäülen. 

tgf+VS 

9.  *  —  1/3 ;   )-  —  0.    Die  Gieichnng  liefert  die 

VSlgf-l 

beiden  Geraden  P,Ps  nnd  P^Pj. 

Ank.  d.  Kltt.l  .  FliTi.  3.  Aalh*,  T.  XU,  U 
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10-    y  3 >■>—■».    HierfOr  ist  «  >  0,  /J  <  0, 

V3tg|-1 

'  ^  0,  )>  >  0-  Vir  erhaltea  demnach  Hyperbeln  mit  re- 
eller erster  Aze.  Die  Scheitel  weichen  also  vom  Punkte 
R  ab  wieder  nach  rechte  und  links  anseinander.  Die  vier 
Kreisponkte  liegen  wieder  anf  demselben  Zweige,  wie  es 
Tor  Q  bereits  der  Fall  gewesen  war. 

11.  «  —  -  00  oder  +  w  liefert,  wie  schon  im  vorigen  Paragra- 
pben  angegeben  warde,  eine  ebensolche  Hyperbel,  deren 
Uittelpnnkt  X  genannt  worden  war. 

12.  00  >  .  >  cot*  j.  SoiBt«<0,^>0,.>0,/>0.  Also 
auch  ftlr  den  weiteren  Lanf  des  Mittelpnnktes  von  L  in's 
Unendliche  ergeben  sich  Hyperbeln  mit  reeller  erster  Axe. 
Der  eine  Zweig  rOckt  immer  weiter  fort,  der  andere  bl^bt 
im  Endlichen  nnd  nähert  sich  immer  mehr  der  Parabd  A 
in  S  3-,  die  er  ftlr  einen  nnendlich  fernen  Hitt^pnnkt  er- 
reicht- 

Damit  ist  die  allgemeine  Discnssion  der  Gleichung  beendet,  nnd 
kSnnen  wir  nns  jetzt  der  Besprechnng  der  beiden  Orenzftlle  in- 
wenden. 

§6. 
Dlsensslon  der  beldei  Grenifllle. 

Wie  schon  in  §  4.  bei  Besprechnng  des  geometrischen  Orts  der 
Mittelpunkte  bemerkt  wnrde,  nnterschoidet  sich  der  erste  der  beiden 
Grenzftlle  Im  Wesentlichen  nicht  von  dem  allgemeinen  Falle.  Der 
einzige  Unterschied  besteht  darin,  dass  *  den  Wert  —1  nicht  zwischen 
Q  nnd  S,  sondern  in  S  selbst  annimmt,  nnd  dass  der  Pnnkt  L  mit 
R  zDsammenftllt. 

Aach  die  Gestalt  der  verschiedenen  Carven  in  *den  einzelnen 
Interrallen  ist  genaa  dieselbe,  wie  in  §  5.  ansränaqdergesetzt  wurde. 
Die  gleichseitige  Hyperbel  entspricht  dem  Pnnkte  8. 

Sehr  verschieden  wird  aber  die  Sache  in  dem  Falle,  dass  9  —  0 
isL  Wir  wissen  schon,  dass  dann  sämtliche  Uittelpnnkte  anf  der  Xaze 
liegen,  nnd  die  Aienrichnng  mit  der  Richtnng  der  Coordinaten  flber- 
einatinimt.    Die  Gleichnng  der  Curven  lautet  bierflr: 
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und  für  den  Hittelpankt  bommt: 

P-i(l  -») 

Ist  >>-l,  so  wird  p  negativ,  d.  h.  der  Hittelpnokt  liegt  suf 
der  negativen  Seite  der  X.  Die  Corve  selbst  ist  in  diesem  F&Ile 
eine  Ellipae.  Wächst  a,  so  rflckt  der  Uittelpnnltt  nach  links  immer 
weiter  fort,  um  far  1=00  im  Unendliclien  so  verschwinden.  Die 
Ellipse  geht  dahei  in  eine  Parabel  über,  deren  Gleichung  anf  den 
Scheitelpanfet  P^  bezogen  lantet: 

N&hert  sich  omgekefart  *  dem  Wert«  1 ,  so  rQckt  der  Uittelpwikt 
nach  M,  beide  Halbaxen  werden  kleiner,  nnd'der  Unterschied  iffischeo 
der  bisher  grosseren  ersten  iixe  und  der  zweiten  wird  beständig 
geringer,  bis  für  ■  —  1  der  Hittetpunkt  auf  M  tÜXl,  nnd  die  Ellipse 
in  den  gegebenen  Kreis  abergeht. 

Nimmt  «  noch  weiter  ab,  so  erhalten  wir  wiederum  Ellipsen, 
doch  ist  jetzt  die  zweite  Halbaze  die  grössere,  und  zwar  w&cbst  die- 
selbe sehr  schnell  Ikber  jedes  Mass  hinaaa ,  wfibrend  die  erste  lang- 
sam wcdter  abnimmt  und  sich  allmählich  dem  Werte  jr  nähert. 

Für  >  =  0  ist  die  zweite  Axe  unendlich  gross  geworden ,  die 
erste  bat  den  Wert  jr  erreicht,  nnd  aus  der  Ellipse  ist  ein  Paar 
paralleler  znr  Xaxa  senkrechter  Geraden  geworden,  nämlich  die  Ge- 
rade PtP^  und  die. im  Punkte  P|  au  den  Kreis  gelegte  Tangente. 
Der  Mittelpunkt   liegt  dann  auf  der  positiven  Seite  der  X  in  der 

Entfemnng  -.  von  JV,  und  die  Gleichung  in  Bezug  anf  denselben 
lastet: 


oder 


^-±r 


Dieses  Paar  paralleler  Linien. ist  anzusehen  als  Grenze  der  Ellipsen 
und  gleichzeitig  als  Grenze  der  zweiten  Parabel,  die  üch  bei  jedem 
von  null  verschiedenen  Werte  von  ^  darch  die  vier  Kreispunkte 
legen  IttssL  In  der  Tat  ergiebt  die  Betrachtung  der  unter  (14)  an- 
ge^benen  Coordinaten  des  Kreismittelpunktea  in  Bezug  auf  die 
Axen  der  Parabd ,  dasa  filr  ein  abnehmendes  9»  der  Scheitel  der 
Parabel  in's  Unendliche  räckt. 
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Dieses  selbe  Paar  paralleler  LiDien  ist  aber  drittens  auch  sn- 
zueebeD  als  Grenze  einer  Schar  von  Hyperbeln,  zn  der  wir  nvnmebr 
bei  weiterem  Fortschreiten  des  HlttelpnokteB  gelangen.  Die  beiden 
parallelen  Geraden  biegen  sich  genisBerniusen  nach  rechts  and  links 
niD,  während  der  bewegliche  linke  Scheitel  sich  dem  für  alle  bis- 
herigen  Carven  festen  rechten  Scheitel  P,  nftbert 

Auf  diesem  Wege  possiren  wir  anch  die  gleichseitige  Hyperbel 
bei  I  —  — 1.  Bei  >  —  —  3  ist  der  Mittelpunkt  nach  P|  gerflckt,  die 
beiden  Scheitel  sind  zusammengefallen,  and  die  Carre  hat  sich  rer- 
wandolt  in  das  Paar  gerader  Linien  i*,  P,  und  P,  Pg. 

Wird  ■  noch  kleiner,  so  bekommen  wir  wieder  Hyperbeln  mit 
reeller  erster  Axe.  Der  Uittelpankt  nnd  mit  ihm  der  ganze  rechte 
Zweig  'rückt  immer  weiter  fort,  der  linke  Zweig  dagegen  bleibt  im 
Endlichen  and  nähert  sich  immer  mehr  der  Parabel,  mit  der  wir  die 
Betracbtnag  begonnen;  er  erreicht  dieselbe  fsr  ■  —  — od,  wenn  der 
Mittelpunkt  in's  Unendliche  gerflckt  ist 


S7. 
Weitere  UmTomang  der  allg«inelneB  OlelchBig. 

Wir  treten  jetzt  an  die  in  S  2.  angedeutete  Aufgabe  näher  her- 
an, aas  den  Dimensionen  eines  gegebenen  Eegelschnitts  und  den 
Functionen  des  Winkels  7  die  Coordinaten  von  M  nnd  den  Radios 
r  zu  berechnen. 

Ton  grflsster  Wichtigkeit  tOx  die  Gestalt  einer  joden  Curre  ist 
das  Terbältuiss  der  CoefScienten  der  Gleichang.  Wir  wollen  dieses 
Verhfiltniss  in  (19)  eiafabren  and  setzen  za  dem  Zwecke 

(21)  »cos»|-sin«  J  -  «(cOB»|-.Bin«|) 

Dann  wird 


C08'7-+."8>'»"4 

*  CO«>J+i.«lll'J 
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Setzen  wir  dieso  Ausdrflcke   iii  die  Qioichttng  (19)  ela,  so  erhalten 
wir  znnichet: 

,  «cos'j  +8in' j- 

(22)  ^+t..r»=^  ^ —  X 

.[[l+2coB»|+u(l  +  2sin»|)]'-3(l-«)»siü»|J 
woraoB  Bicb  nach  eutoprechendor  Transformation  die  Gleichnag 

X'+u,  r»=3^[(t.»+14u+l)(i.+l)+(w-l)»co»(j,)] 
oder  auch 

(23)  Jr»+«.  r«-j^[«(«4-3)»««»(Jf)+(3i.+  l)»8inVi,)l 

ergiebt.    Die  rechte  Seite  der  Gleichnng  enthält  aneaer  r  und  u  nnr 
Fanctionen  dea  Winkels  if. 

Wir  massen  jetzt  die  Coordinaten  von  M  in  Bezug  auf  die 
Hanptaion  der  Cnrve  berechnen.  Unter  (8)  batton  wir  die  Coordi- 
naten des  Mittelpnnktes  U  der  Curve  in  Bezog  aaf  das  nrsprUng- 
licbe  System  angegeben.  Dieselben  AnsdrOcke  stellen  daher,  mit 
dem  entgegengesetzten  Vorzeichen  genommen,  die  Coordinaten  des 
Kreismittelpnnktes  in  Bezug  auf  ein  Axensystem  dar,  welches  durch 
den  Hittelpnnkt  der  Cane  parallel  zu  dem  ursprünglichen  Sfstem 
gezeichnet  wird.  Wir  Sachen  aber  die  Coordinaten  von  M  in  Bczng 
aaf  das  Hanplaxensystem  der  Cnrre,   welches  gegen   das  vorige  nm 

?  gedreht  ist.    Nennen  wir  diese  $  und  O,  so  ist: 

50  —  — pcos  j — jsinj; 
(34) 

O.  —  psinx  — ffcos-j 

Bevor  wir  hierin  die  AnsdrOcke  für  p  und  q  einsetzen,  müssen 
wir  dieselben  erst  transformiren,  indem  wir  einmal  den  Quotienten 
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:   Utbtr  (Jm  TriMCtiom  dt*  WuktU 


•COS* -x  + WO* -7 

—  durch  M  nnd  dann  ■  dnrch  den  Ausdruck — — — - 

«"  co««f  +uäa*l 

setzen.    Es  ergiebt  sich  dann: 


(2&) 


p-      ^{l-..)[2C«-l)cos»|+(«+l)cosf +1-hJ 


Snbstitiliren  nir  dies«  Werte  in  die  Gleichung  (S4)  nnd  ersetien  die 
Fnncdonen  des  halben  Winkels  dnrcb  die  des  vierten  Teils,  so  er- 
giebt sich  nach  geeigneter  Znsammenfossnng  der  Glieder 

^  =  _^a-.)cos5(4cos.^-3) 

Cl-     ^Cl-«)Bin^(4coB«^-l) 
oder 
(26)  ^ ^a-»)co»(iff)    uüd 

El=     ^(l-«)8ln((») 

Aucb  diese  AnsdrOcke  enthalten  nnr  r,  u  oud  Functionen  des 
Winkels  {9.  Da  dasselbe  fOr  die  rechte  Seite  der  Gleichnog  (23) 
gilt,  so  ist  damit  nachgewieseD,  dass  in  der  Ta({ans  den  Dimen- 
sionen einer  gegebenen  Uittelpanktscarre  zweiten  Gradee  mit  Hülfe 
des  Winkels  fv  die  Coordinaten  des  zugehörigen  Kreismittelpnnkta 
M  and  der  Badios  r  des  Kreises  gefunden  werden  kOnnen. 

Da  dasselbe,  wie  wir  Mher  nachgewiesen  haben,  aber  auch  for 
die  Parabel  gilt,  so  ist  damit  gezeigt,  dass  jede  beliebige  Curre 
zweiten  Grades  zur  Trisection  des  Winkels  verwendet  werden  kann. 

Wie  sich  im  einzelnen  Falle  die  geometrische  Construction  ge- 
staltet, wird  in  den  folgenden  Paragraphen  eingehend  erörtert  worden. 

S8. 
IM«  Triseetlen  de«  Winkels  mittelst  fester  Slllpeen.    Fignr  2. 

Nehmen  wir  an),  dass  die  Ellipse,  welche  zur  Trisection  ver- 
wendet werden  soll,  die  HalboCeu  a  nnd  b  hat,  so  lautet  die  Glei- 
chung derselben: 
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miUthl  btlitbigfr  jtüer  Kesekdinüu. 

„-r+ji  -1    oder    X»+j-,r»-a» 
Soll  die  Gleichung  (33)  diese  Gnrve  darstellen,  so  moss 
it  —  iä    und 


(ein,  worane 
(27)  r*. 


aV'4-3*«''»C0B»(i»)+6»(3a«+6*)»BiQ*(f9.) 

wird,    yemor  ergiebt  sich  auB  (26)  ftr  die  Coordioaten  von  M: 

r  a*— S»  , 
■-  -  4  —^-  sin(i9>) 

Diese  Formeln  ermöglichen  es,  aoB  den  Halhazen  a  nod  b  zu  jedem 
beliebigen  Winkel  iq>  den  Radius  r  und  den  Punkt  M  za  finden. 

Die  CoDstmcdon  selbst  w&rde  freilich,  ohne  besondere  Vorans- 
setznogen  in  dieser  Weise  gnsgefahrt,  recht  compllcirt  sein  nnd 
mttsate  fOr  jeden  neuen  Wiukol  von  Anfang  bis  zu  Ende  wiederholt 
werden.  Wenn  man  dagegen  zur  Constraction  Ellipsen  mit  be- 
stimmtem, in  Zahlen  nngcgebenem  Yerhältniss  der  Halbaxenqaadrata 
Tcnrendet,  so  ergiebt  sich  f&r  die  Constrnction  nnter  Umständen 
eine  wesootliche  Verein fachong. 

Unseres  Wissens  findet  sich  die  erste  Angabe  über  die  Trisection 
mittelst  einer  Ellipse  in  dem  dritten  Artikel  von  Fanzerbieter.  Die 
benutzte  Ellipse  hat  die  Ezcentricit&t  y|,  es  ist  also 


Unsere  Formeln  ergeben  fur  diesen  Fall: 
12a» 


27cos»(Jip)+25sin»(i<p) 

*  -  ^cos(M,    O g  sin(iT) 

Der  Terfosser  selbst  nennt  seine  GQnstmcUou  weniger  einhch.  In 
der  Tat  ist  dieselbe  schon  ziemlich  verwickelt  ond  leidet  an  dem 
Uebelstande,  dass  sie  fOr  jeden  neuen  Winkel  von  Anfang  an  wieder- 
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holt  «erden   iddss.    Der  folgende  Weg  fahrt  in    einfMber«  Wcäao 
zum  Ziele. 

Man  coDitrDire  zur  gegebenen  Ellipse  eine  conceDtriscbe  mit 
deo  Halbaxen  ja  and  gä,  deren  Gleichang  als« 


-9-    rs»' 

lantet  Trägt  man  jetzt  in  0  an  die  positive  Seite  der  Abadasen 
Bach  unten  bin  den  Winkel  itp  an  nnd  verl&ngert  die'Linie  bis  inm 
Schnitte  mit  der  Ellipse,  so  findet  sich  das  Qnadrat  des  sngebfirigea 

12a' 
Radinsvector  gleich  »,„„,«,3    .rot      «/«    ■■  Der  RadiaBvector  »teilt 

also  direct  den  KreisradinB  r  dar.  Wenn  man  dann  dnrcb  die  Mitte 
des  Radinsvectors  r  eine  Parallele  znr  Taxe ,  darch  den  Endpunkt 
des  ersten  Sechstels  eine  Parallele  znr  Xaxe  zieht,  so  schneiden  sich 
dieselben  in  dem  gesuchleu  Mittelpunkte  M.  Man  hat  also  nach  dieser 
CoDstrnction  nur  den  jedesmaligen  Winkel  }9>  anzatragen,  den  gefun- 
denen Radinsvector  in  6  gleiche  Teile  zu  teilen  nad  dnrcb  die  ent- 
sprechenden Tüilpuahte  Parallele  zu  den  Azen  zu  ziehen. 

In  ahnlicher  Weise  wird  sich  die  Constmction  bei  andern  Werten 
von   r^  einrichten  lassen. 

Auch  im  allgemeinen  Falle  lässt  sich  eine  Ellipse  derart  angeben, 
dass  der  unter  dem  Winkel  J9  gezogene  Radiusvector  den  Kreis- 
radins  r  darstellt.    Die  Gleichung  derselben  laotet: 


/   4a6«   Y  " 


Obwol  die  Constructiqn  dieser  Ellipse  nicht  mehr  Schwierigkeiten 
bietet  als  die  derjenigen  Curve,  von  welcher  nachher  die  Rede  sein 
wird,  Bo  ziehen  wir  doch  for  den  allgemeinen  Fall  eine  andere  Me- 
thode der  Lösung  vor,  da  es  auf  dem  ersten  Wege  noch  wieder  be- 
sonderer complicirter  Constructionen  bedarf,  nm  aus  dem  gefondenen 
T  nun  wirklich  die  Coordinateu  Sß  und  O  zu  gewinnen. 

Die  Sachö  gestaltet  sich  einfaeher ,  wenn  man  statt  der  obigen 
Ellipse  den  geometrischen  Ort  der  Kreismittelpnnkte  benutzt  Man 
hat  dann  für  jeden  einzelnen  Winkel  1 9.  nur  noch  die  Richtung  von 
OJtf  ZQ  bestimmen  nnd  findet  den  Kreismittelpunkt  als  Durchschnitts- 
punkt des  geometrischen  Orts  mit  einer  in  dieser  Richtung  g 
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Oeraden.  Den  Radios  r  erhält  man  dann  gaoz  von  selbst,  weDn 
man  in  M  an  eine  znr  positiven  ^aze  parallel  gezogene  Gerade 
nach  oben  den  Winkel  iq>  anträgt  und  den  freien  Schenkel  bis  znni 
Schnitt  mit  der  Ellipse  vcrlänE^ert.  Wir  findon  diesen  geometriflchen 
Ort  der  Kreismittelpunkte,  wenn  wir  die  Werte  von  rcoit^tp)  nnd 
rsin(j9),  die  sich  ans  (28)Jergcbon,  in  dio  Gloicliong  (27)  einsetzen. 
Es  ergiebt  sicti  dann  dio  Gleichnng: 

L  o'+S*"  J         L   »a'  +  ft-J 

Was  nnn  die  Constraction  diesvr  Ellipse  angeht,  so  wolli-ii  wir 
znnäcbst  die  Annahme  machen ,  dass  a  >  e  igt  Der  Brenpankt  F 
liegt  dann  anf  der  Jaxe  in  der  Entfernung  ')/a*—b*  von  0.  Be- 
rOcksichtigen  wir  femer  die  Darstellangeo 


jT/a»+3*«=)/^-^'+i» 


iy3a«+A»-|/a» 


■0  ergeben  sich  fflr  die  Halbaxen  die  folgenden  Constmctionen : 

1.  Man  errichte  in  der  Mitte  tou  OF  ein  Lot,  welches  dio 
durch  den  Scheitel  B  znr  Zütlo  gezogene  Parallele  in  E 
trifft,  verbinde  0  mit  £  nnd  trage  von  0  ans  JOf  darauf 
ab  bis  O.  Verbindet  man  dann  E  mit  A,  zieht  GH  par. 
EA,  verbindet  ^mtt  E  nnd  zieht  OJ  par.  Eff,  so  iBt  OJ 
die  erste  Ualbaxe  der  Ellipse. 

Beweis:   Nach   der  Constraction  verhält   sieb  0<7  zn 
0£  wie  y««— i»  za  Va'+Sb*.    Es  ist  daher 


OJ=OH.^~ 


2.  Man  beschreibe  am  OA  einen  Halbkreis,  ferner  mit  iOF 
nm  A  einen  Kreis,  welcher  den  Halbkreis  in  £  trifft,  ver- 
binde  0  mit  K  und  trage  von  0  aas  iOF  daranf  »^  biaL. 
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Terbiadet  man  dann  K  mit  B,  sieht  LN  par.  ^B,  vevbiBdet 
N  mit  K  nnd  zieht  LT  par.  KN,  so  ist  07  die  nräls 
Halbaxe. 

Bewoia:  Es  Twh&lt  aich  OL  u  OK  wie  V««  —6«  n 
y3o»+6«.    Daher  ist 

Q.w-6^7^ — -  nud  or-  r^.  ,;J 

y3a«+6«  3a»-fS« 

£■  kommt  nnn  darauf  an  die  BichtnDg  OM  zd  bestimmeD.  So- 
fern wir  aeaehmeD,  daas  der  zu  trisecirend«  Winliel  |9  ein  con- 
caver  ist,  liegt  M  im  Tierten  Quadranten.  Bezeichnen  wir  den  Winkel, 
welchen  OM  nit  der  positiven  Jtaxe  bildet,  mit  9;  so  eigiebt  sich 
ans  (m 

t«*  =  -.tg(iq>) 

Man  ziehe  nnn  im  Scheitel,  A   die  Tangente  ond  errichte   auf 

der  positiven  Seite  der  X  im  Abstände  —   von  0  nach  beiden  Seiten 

das  LoL  Uon  Fosspnnkt  dieses  Lotes  findet  man  am  einfachsten,  indem 
man  C  mit  B  verbindet  and  in  B  auf  BC  die  Senkrechte  errichtet, 
welche  die  ^axe  in  dem  gewtlnschteu  Paukte  trifft.  Nach  diesen 
Vorbereitungen  gestaltet  sich  die  Constmction  nnn  einfach  in  der 
folgenden  Weise:  Man  trage  an  0.^  nach  nnten  ig>  an  und  verlän- 
gere den  Scboukel,  bis  er  das  Lot  in  V  trifft,  riebe  FW  par.  OA  und 
verbinde  W  mit  0,  so  ist  Off  der  gesuchte  Badinsvector,  aaf  wel- 
chem der  Uittelpnnkt  Jtf  liegt 

Beweis.    Es  ist 

iTT- jtg«9)  =  atgU0W) 
also 

tglAOW) —^,te{i<p)  —  tg»    nnd    WW.^0»'— # 

Der  Uittelpnnkt  JU  ist  der  Schnittpunkt  von  OW  mit  dem 
geometrischen  Ort  der  Kreismittelpnnkte.  Zieht  man  dann  dnrch  Jf 
eine  Fandiele  za  OA,  tr&gt  nach  beiden  Seiten  den  Winkel  |9>  an, 
verlängert  den  oberen  Schenkel  bis  znm  Schnitlpnnkt  F^  mit  der 
gegebenen  Ellipse  nnd  beschreibt  mit  MPt  nm  M  den  Kreis,  so  trifit 
derselbe  die  Ellipse  in  den  Eckpunkten  F,,  P^,  Pg  eines  gleichsei- 
tigen Dreiecks,  and  es  teilt  die  Torbiudungslinie  MFi  den  ganzen 
Winkel  J7  in  drei  gleiche  Teile. 
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Nacbdem  der  geometriscbe  Ort  der  Krdsmittelpnnkte  einmal 

coDBtrairt,  In  A  die  Scheiteltangente  und  im  Abstände   -  von  0  die 

Senkrechte  zur  Xaxe  gezeichoet  ist,  gestaltet  sich  also  die  weitere 
ConBtrnctioa  im  ednielaan  Falls  Behr  einfach. 

Uebrigeos  gilt  dieselbe  ConstnictiOD  auch  fttr  Winkel  grüBser 
als  1800. 

0er  Punkt  JfrQckt  dann  in  den  dritten  Quadranten.  In  diosom 
Falle  rnnss  natQrlich  der  Schenkel  des  in  0  an  OÄ  angetragenen 
Winkels  Jip  über  0  hinana  verlängert  werden;  die  Pnnkte  V  nnd  W 
liegen  im  ersten  Quadranten  und  M  liegt  dieses  Mal  auf  der  Vcr- 
Ungening  von  OW  tber  0  binans. 

M  FOr  den  Winkel  180«  fällt  M  mit  dem  anteren  Scheitel  des 
geometrischen  Orts  der  Ereismittelpnnkte  zusammen  nnd  r  ist  gleich 
der  Entfernnng  dieses  Punktes  von  B.  Far  den  Winkel  Seo"  end- 
lich ist  M  der  linke  Scheitel  der  Mittelpanktscurre  nnd  r  die  Ent- 
femong  dieses  Punktes  von  C.  Anch  in  diesen  F&Uen  behalt  unsere 
ConstmcUon  ihre  Gültigkeit. 

Wir  gehen  nun  zu  dem  zweiten  Falle  über,  daas  a  <  6  ist. 

Der  Brennpunkt  E  liegt  dann  auf  der  Faxe  in  der  Entfernnng 
Vft»— o*  von  0.  Der  geometrische  Ort  der  Ereiamittolpankto  ist 
dann  geoan  dieselbe  Ellipse,  die  man  erb&lt,  wenn  man  die  grössere 
Balbaxe  h  als  die  erste,  die  kleinere  a  als  die  zweite  ansieht  und 
die  Constraction  nach  den  im  ersten  Falle  angegebenen  Vorschriften 
«nsfahrt 

Der  Mittelpankt  JH  liegt  in  diesem  Falle  ^r  concave  Winkel 
|9  im  zweiten  Quadranten,  fDr  convexe  im  ersten. 

Um  die  Richtung  OM  zu  finden,  ver&bre  man  nie  fraher.  Uan 
ziehe  in  A  die  Scheiteltangente,  verbinde  C  mit  B,  errichte  ia  B 
auf  BC  das  Lot,  welches  dieses  Mal  die  Teriangemng  von  OA  trifft 
nnd  construire  in  dem  Schnittponkte  das  Lot.  Dann  trage  man  an 
OA  den  Winkel  ^<p  an,  verlängere  bis  znm  Schnittpunkte  V  mit  dem 
Lote,  ziehe  VW  par.  AO  und  verbinde  0  mit  W.  Bei  concavem 
Winket  j^  liegt  dann  Jf  auf  der  Veriangernng  von  WO  flbor  0  hin- 
ans,  bei  conTezem  auf  OW  selbst. 

Die  Bebandlnng  der  beiden  Fälle  l&sst  trkennen,  das«  man  mit 
Hälfe  derselben  Ellipse  jeden  Winkel  auf  2  Arten  triseciren  kann. 
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Bei  der  einen  Constraction  Offnet  sich  der  Winkel  von  AT  atu 
in  der  Richtang  der  positiveD  ^aze,  bei  der  andern  in  der  Bichtnng 
der  positiven  Taxe.  Beidu  Hittolpuntcte  liegen  auf  derselben  Ellipse. 
Ist  in  der  zq  GrnndJ  liegenden  Ellipse  die  erste  Ase  grftaaer  als  die 
zweite,  'SO  liegt  bei  coucavem  }f  der  eine  Hittelpnnkt  im  Tierten, 
der  andere  im  dritten,  bei  couTozem  )r  der  eine  im  dritten,  der  an- 
dere im  zweiten  Qnadranten.  Ist  dagegen  die  erste  Axe  kleiner  als 
die  zweite,  so  liegt  l»i  concavem  j^  der  eine  Mittelpunkt  im  zwei- 
ten, der  andere  Im  ersten,  bei  convexem  J9  der  eine  im  ersten,  der 
andere  im  vierten  Quadranten.  Da  nnn  aber  der  Symmetrie  wegen 
zn  jedem  dor  beiden  Hittelpnnkte  nocli  drei  andere  gebflren,  von 
denen  ans  die  Triseetion  ebenfallB  aaagefllhrt  worden  kann,  so  giebt 
es  im  Ganzen  8  Tcrscbiedene  Hfiglichkeiten. 

Bei  «wei  derselben  öffnet  sicli  der  Winkel  nacb  der  Ricktang 
dor  positiven,  bei  zwoi  andern  nacb  der  der  negativen  .Xaxe,  ebenso 
bei  zwei  weiteren  nacb  der  der  positiven  und  bei  den  beiden*  letzten 
nacb  der  der  negativen  Faxe. 


S9- 
Die  Trineetion  4<s  Winkele  alttelst  foster  Hyperbeli.    Fig.  3. 

Es  sei  die  Byperbel 

1«     i»  —  * 

gegeben.    Soll   diese    mit  der   dnrck   Gleichung   (23)   dargestellten 
Cnrre  identisch  sein,  so  mnss 

a* 
**=  -4» 
ond 

«•=  i5{^.[''»(a"-3*»)»cos«(iy)  -lfl{3a'-b*)*»in\l<p)^ 

sein,  worans 

™'  ~  a'(o'— 3i»)»C0S*(J<p)— A*(3a»-6»)»Bin»(l9) 

wird.    Ans  (26)  erbalten  wir  ferner  Air  die  Coordinaten  Ton  M: 

(31)     ^__^^J^'cos(Jv),     0»_^?!J*?Bin(J9) 
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Ferner  wird  der  geometrische  Ort  der  KreiBmittelpnnkte   dar- 
gestellt durch: 

Der  Aosdrock  fOr  r*  iMBt  zim&chst  erkeunen,  das«  das  Intervall  der 
Winkel  l<p,  nelche  mit  Hälfe  der  vorgelegten  Hyperbel  trisecirt 
werden  können,  ein  bescbr&nktes  ist  Die  Construction  Ist  nnr  dann 
aoBführb«:,  wenn  der  Nenner  von  r*  positiv  ist,  also  nnr  fOr  die 
Werte,  fOr  welche 

a»(a»  — 3**)»cob»(Jt)  >  4»(3o»  — 6*)*Bin»('9)     oder 

a»(o«— 36«}« 
(33)  tg'«y)<ft«(aa»-frV 

ist  Die  Constmction  kann  in  analoger  Welse  augeftlbrt  werden 
wie  bei  der  Eilipie,  Der  Uittelponkt  M  wird  gefanden  als  Dnrch- 
Bchnittspnnkt  des!  geometrischen  Orts  mit  einer  dnrch  0  gehenden 
Geraden.    FOr  concftTe  Winkel  (v  liegt  AI  im  dritten  Quadranten. 

Bezeichnen   wir   den  Winkel,    welchen  OM  mit  der  negativen 
3.  na  bildet,  mit  d-,  so  ist 

t«*  -  ^  »«(!*) 

Wenn  wir  ferner  den  Winkel,  welchen  die  im  entsprechenden  Qua- 
dranten liegende  Asymptote  der  Mittelpanktsbyperbel  mit  der  nega- 
tiven X  axe  bildet,  t  nennen,  bo  ergiebt  sich  ans  (32)  der  Wert 

6«(a'-3iV 
^'  -  o»(3a*-6«)< 

Die  unter  dem  Winkel  »  gezogene  Qerade  trifft  daher  die  HTperbel 
der  Hittelponkte  nnr  dann,  wenn 

a»(<i«— 3J«)* 
tB»#<tg*t    oder    tsHi'pXtusa* -h*)' 

ist  Dieses  Besaltat  stimmt  mit  dem  ans  dem  Ausdruck  von  r*  ge- 
wonnenen vOIlig  überein,  nnd  wir  erkennen  jetzt,  dass  die  H^ierbel 
desw^en  fflr  keine  grosseren  Winkel  zur  Trisection  verwandt  werden 
kann,  weil  dann  die  anter  dem  Winkel  <^  gezogene  Gerade  den 
geometriBchen  Ort  der  Uittetpnnkte  nicht  mehr  trifft. 
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Will  mui  grösser«  Winkel  trisedrea,  so  mnss  man  sich  der 
Goigagirten  Hyperbel 

a*~  b' * 

bedienen,  welche  gerade  fOr  dieae  und  nnr  fOr  dioso  benutzt  werden 
kann.  Man  zeicbne  also  gleich  tod  vom  herein  beide  Hyperbeln 
und  die  beiden  zugehörigen  geometrischeo  Oerter  der  Ereismittel- 
pnnkte,  welche  natttrlich  ancb  coiungirt  sein  mOsscn.  Dann  lassen 
sieb  alle  Winke)  triseciren  mit  alleiniger  Anenahme  deijenigen,  fOr 
welche 

»«*»»>  -  j«(3«»-a«)« 

ist.  Die  GonatrnctioB  des  RadinSTectors  bleibt  anch  Rtr  die  con- 
jngirte  Hyperbel  dicsflbe.  Liegt  Jlf  auf  dem  geometrischen  Ort  znr 
ersten  Hyperbel,  so  wird  dor  Winkel  J9  anch  darch  die  erste  Hy- 
perbel trisecirt,  im  andern  Falle  durch  die  zweite. 

Nnr  wenn  die  Richtung  des  Radinsrectors  mit  der  Richtung  der 
Asymptoten  zur  Cnrre  der  Mittelpunkte  ttbereinstimmt ,  ist  die  Tri- 
section  unmöglich,  da  dann  M  unendlich  weit  rUckt. 

Bevor  wir  in  der  Betrachtung  des  allgemeinen  Falles  fortfahren, 
ist  es  wünschenswert,  das  bisher  Abgeleitete  au  Beispielen  zu  de- 
monstriren. 

Die   gleichseitige   Hyperbel. 

Der  geometrische  Ort  der  Kreis mitt«lpunkte  hat  die  Eigenschaft, 
in.  einem  Falle  mit  dor  gegebenen  Hyperbel  selbst  abereinzustimmen. 
Dieser  Fall  tritt  ein  für  die  gleichseitige  Hyperbel. 

Setzen  wir  in  (32)    a*  =  b*.    so  kommt 

FDr  die  Coordinaten  von  M  ergiebt  sich  femer 

$-~^coB(Jv),     O--^Bln(Jv) 

Endlich  wird 

r  =  2  .  OJtf 

Die  Constmction  mit  BOlfe  der  Hyperbel  selbst  ist  ansftlbrbar,  so  lange 
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ist,  d.  h.  für  alle  Winkel  nnter  SO».  Fflr  die  Winkel  Aber  90»  gut 
die  conJDgirte  Hyperbel.  Die  ConBtrnction  gestaltet  sich  folgender- 
massen;  Man  trage  in  0  an  die  negative  Xaxe  nach  nnten  den 
Winkel  {^  an  nod  verlängere  den  Schenkel  bis  Kam  Schnitte  mit 
der  gegebenen  Hyperbel.  Der  Schnittpnnkt  ist  der  Ereismittelpnnkt 
Jf,  nnd  MO  ist  gleich  ^.  Han  verlängere  dann  310  über  0  hinans 
bis  zom  Schnitte  mit  dem  andern  Hyperbelzweig  nnd  besehrdbe  mit 
der  Entfemnng  von  Mhia  zn  diesem  Schnittpunkte  nm  JLf  den  Ereia, 
«elcher  die  Hyperbel  noch  in  den  drei  weiteren  Pnnkten  P,,  P,, 
P)  der  Art  trifft,  dasi  P,,  Pj,  P,  die  Ecken  eines  gleichseitigen 
Dreiecks  bilden,  nnd  MP,  den  in  Jlf  an  MO  angetragenen  Winkel 
iq>  tnoecirt  Es  ist  die«  die  in  dem  ersten  Artikel  von  Panzerbieter 
)  Lösung  de«  Probtuns. 


Die  Hyperbel  von  der  Exentrlcität  2. 

Noch   in  zwei   andern  Fällen   erfordert  die   Gonstmction   des 

geometrischen   Orts   keine  besondere  Anstrengnng,  wenn   nämlich 
entweder 

3a'  —  *'  oder    a*  —  34«    ist. 


Im  ersten  Falle  erhalten  wir  die  Gleichni« 


welche  zwei  zor  Xaxe  senkrechte  Geraden  darstellt    Die  Oloichnng 
der  Hyperbel  heisst  dann 

X*      r» 

«»        3a«  "  ' 

ihre  Excentricität  ist  also  gleich  2. 

Ferner  folgt  aas  (33),  dass  in  diesem  Falle  die  Cnrve  zar  Tri- 
section  aller  Winkel  verwendet  werden  kann,  fQr  welche 


ist,  d.  h.  fOr  alle  Winkel  mit  Ausnahme  des  gestreckten ,  während 
die  coiyngirte  Hyperbel 


znr  Trisection  vOllig  ungeeignet  ist. 
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For  r  ergiebt  sich  dw  Wert  ±  J  ^^^^,  je  nachdem  lfl>  coocav 
oder  convcx  ist,  nad  als  CoordinateD  des  MittelpnakteB  M 

Bei  concavem  Winkel  liegt  demDach  M  im  dritten,  bei  coDTfflcem  im 
vierten  Quadranten. 

Darans  ergeben  sich  die  folgenden  Constmctionen ,  «clcbe  fast 
ebenso  einfach  sind  wie  die  bei  der  gleichseitigen  Hfperbel. 

Ist  i<fi  concav,  so  trage  man  im  Scheitelpunkte  A  tu  AO  nach 
unten  die  H&lfte  des  Winkels  an  und  verlängere  den  Schenkel,  bis 
er  die  Senkrechte 


trifft.    Dann   ist,  der  Schnittpunkt   der  gesuchte    Kreismittelpunkt 
Jlf  nnd  die  Entfernnng  MA  gleich  dem  Ereiaradiaa  r. 

Wie  mau  erkennt,  gehen  alle  Kreise  dnrch  den  Scheitel  A  der 
Hyperbel. 

Im  Falle,  daes  {91  convex  ist,  trage  man  Itp  im  andern  Schei- 
telpunkte C  an  die  Veriftngerung  von  0  C  nach  nuten  hin  an  nud 
verlängere  den  Schenkel,  bis  er  die  Senkrechte 


trifft.    Dana  ist  wiederum  der  Schnittpunkt  der  Mittelpunkt  if  and 
die  Entfernung  MC  gleich  dem  Radios  dos  Kreises. 

In  diesem  Falle  gehen  alle  Kreise  durch  den  Scheitel  C. 

Beide  Fälle  lassen  sich  anch  vereinigen,  wenn  man  den  Mittel- 
punkt 3f  in  der  frttbereu  Art  als  DnrchBchnitt^pankt  einer  dnrch  0 
gehenden  Geraden  mit  dem  geometrischen  Orte  bestimmt.  Man  er- 
richte auf  der  positiven  X  axe  in  der  Entfernung 


-3a 


das  Lot,  constmire  die  Scheiteltaugente  in  A,  trage  in  0  an  0^ 
nach  oben  i<f  an,  verlängere  den  Schenkel  bis  zum  Schnitt  mit  der 
Senkrechton  (^eventuell  Über  0  hinans),  ziehe  durch  den  Schniltpunkt 
eine  Parallele  zur  X  axe  nnd  verbinde  den  Schnittpunkt   dieser  Pa- 
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rtllel«n  and  der  Taugeate  mit  0.  Im  Falle  eines  concaveii  Winkels 
liegt  dann  M  aal  der  Terl&ngening  dieser  Verbindnngslinie  Ober  0 
hinanB,  im  Falle  eines  convezen  Winkels  auf  ihr  selbst. 

Da  Enm  Punkte  M  noch  3  andere  za  den  Axen  symmetriBcti 
gelegene  geh&ren,  von  denen  aus  der  Winkel  ebenfalls  trisecirt 
werden  kann,  so  giebt  ob  im  Ganzen  4  Möglichkeiten.  Bei  Ewei 
derselben  öffnet  sich  der  Winkel  in  der  Gichtang  der  positiren  JCaxe, 
bei  den  andern  beiden  in  der  entgegengesetzten  Richtang.  Aasser- 
dem  giebt  es  noch  4  weitere  UaglichkeiCen,  bei  welchen  sich  der 
Winkel  nach  der  positiTen  and  negativen  faxe  Offnet.  Dieselben 
ergeben  sieb  aber  erst  aas  der  Betrachtang  des  FiUles 

a»  — 36» 
za  dem  wir  jetzt  obergefaen. 

Wenn    o*  —  3ft*    ist,  so  Usst  sich  die  Hyperbel 


da  bierfttr  der  Ausdruck  von  r*  stets  negativ  ist,  Oberhaapt  nicht 
znr  Triscction  Terwonden,  wobl  aber  die  conjagirte  Hyperbel 

3A«       Jfl  " 

Diese  bat  wieder  die  Excentricitftt  2  nnd  nnterscheidet  sich  von  der 
vorigen  nnr  dnrch  die  Lage  zn  den  Axen  W&hrend  sich  im  vorigen 
Falle  der  trisecirte  Winkel  von  ^ans  in  der  Riebtang  der  Uaaptaze 
erstreckte,  Öffnet  er  sich  jetzt  senkrecht  dazn. 

Es  wird  fOr  diesen  Fall 

'""^aiB({yr    ^ ihcoi{i<p)    und    0  =  -^ 

Die  Conslmction  gilt  demnach  für  alle  Winkel;  Jf  liegt  für  concave 
Winkel  im  dritten,  fUr  convezo  im  vierten  Quadranten.]^ Man  trage 
fOr  einen  concaven  Winkel  das  Gomplement  des  halben  Winkets  im 
Scheitel  £  an  if  0  nach  links  hin  an  aad  verlängere  bis  znm^Scbnitt 
mit  der  Geraden 

Dieser  Schnittpnnkt  ist  dann  der  Mittelpunkt  M  und  MB  der  Kreis- 
radios.    Alle  Kreise  gehen  dnrch  den  Scheitel  B. 

Anh.  d.  Mitt.  1.  Pliji.    a.  BailiB.  T.  Xn.  M 
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Ist  der  Winkel  convez,  bo  trage  man  |g>  —  90"  in  A  an  BO  nacli 
rechte  Iiin  an  vnd  verlängere  wieder  bis  mm  Schnitt  mit 


Der  Schnittpunkt  ist  M  nud  MB^  der  Radins.  Alle  Ereiee  gehen 
darch  denselben  Scheitelpunkt  B. 

Uebrigens  l&sst  sich  anch  hier  der  Mittelpunkt  31  fär  beide  F&lle 
in  derselben  Weise  finden,  wenn  man  denselben  als  Schnittpunkt 
des  geometrischen  Orts  mit  einer  durch  0  gehenden  Geraden  be- 
stimmt.   Man  errichte  auf  der  positiven  ^axe  in  der  Entfemang 

°'-  i» 

das  Lot,  construire  im  Scheitel  Ä  der  conjugirten  Hyperbel  die  Tan- 
gente, trage  in  0  an  0  ^  nach  unten  Jip  an,  verlängere  den  Schenkel 
bis  zum  Schnitte  mit  der  Senkrechten  (eventnell  Qber  0  hinaus], 
ziehe  durch  den  Schnittpankt  eine  Parallele  zur  Xaxe  und  verbinde 
den  Schnittpunkt  dieser  Parallelen  und  der  Tangente  mit  0.  Im 
Falle  eines  concaven  Winkels  liegt  dann  M  auf  der  Verlängerung 
dieser  Linie  über  0  hinaus,  im  andern  Falle  auf  ihr  selbst 

Es  ist  dies  fast  wörtlich  die  im  Falle  3a*  =  fi*  an  der  ent- 
sprechenden Stelle  angegebene  Conslrnction. 

Aas  der  Betrachtung  beider  Fälle  erf^ebt  sich  das  Resultat,  daaa 
es  im  Ganzen  8  Möglichkeiten  gicbt,  mit  Hilfe  der  Hyperbel  von 
der  Excentricit&t  2  den  Winkel  zu  triacciren.  Von  1  symmetrisch 
za  den  Äsen  gelegenen  Mittelpunkten  öffnot  sich  der  Winkel  in  der 
Richtung  der  Haoptaxe  nud  entgegengesetzt,  von  den  4  andern  in 
den  beiden  dazu  sonkrecbten  Ricbtangon. 

Diese  Lösung  der  Döaiteilung  des  Winkels  findet  sich  sowol  in 
den  ersten  beiden  Artikeln  von  Panzerbietcr  wie  auch  in  der  ge- 
nannten Program  mabbandlung. 

Weitere  Behandlung  im  Falle  einer  beliebigen 
Hyperbel. 

Es  war  schon  gesagt  worden  und  hat  sieb  auch  in  den  behandelten 
Beispielen  bestutigt,  dass  die  Constrnctiou  des  Mittelpunktes  fOr  die 
ursprüngliche  Hyperbel  wie  für  die  conjngirte  nach  derselben  Regel 
ausgeführt  werden  kann.  Der  Qrund  hierfür  liegt  in  dem  Umstände, 
dass  die  Formelu  (31)  nnabhllngig  davon  sind,  von  welcher  der  beid» 
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Hyperbeln  im  gegebenen  Falle  die  Trisection  wiitlich  luugeßlbrt 
wird.    Es  ist  allgemein 

tg*  =  |*t«(iy) 

Daraus  ergiebt  sich  die  folgende  ConstractJon,    welche  der  fOr  die 

Ellipse  gegebenen  ganz  analog  ist:   Mao  ziehe   im   Scheitel   A  die 

Tangente  nnd  errichte  auf  der  positiven  Seite  der   X  im  Abstände 

b* 

~  von  0  das  Lot.  Den  Fasspnukt  findet  man  am  einfachsten,  indem 

man  C  mit  B  verbindet  nnd  in  B  anf  BC  die  Senkrechte  errichtet, 
welche  die  Jfaxe  in  dem  gosachten  Pnakte  trifft.  Sodann  trage  man 
]9  an  OA  nach  oben  an  uod  verlängere  den  Schenkel  (eventnell 
ttber  0  hioaus),  bis  er  das  Lot  in  V  trifft,  ziehe  VW  par.  0^1  nnd 
verbinde  W  mit  0.  Im  Falle  eines  concaven  Winkels  itp  liegt  dann 
M  anf  der  Terl&ngernng  des  Kadinsvectors  tkber  0  hinaus,  im  Falle 
eines  convexen  Winkels  anf  ihm  selbst.  Je  nachdem  nnn  die  eine 
oder  andere  Mittelpunktscurve  getroffen  wird,  wird  der  Winkel  durch 
die  eine  oder  andere  Hyperbel  trisecirt. 

Fflhrt  man  die  Constroction  in  entsprechender  Welse  ffkr  die 
Faxe  ans,  indem  man  die  conjngirto  Hyperbel  als  die  ursprOagliche 
ansieht,  so  erhält  man  noch  einen  zweiten  Radinsvector,  auf  welchem 
der  Mittelpunkt  M  liegt,  von  welchem  ans  der  Winkel  iip  sich 
nach  der  Faxe  hin  öffnet.  Za  jedem  der  beiden  Pnnkte  gehören 
aber  noch  drei  andere  symmetrisch  zn  den  Axen  liegende,  es  lässt 
sich  also  auch  im  allgemeinen  Falle  die  Constraction  anf  8  ver- 
schiedene Arten  ansftthren. 

Auch  die  ConstrnctiOD  des  geometrischen  Orts  der  Mittelpunkte 
kann  in  Uinticher  Weise  erfolgen  wie  bei  der  Ellipse.  Der  Brenn- 
punkt F  liegt  anf  der  ^aze  in  der  Entfernung  "^a^-i-b*  von  0.  Je 
nach  dem  Verhältoiss  dieser  Strecke  zu  den  Axen  2a  und  2b  gestaltet 
sich  der  Anfang  der  Constmction  verschieden.  Um  dieselbe  wenig- 
stens ftlr  einen  Fall  Tollständig  angeben  za  können,  wollen  wir  die 
Annahme  machen,  dass  a*  >>  ^*  sei.  Es  ist  ans  den  Formeln  leicht 
zn  entnehmen,  wie  sich  die  Constmction  für  die  andern  Fälle  ver- 
ändert Für  nnsern  Fall  ist  a'+b*  >  ib*  nnd  4a»  >a»+6».  Die 
Constmction  ist  die  folgende: 

1.  Man  constroire  Aber  ^0^  als  Hypotenuse  das  rechtwink- 
lige Dreieck  OEZ,  dessen  eine  Kathete  EZ  gleich'^  ist, 
nnd  trage  von  0  aus  auf  0£  und  dessen  Verlängerung 
^OF  ah  bis   G.     Yerbindet  man    dann  E  mit^il,   zieht 
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Glaitr:    L'tbrr  Jit    Tntetim  dtt    IPratfb 

GB  pir.  EA,  verbindet  ^  mit  £  ind  rieht  GJ  ptf.  EB, 
w  üt  OJ  die  ente  Halbaie. 

2.    Man  constniire  aber  OJ  als  Hjpoteniue  du  recht- 
winklige Dreieck  OKA,  dessen  eine  Kathete 


ist  nnd  trage  von  0  ans  anf  OK  iOF  ab  bis  L.  Verbindet 
man  dann  JC_mit  B,  zieht  L  N  par.  KB^  verbindet  N  mit  S 
nnd  zieht  L  T  par.  SS,  so  ist  0  7*  die  sweJte  Halbaxe. 

Wahrend  bei  der  Ellipse  die  Coustraction  stets  endliche  Werte 
erglebt,  die  der  Grösse  nach  unter  den  Halbaxen  der  gegebenen 
Ellipse  gelegen  sind,  gcsUltet  sich  hier  die  Sache  ganz  anders.  Um 
nna  eine  klare  Vorstellnng  zn  verschaffen,  wollen  wir  die  Annahme 
machen,  daas  die  Halbaxe  a  fisl  gegeben  sei.  Wir  erschöpfen  dann 
alle  Möglichkeiten,  wenn  wir  b  sämtliche  Werte  von  0  bis  o?  durch- 
laufen lassen.  Wir  beginnen  mit  dem  Falle,  dass  a*  •=  b'  igt.  Wie 
wir  Bchon  bei  der  Behandlung  des  ersten  Beispiels  sahen,  fallen 
dann  beide  Oerter  mit  den  gegebenen  Curven  zusammen.  Wird  b 
kleiner,  so  enlfcrncu  sich  die  Scheitel  des  ersten  Orts,  während  die 
des  zweiten  u&her  an  0  heranracken  Bei  a*  =  3li*  sind  beide 
Zweige  des  ersten  in  unendliche  Ferne  gcrQckt,  der  zweite  ist  zu 
dem  Paar  gerader  Linien 


geworden.  Nimmt  b  uuch  weiter  ab,  so  erscheinen  die  beiden  Zweige 
des  ersten  wieder  nud  rücken  an  0  heran,  der  zweite  setzt  seine 
Bewegung  gegen  den  Mittelpunkt  hin  fort. 

An  der  Grenze  b  —  0  wird  die  erste  Ualhaxe  gleich  a,  die 
zweite  gleich  null.  Ochou  wir  wieder  zn  dem  Falle  a*  =  b*  zn- 
rflck  nnd  lassen  jetzt  b  zuuchmen ,  so  rUckt  umgekehrt  der  erste 
Ort  gegen  0  vor,  der  zweite  entfernt  sich. 

Für  Za'  —  £■  ist  der  erste  zu  dem  Paar  gerader  Linien 

geworden ,  wührend  der  zweite  in  auondlicher  Ferne  verschw^idet. 
Bei  weiterem  Wachsen  von  b  erscheinen  die  Zweige  dos  zweiten 
Orts  anfangs  wieder  und  nahern  sich,  der  erste  setzt  seine  Bewegung 
gegen  den  Mittelpunkt  hin  fort    Für  6  —  oo  rückt  der  erste  Ort  bis 

auf  ü  vor,  der  zweite  aber  ist  im  Unendlichen   verschwunden,   da 
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die  euUprechendo  Ualbaxe  sich  dem  Werte  b  genähert  hat  aod  mit 
üDeodlichem  b  aelhst  aoendlicb  geworden  ist. 

Was  die  Grenze  angeht,  bis  zd  welcher  die  gegebene  HTperbol 
selbst  und  von  welcher  ab  die  conjagirto  zur  Trisection  verwendet 
wird,  so  ist  darüber  das  Folgende  zn  sagen ;  Bei  a*  —  bj  verteilen 
sich  die  Winkel  gleichraässig  auf  beide  Cnrven,  die  Winkel  unter 
90*  werden  von  der  ersten,  die  über  90*  von  der  zweiten  triaecirt 
Nimmt  b  ab,  so  sinkt  auch  die  Grenze  und  erreicht  den  Wert  null 
fOr  a*  =•  3i'.  In  diesem  Falle  kann  mit  der  ersten  Hyperbel  Sher- 
hanpt  kein  Winkel  trisecirt  werden;  sämtliche  Trisectionen  werden 
von  der  coiyogirten  Hyperbel  auBgefUhrt  Wird  b.  noch  kleiner,  ao 
wächst  die  Grenze  wieder  und  nähert  sich  mit  abnehmendem  b  all- 
m&hlich  dem  Werte  180".  Ist  6'  >  o',  so  nimmt  der  Grenzwert  za 
und  erreicht  bei  3a'  —  i*  den  höchslen  Wort  180".  In  diesem  Falle 
trisecirt  die  Hyperbel  selbst  alle  Winkel,  die  conjagirte  kann  zw 
üonstFuctiou  uberiianpt  nicht  verwendet  werden,  Bei  noch  grösseren 
Werten  von  b  sinkt  die  Grenze  wieder,  d.  h.  die  conjagirte  Hyperbel 
tritt  wieder  für  einen  Teil  der  Winkel  in  Benutzung,  und  zwar  ßlllt 
ihr  mit  wachsendem  b  ein  immer  grösserer  Teil  der  Winkel  zn,  bU 
fBr  &  —  00  der  Grenzwert  puK  geworden  ist  FUr  ein  sehr  grosses 
b  tkbernimmt  also  die  conjugirte  Hyperbel  fast  allein  die  Trisection, 
wie  es  für  ein  sehr  kleines  6  Uic  erste  Hyperbel  tat 

Die  Betrachtung  zeigt,  dass  ausser  für  die  gleichseitige  Hyperbel 
noch  für  zwei  andere  Fälle  sich  die  Winkel  auf  beide  Curven  gleich- 
massig  verteilen.  0er  eine  tritt  ein  innerhalb  des  Intervalls  oo  ]> 
a*  >  36*,  der  andere  innerhalb  des  Intervalls  <»>&*>  3a*.  Uan 
findet  die  entsprechenden  Bedingungen  aus  (33),  indem  mftn  die 
rechte  Seite  gleich  der  Einheit  setzt.    £s  ergiebt  sich  dann: 

o=(2  +  V3)6 

Wie  wir  bei  der  Discnssion  in  §  5.  sahen,  stellt  die  allgemeine 
Gleichung  Hyperbeln  mit  reeller  erster  Äse  dar,  wenn  der  Mittel- 
punkt sich  von  Q  nach  S  nnd  von  R  aber  L  In's  Unendliche  be- 
wegt. Wir  bemerkten  ferner,  dass  für  den  zweiten  Teil  des  Weges 
sämtliche  4  Kreispunkte  auf  demselben  Zweige  der  Hyperbel  liegen. 
Es  lässt  sich  nan  leicht  geometrisch  erkeunen,  dass  für  die  Hyper- 
beln von  Q  bis  S  stets  3&»  >  a'  und  für  alle  Hyperbeln  von  R  ab 
36»  <  a»  sein  muss,  und  dass  die  Hyperbel  36*  =  a*  för  keinen 
Wert  des  Winkels  <p  dnrch  die  Gleichung  dargestellt  wird. 

Wir  wollen  dieses  Resnltat  anch  analytisch  bestätigen.  Wir 
berechnen  zu  dem  Zwecke  die  Coordinaten  des  vierten  Kreispunktes 
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P(.  Da  derselb«  gleichzeitig  auf  dem  einen  Schenkel  des  Winkels 
)v  liegt,  nnd  dieser  durch  eine  Parallele  zur  Xua  halbirt  wird,  ao 
sind  die  Coordinaten 

3J-j-rco8(Jv)    nnd    CL-|-f8in(iv) 
oder  gleich 

-4T.{'*'-3»*)«>B«v)    nnd    -^,(6«~3a»)8in(Jv) 

Diese  Coordinaten  lassen  die  verBchiedenen  Lagen  von  P«  erkennen. 

Fflr  den  Fall  eines  concaven  Winkels  ergiebt  sich  das  Folgende: 

Ist  a*  >  3i',  so  liegt  2%  im  zweiten  Quadranten.  Es  mQssea 
daher,  soweit  die  Trisection  mit  der  gegebenen  Hyperbel  selbst  aus- 
geführt wird,  alle  4  Ereisponkte  auf  dem  linken  Zweige  derselbeD 
liegen.  Für  a*^3£i*  wird  die  erste  Coordinate  gleich  null,  ^4 
rQckt  in  die  Taxe  hinein  nnd  stellt  den  Schnittpunkt  derselben  mit 
der  coDJngirten  Hyperbel  dar,  welche  in  diesem  Falle  altein  zur 
Constmtion  verwendet  wird.  Es  stimmt  dieses  mit  dem  frflheren 
Besnltat  vCltig  flberein,  dass  alle  Kreise  durch  den  Scheitel  B  der 
conjugirten  Hyperbel  gehen. 

Wenn  a*  <  Zb*  und  b*  <  3a*  ist,  liegt  P^  im  ersten  Quadranten. 
Da  aber  M  stets  im  dritten  Quadranten  liegt,  mnss  der  Kreis  jeden 
Zweig  der  Hyperbel  in  2  Fnnkten  treffen. 

FUr  V*  =  3a*  rttckt  P«  in  die  Xaxe  hinein,  fällt  also  mit  dem 
Scheitel  ^zusammen,  Alle  Kreise  gehen  dnrcli  .>1,  wie  schon  &aher 
gefnnden  wnrde. 

Ist  endlich  h*  >  3a*  so  liegt  P«  im  vierten  Quadranten.  Soweit 
die  Constrnction  mit  der  gegebenen  Hyperbel  selbst  ausgeführt  wird, 
schneidet  der  Kreis  jeden  Zweig  in  3  Punkten,  soweit  aber  die  con- 
jngirte  Hyperbel  benutzt  wird,  liegen  alle  4  Schnittpunkte  anf  dem- 
selben Zweige. 

FUr  den  Fall  eines  convexen  Winkels  liegt  P«  ftlr  das  erste 
Intervall  im  ersten  Quadranten,  rückt  dann  durch  die  Faxe  hin- 
durch ia  den  zweiten  Quadranten  hinein  und  von  diesem  durch  die 
negative  .7axe  in  den  dritten.  Doch  ändert  dieses  nichts  an  der 
Tatsache,  dass  für  das  erste  nnd  letzte  Intervall  ein  Teil  der  Kreise 
nnr  den  einen  Zweig  der  Hyperbel  schneidet. 
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§  10. 

Die  Tiiieetlon  mittelst  fester  Ftrsbeln.    Figor  4. 
Die  Oteichaug  der  Parabel  Bei  zonOchgt 

wo  p  >  0   ist.    Soll  die  in  g  3   nüter  (10)   dargoBtellto   GleichuDg 
diese  Parabel  darstelleii,  so  masa 


(34) 


Goin,  womit  der  KreisradiDs  sogleich  bestimmt  ist  Da  r  nur  positiv 
seiu  kann,  so  muss  der  zu  trisecircode  Winkel  concav  sein.  Sollte 
aber  die  Aufgabe  gestellt  sein,  eineo  convezea  Winkel  zn  triaecirea, 
so  boDDtze  man  entweder  die  Parabel 

oder  man  fahre  die  ConstrocUon  for  den  concaven  Winkel  ans, 
welcber  den  gegebenen  za  4R  ergftnzt.  Dann  trisecirt  MP^  den 
zagehCrigen  convexen  Winkel. 

Die  Goordinaten  des  Hittelpanktes  sind  nach  (11) 

Derselbe  li^  also  stets  im  dritten  Qaadranten. 

Wie  man  sich  durch  kurze  Berechnung  fiberzeugen  kann,  stimmt 
diese  Lösung  mit  der  von  Panzerbieler  in  der  angefolirtfln  Pro- 
grammabbandlung  gegebenen  bberein.  Was  die  Constmction  selbst 
angeht,  so  weisen  unsere  Formeln  auf  die  folgende,  von  der  dortigen 
etwas  abweichende  Art  der  Ausfäbrnng  hin.-  Die  Entfernung  des 
Brennpunktes  F  von  der  Directrix  ist  gleich  p.  Man  verl&ngere 
diese  Strecke  über  F  hinans  nm  das  Dreifache  bis  zum  Punkte  B 
und  nm  das  Oreiundeinhalbfache  bis  zum  Punkte  C,  so  dass 

AB'-ip    und    AC  =  iip 

wird ,  nud  errichte  in  F,  B  und  C  Lote  zur  Axe.  Hierauf  trage 
man  in  A  an  AC  den  Winkel  {91  an,  verlängere  den  freien  Schenkel, 
bis  er  die  Senkrechten  in  D,  E  nnd  O  schneidet,  errichte  HO  X.  ^-^ 
und  ziehe  durch  H  eine  Pu^lele  zur  Faxe  nnd  durch  D  eine  Pa- 
rallele znr  Jaxe.  Dann  ist  der  Schnittpunkt  der  beiden  Parallelen 
der  gesDchte  Kreismittelpnnkt  M  nnd  AE  der  Badins  des  Ereisei. 
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Tragt  man  daher  in  M  an  MD  nach  beiden  Seiten  f^  an  nud  be- 
schreibt mit  AE  nm  H  eiueu  Kreis ,  so  trifft  dcraolbo  die  Parabel 
in  den  Endpankteu  P„  i*,,  P,  eines  gleichseitigen  Dreiecks  and  der 
Winkel  iv  wird  darch  MF,  trisecirt. 

Beneis:  4p  =  AE  .  coaitip),  also 

Ferner  ist 

9        r  r        ,     .       r  9  — C08*(I«») 

"0 -"-*-<'■'- 8  SiTW  -  8«°'«"' -  8  -SJil^ 
und 

FD  =  AD  .  bin(iip)=-.Biji(',9) 

Man  bat  also  im  gegebenen  Falle  nnr  die  Uftlfte  des  trisccirou- 
deu  Winkels  auzntrageu,  ein  Lot  zu  errichten  and  zwei  Parallelen 
za  ziehen. 

Die  Constmction  ist  so  elementar,  dass  wir  des  geometrischen 
Ortes  der  Kreismittelpankto  für  diesen  Fall  gar  nicht  bedürfen. 
Dennoch  wollen  wir  die  Oleichnng  desselben  ableiten. 

Ans  (34)  ergißbt  sich 

4;i 
cob(J9>)  —  -^ 

Wir  setzen  diesen  Wert  in  die  Ansdracko  für  $  und  C*  ein,  die 
sieb  aas  (35)  ei^eben.    Dann  kommt 

32p.  5|J- 16p«— 9^    and 
16C*-r»  — lepx 

woraas  darch  Elimination  von  r": 

(36)  C»-=-|p[^+4p] 

Der  geometrische  Ort  ist  also  eine  Parabel,  die  Bich  vom  Pankte 
C  als  Scheitelpunkt  aas  nach  der  negativen  Seite  der  Zaxe  er- 
streckt,  ler  Parameter  ist  gleich  dem  nennten  Teile  des  Para- 
meters der  gegebenen  Parabel. 

Will  man  den  geometrischen  Ort  znr  CoDStraction  verwenden,  so 
gestaltet  sich  diese  insofern  einfacher,  als  man  nnr  in  A  den  Winkel 
1<P   anzntragen   and    durch   D  eine  Parallele  znr  Zaxe   za  ziehen 
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braocht,  welche  die  Parabel  der  Mittelpunkte  in  M  trifft.  Darch 
Aatnmon  des  Winkels  \ip  an  MD  ergiebt  eich  dann  der  Radius  r 
Tou  seibat. 

'  Wir  verwicsoo  oben  fllr  den  Fall  eines  convezen  Winkels  auf 
die  Parabel 

Setzen  wir  diese  in  Verbindung  mit  (10),  eo  ergiebt  sich: 

C08(|gi) 

woraus  ersicbtlicb,  dass  diese  Cnrve  in  der  Tat  und  zwar  nur  zur 
Trisoction  eines  conveien  Winkels  verwendet  werden  kann.  Der 
Mittelpunkt  liegt  hierfür  im  vierten  Quadranten.  Die  Constractiou 
gestattet  sich  genan  wie  im  vorigen  Falle. 

Wir  nehmen  nun  an,  die  gegebene  Parabel  habe  die  Gleichnng 

X* 2p  F 

Dann  ei^iebt  sich  durch  Tcrgloicbang  mit  (13) 


(87) 


_4p_ 


sin  {\<p) 
und  ffir  die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  kommt; 


B ■z(iüa{\>p\    D  — - 


r  9  — sinVjqO 
8      sin(i<p) 


In  diesem  Falle  kann  die  Confitruction,  da  r  den  halben  sinus 
des  halben  Winkels  enthält ,  fOr  alle  Winkel  angewendet  werden. 
Für  concave  Winkel  liegt  M  im  dritten,  für  convexo  im  vierten  Qua- 
dranten. 

Fttr  die  Coustruction  ergiebt  sich  das  Folgende: 

Han  coostruire  wie  im  vorigen  Falle 

AB  =  Ap,    AC  —  ^y 

errichte  wieder  in  F,  B  nnd  C  Lote,  trage  aber  dieses  Mal  das 
Ctemplement  von  \tp  in  A  an  AC  nach  der  Seite  der  n^iativen  X 
zu  an  und  verlängere  bis  J,  K  nnd  L,  construire  NL  X  Ah  and  ziehe 
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durch  N  Dud  J  Parallelen  za  den  Axen,  die  eich  in  M'  scbseiden. 
Der  BadinB  ist  dann  gleich  AS. 

Die  Bebandlnng  beider  Fälle  lasst  erkennen,  dasB  anch  mit 
HOlfe  jeder  Parabel  der  Winkel  auf  2  Arten  trisecirt  werden  kano. 
Da  aber  in  Jedem  der  beiden  Ereismittelpnnkte  der  Symmetrie 
wegen  noch  ein  zweiter  gehflrt,  bo  giebt  es  im  Ganzen  sogar  4  HOg- 
licfakeiten.  Ist  der  Winkel  concav ,  so  Öffnet  er  sich  ftlr  2  symme- 
trisch gelegene  Hittelpankte  in  der  Richtnng  der  Hanptaxe  vom 
Brennpunkt  znm  Scheitel  hin,  für  die  beiden  andern  ebenfalls  sym- 
metrisch  gelegenen  nach  den  beiden  znr  Hanptaxe  senkrechten  Rich- 
tungen, lat  der  Winkel  couvex,  so  Offnen  sich  2  Winkel  in  der 
Ricfatang  der  Hanptaxe  vom  Scheitel  znm  Brennpunkt  zurück,  die 
beiden  andern  wieder  nach  den  beiden  hierzu  suikrechten  Bich- 
tQDgen. 

Berlin,  den  1.  December  16d2. 
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XXV. 

Analytische  Entwicklung  von  Gleichungen 

über  drei  in  demselben  Punkte  sich  schneidende 

Transversalen  eines  Dreieckes. 


Professor  Josef  Klechl. 


Einleitung. 

Wird  die  Richtung  von  A  gegen  B  (Fig.  1)  als  die  pOBitive  ge- 
wählt, und  hat^die  Strecke  AB  die  Länge  von  -\-o  Einheiten,  so 
ist  die  Strecke  BA  mit  Rflckgicht  anf  den  Gegensatz  der  Rictnng 
TOS  der  Länge  — e,  also 

BA  =  —AB 

Jede  Strecke  anf  der  durch  die  Pnnkte  A  nnd  B  gehenden  Ge- 
rades ist  als  positiv  oder  negativ  zn  betrachten,  je  nachdem  die 
Richtung  von  dem  ersten  zum  zweiten  Endpunkte  der  lUchtung  AB 
gleich  oder  entgegengesetzt  ist 

Bei  zwei  oder  mehreren  verschiedenen  Geraden  ist  die  positive 
Kchtang  der  einen  von  jener  der  andern  im  atigemeinen  unabhängig, 
sind  aber  die  Linien  parallel,  so  wird  vorausgesetzt,  dass  ihre  posi- 
tiven Aicbtnngen  abereinstimmen;  zwei  parallele  Strecken  MN  und 
RS  haben  gleiche  oder  entgegengesetzte  Zeichen,  je  nachdem  die 
Richtung  von  M  nach  N  mit  der  Riebtang  von  R  nach  S  ftherein- 
stimmt  oder  nicht. 

Unter  dem  Teilverbältnisse  in  Bezng  auf  eine  Strecke  AB,  nach 
welcbem'diese  in  ii^end  einem  dritten  Pnnkte  geschnitten  wird,  — 
SU  es,  dass  derselbe  in  ihr  oder  in  ihrer  Verl&ogonuig  liegt  —, 
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verstehe  maD  das  Vorhältniss  zwiscboa  dorn  Abachoitte,  welcher  sich 
von  dorn  im  Aosdnickc  der  Linie  zuerst  gesetzten  Paukte  A  bis  zum 
Schneidepnnkte  erstreckt,  und  dem  Abschnitte  vom  Schneidepnnkto 
bis  zam  andern  Grenzpankte  B. 

Die  absolute  L&nge  des  ersten  Abschnittes  sei  c,  die  des  zweiten 
y  (x  und  y  veränderlich),';  so  bat  (Fig.  1) 

AC  die  Länge  +i 
CB  „  „  +y 
AC'     „        „      +« 


and  OB  ist 

C"il   „ 

„      +» 

AC      +x     AC 
CB~ +,'     CB' 

+m      AC"        —Z 
_,•      C-B  ~  +y 

Das  TeilverbältnisB  dra  Schnittpaaktes  in  Bezog  anf  die  Strecke 
AB  ist  demnach  positiv ,  wenn  der  Uebergang  von  dem  Endpnnkte 
A  zum  Teilpuukte  und  von  diesem  zum  andern  Endpunkte  B  in 
gleichem  Sinne,  negativ,  wenn  der  Uebergang  von  dem  einem  End- 
punkte der  Strecke  zum  Teilpnukte  in  dem  entg^engesetzten  Sinne 
von  dem  erfolgt,  in  welchem  man  von  diesem  letztern  zum  andern 
Eudponkte  der  Strecke  gelangt 

Es  ist  somit  das  Teilvcrhältnias  positiv  für  die  innere,  negativ 
fOr  die  äussere  Teilung. 

In  der  Geraden,  die  dnrch  A  und  B  gebt,  ist  jeder  Pankt  durch 
das  Terbftltuiss  +  -  oder  +  —  besUmmt,  in  welchem  die  Stredie 
AB  von  ihm  got«ilt  wird 

Far  den  Halbirangspnnkt  C"  ist  das  Teilverhältaiss 
AC 


CB 


-  +  1 


Li^  der  Teilpnnbt  im  Unendlichen,  so  «ird  das  Teilverhältniss 
Ao}      AB    ,   BoD 
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ÄC+CB     ~<i+y 


Af+C'B 

x_y 

"^Ä 

C'B 

— y 
*-y 

CS 

ÄC'  +  C'ß   "" 

AB 

AC" 
AC'+C"B~ 

-*+» 

_  AC" 
AB 

a-B 

y 

C"B 

ACf'+  C'B 

AB 

Eb  stellen  also  die  Ansdracka 

■*±»' 

die  Terh&ltoisse  dar  vod  deu  Abschnitten  zur  Strecke  AB,  sie  siDd 
positiv  oder  negativ,  je  nachdem  die  Abschnitte,  genommen  vom 
ersten  Eodponkte  bis  zam  Teilpnukto,  beziehnugsweise  von  diesem 
zom  zweiten  Endpunkte,  mit  der  Richtung  AB  übereinstimmen  oder 
nicht 

Sind  X,  y  die  Cartesiscben  Coordinaten  des  Pnnktes  3f  (Fig.  2), 
welcher  die  Strecke  M'M"  mit  den  Eudponktacoordinaten  x'y',  x"y" 
in  einem  gegebenen  Verhältnisse  m :  n  teilt,  so  ist 

oder 

alao 

femer  ist 

TOin  —  M'M:MM"~M'Q':Ci'M" 
oder 

m:«  =  (y'—y)  :  (y  -y") 
my  —  my"  —  ny' — ny 


Fttr  den  &DE8crea  Teilpnnkt  ergibt  sich 


- 

—  M'M 

MM"  =: 

P'P:PP" 

„■.n  =  W -">■■(' 

-•!') 

mx-m 

^  -  m'- 

nm 

«  = 

mz"+nx 

™+» 
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Hiemach  kOtmeD  die  Fälle  der  innern  and  tnssern  T^ang 
wieder  von  einand»  anterscbieden  werden  dadurch,  dasa  die  Teilnng 

einer  Strecke  im  VerhAltniSBe  -j —  die  .innere,  im  YerhUtnisBe 

die  äQBsere  Teilnng  im  quantitativen  VorhIUtnisse  m  ;  n  bezeichnen 
soll;  die  Formeln  far  die  Coordinaten  des  ftassern  TeilpnnkteB  werden 
ana  denen  des  innern  erhalten  durch  die  Veranderang  des  Vor- 
zeichens eines  Gliedes, 

Die  Coordinaten  eines  Fanktes,  welcher  eine  Strecke  mit  den 
Endpunktacoordinaten  x'p',  x"y"  im  quantitativen  Verhältnisse  m  :  n 
teilt,  sind  demnach  durch 

mal'  -^nx'  mg"  ± ny' 

darstellbar,  das  positive  Zeichen  gilt  fSr  die  innere,  das  negative 
fur  die  äussere  Teilnng. 

Handelt  es  sich  nm  die  Aufgabe,  das  Verhältniss  m :  n  zu  be- 
stimmen, in  welchem  eine  Gerade 

Ax-\-Bi,  +  C  —  Q 

die  gerade  Verbindnngalinie  der  Punkte  x'g',  x"y"  teilt,  so  gelangt 
man  zur  LOsnng  durch  die  Bedingung,  dass  die  Coordinaten  des 
Teiinngspnnkles 

mt,!'-\-ny'  my"  +  n»' 

^  =  -^+^^  y — ^^^ 

der  Gleichung  der  teilenden  Linie  geuQgeu  müssen,  also 


woraus  folgt 

n  "         Jfr"  +  Äy"  +  C 

Um  das  Verhältniss  in  bestimmen,  nach  dem'die  Strecke  mit  den 
Endpunktscoordinaten  c'y',  «"y*'  Erteilt  wird  durch  die  ^Gerade, 
welche  die  Punkte  <c"/',  «"^iv  enthält,  bildet  man  die  Gleichung 
dieser  Geradon 
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and  man  erhftlt 


A.    Der  den  TnnHTerMlen  {«nieInMme  Pnnkt  liegt  Im  Endllehen. 

Die  drei  Seiten  eines  Dreieckes  ABC  (Fig.  3)  werden  von  drei 
Transvenalen,  die  sich  in  einem  Punkte  O  treffen,  dorchBchnitten. 
Der  gemeinsame  Pnnkt  sei  gewählt  als  AnfangspuDkt  eines  Parallel- 
CoordinatensTstems  mit  beliebigem  AcbsenwiQkel,  a,  a,  6,  ß,  e,  y 
seien  die  Terftnderllchen  Coordiaaten  der  Dreiecksponkte,  nämlich 

A  =  (a,a),     B  =  (b,ß),     C-(c,  y); 

es  sei  femer 

AD p     AI^ p'     AM  p2. 

DB~^q'    IB~^q*     MB^^q" 

:_  +  -.    £?_  +  ^      ^_+C 

I  ^  «'      HA         ^  «"       KA  ^  «." 


EC- 


HA       -^  u"     KA 

wobei  p,  q,  p',  q\  p",  q"  u.  s.  w.  die  absolnteo  verftoderlicben  Längen 
der  Seiten-Abschnitte  bedeuten,  und  die  TeiKerhättnisse  positiv  zn 
nehmen  sind  für  die  innere,  negativ  fQr  die  äassore  Teilung,  nnd 
es  gelte  fOr  die  Seite  Alt  die  Richtung  von  A  nach  B,  fQr  BC  von 
-S  nach  C  nnd  fBr  CA  von  C  nach  A  als  positive  Richtung,  so  ist 

jr>  _   /P*,±y      Pß±ß^\      j  ^  /p'ft±g'a      py±g'g\ 
~   \  P±fl    '       P±3  /'         °°  \  P'±9'    '       P'+9'  / 

~  \p"±s"  '       P"±3"  / 
/r"c±."5      r"y±."ß\ 


1)  Silmoa-riedlcr,  anal.  Ocon,  d.  Kegelidm.  f  49,  48, 
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\<  +  »  ■     i±" /'  l.i'±«''     f  +  u'l 

Mit  Benntziing  der  in  der  Einleitnog  zuletzt  erhalteneo  Formel 
gelangt  man  zd  den  folgenden  Assdrtkcken  fttr  die  YorhUtniBse  der 
Abschnitte,  in  welche  die  TerBchiedeoen  Strecken  der  Transveraalen 
durch  die  Dreiecksseitdn  geteilt  werden.  Durch  die  vier  innerhnlb 
der  Klammern  befindlichen  Buchataben  ist  die  Aufeinanderfolge  der 
Punlite  entsprechend  den  Funkten  (a/,  y'),  («",  y"J,  (a:".  y*),  {pP 
^)  der  Formel  augezeigt. 

(O,  E,  A,  B) 


"^       <„_,,r«_fe^_,._„a±i^+„,_ 

-bu 

aß  —  ba 

aß-b. 

;:^(cf-eß-ar+by+aß-ha) 

Tt.' 

{0,  n,  B,  C)     S  —  oa~eß~ay+by+aß-ba 

OK                                          hy~efi 

-       „.„ö_j.,_„.l±|=+.,. 

"ß 

b,-cß 

b,-cß 

iAw-o,-6.+»,+J,-o/l) 

Ä« 

(0,  D,  C,  A) 

OF                                           ca—ay 

-             .-.^-,-.)'^«+.. 

-af 

«r-ay 

ca-a. 

^^(by-,,„-,y^aß-\-ca-ay) 

vh' 

{0,  F,  A,  B) 

OD                                              afi-btt 

-       (.-«^-(„-.!^+..- 

-bt, 

aß—ba 

aß-b>i 

i—(m-tß-ar+of  +  aß-ba) 


•  ±' 


•cb/C>oo(i\c 


dcBue^a  Funkle  n'ci  sehatvbndt  Traaivertalen  «in»  Detieekti.      417 
(O,  F,  B,   C) 


(/'-r)7gf-"-'>7±^'+»'-«^ 


V+i  <«/'-")'-»"+"+»)■-«?) 


-^(6y_6„_^jJ4-„P+c, 


In  derselben  Weise  wird  gcfanden 


r±s'  ^                         p'±i'  ^ 

,.'±?    " 

Ol             ap~la      OG            hy  —  eß 
IH            .  ±u'     '     GH                t'         ' 

OH            ca  —  ay 
Hl                P        „ 

OM            aß  — ha      OL            hy  —  cß 
MK"         ±«"„5     Lff-           t"     ",' 

f'+w"^                                 ("  +  „"* 

OK            ca  —  ar 

KL  -       +y 

OM              aß  —  btt       OL              hy  —  cß 
ML                r"        '     LM"         +3"     ' 

OK             m  -  ar 
KM-           p' 

Hierava  ergibt  sieb  weiter 

OE      DK              OE        EO            r 
ED'    0D~  ~0D~  bD~  r± 

p±,     i,~c3 
•  ■     ±q   '   aß-ba 

OD       FD              OD        DO           p          l±u      aß  — ha 
DF  '    ~0F            OF       OF      p±7  ■     ±u  '   ca  —  ay 

OF      EF            OF       FO           t 

'  +  •      '"-" 

nnd  durch  Mnitiplic&tion  dieser  drei  Gleichnngen 

tiftk.  i.  Uilh,  m.  Plif^    a.  Italh«.  T.  III. 
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OH 
HG 

GH            OH       HO           t' 

OG             OG        OG~t'±u' 

'^ 

^1 

OG 
GH 

IG             OG       GO           r' 
Ol  ~        Ol  ~~  Ol  ~  r  ±»'  • 

Ol 
HI- 

HI             OJ        10           p' 
OH  "        OH  ~  0H'°  p' ±g'  ' 

„ß-b. 

-i  =  +f  ±J'.± 

(' 

OK 
KL- 

LK             OK       SO           l" 

OL  "        ÖL        ÖL  "  t"±n"  - 

r"±V 

CO  — «j. 

GM 
MK 

KM            OM       MO           p" 
OK"        OK~  0K~  p"±q" 

aß-b, 
ea  -  ai 

OL 
LM 

ML             OL        LO           r" 

OM  ^        OM  ~  OM  "  ?'+»" 

bj-. 
■   aß-b 

^.~:t;„.±,„.±,,, 

Auf  der  Seite  Äü  ist  A  der  erste  li  der  zweite  Punkt 
„  BC  „     B  „         V  „ 

„  CA    „     C  „        A 

Ein  Abscbnitt  zwischen  dem  ersteo  und  dem  Schnittpunkte  wird  in 
der  Folge  stet«  geuommen  vom  ersten  aus,  z.  B.  AD,  BL,  CF,  ein 
Ahschnitt  zwischen  dem  zweiten  und  dem  Schnittpunkte  von  diesem 
aas  z.  B   DB,  LC,  HA. 

Der  Ahschnitt  der  Transversale,  dessen  heide  Endpunkte  aof 
Seiten  des  Dreieckes  ABC  liegen,  heiGse  ein  „Seitensegment",  der- 
jenige, welcher  zwischen  einer  Seite  und  dem  gemeinsamen  Punkte 
0  liegt,  mit  Bezug  auf  diesen  „PnnktGcgment"  der  Transversale. 

Lie  Abschnitte  der  Seiten  und  die  Punktabschnitte  der  Trans- 
versalen sind  als  anliegend,  wenn  sie  einen  Kndpuukt  gemein  haben, 
im  andern  Falle  als  nicht  anliegend  bezeichnet.  I^e  neben  dem 
Dreiecke  ABC  im  Gebilde  vorhandenen  Dreiecke  heissen  „Neben- 
dreiecke". Seiten,  die  nicht  nüher  bezeichnet  werden,  sind  als  Seiten 
des  Dreieckes  der  Betrachtung  ABC  anzusehen. 
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dtmiilbtn  Punkt*  lUh  tchntidmdt   TransverialtB  tinet  DrtUetts,      419 
Eb  ist 


aß—bit 


OE 
ED' 

0F~^  q 

OH 

Ol      ~  »■ 

OM 
MK  ■ 

LK         ,    f 

±?    +r-    +':  =  ?Ü    ^x 


'  by-e» 
OE      DF       OH      Ol^  OM     KL 


FO^  JJG'    10  "^  MK  '    LO 

oder  nach  EinfObrang  der  Abscbnittc  der  SoitoD  und   cDtaprechou- 
der  UmformoDg 

AD      BG      CK       DF     Gl     KL 


DB  '    OC '   £A'~  FÖ'    10  •    LÖ^  DE      GH      KM 

~hö  •  HO  ■  MO 


Ebenso  ist 

AD 

BL 

■    ~L(J' 

CH 

'ha  ' 

DF 

~  FO' 

LM 

ÄtÖ 

"«  V  

1 

DB 

•    GO  -^  DE 

LK       HI 

Eb 

-    KÖ        lO 

AI 

BL 

LO- 

CF 

fA" 

IH 
HO- 

LM 

MO  ' 

^■^-  X  -^ 

1 

Iß- 

EO  ^  IG 

LK      FD 

GÖ  • 

KÖ  ■    DÖ 

AI 

BE 
EC' 

CK 

ka" 

IH 

'  HO- 

ED 
DO- 

*''"'" V 

1 

lä' 

I.O  '^  IG 

EF     KM 

GO- 

FÖ-    MO 

AM 

BG 

■    GC 

CF 
'   FA  ' 

MK 

■  kh 

Gl 

'   10  • 

^'^  V  — 

1 

MB 

EO  -^  ML 

GH      FD 

LÖ  ■ 

HO  -   DO 

AM 
MB 

BE 

'    HC 

CH 
■   HÄ 

MK 
"KÖ 

ED 
•   DÖ 

««x  - 

■    GO  ^  ML 
LO 

1 

Ef      HI 
■    FÖ-    lö 

Das  Frodnct  der  Teil  verbal  tiiisse  der  Scbnittpankte  je  einer 
TraiiBversale  in  Bezug  auf  je  eine  Seite  ist  gleich  dem  Prodacto 
moltiplicirt  mit  dem  reciproken  Prodncte  auB  den  Verbal tnissen  der 
Seiten-  und  derjenigen  zugehöriges  Panktsegmeute  der  drei  Trans- 
versalen,  welche  den  entBprecbendon  AbBcbuitteu  der  Seiten  nicht 
»nliegen;   die  vom  Schnittpunkte  ans  genommenen   Seiteosegmente 
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in  dem  einen  Producta  sind  mit  den  Vordergliedom,  die  im  redprokan 
mit  den  Hintergliedern  der  Verhftltnisse  des  ersten  Prodnctea  Seiten 
desaelben  Nebendreieckes. 


Speciel  1  e  Fftlle. 

1.  Sind  D,  O,  K  beziehongsweiae  die  Hnlbirnngspnnkte  der 
Seiten  AB,  BC,  CA  (Fig.  4)  so  folgt  ans  der  erstes  Gleicbnng 

DE      GH     KM       OF     Gl     KL 

EO  '    HO'    Mo"  FO'    JÖ  ■   LO 

2.  Gehen  DO,  00,  KO  dnrch  die  Ecken  C,  A^  B  (Fig.  5),  so 
vereinfacht  sich  die  erste  Oleichnog 


da 

DF  DE  DC 
FO"  EO"  CO 

Gl  GH  OA 
I0~  HO"  AO 

KL       KM      KB 

L0~  M0~  BO 

AD      BG      CK        ,.,„,„. 
«"    AB-  ÖC-  iü-+*    (Cera's  Theorem) 

3.    Sind  die  TraDsversalen  parallel  zn  den  drei  Seiten  des  Drei- 
ed^es  ABC  nSmlich 

DO  1  BC,     GO  I  CA,    KO  \  AB     (Fig.  6) 
80  ist 

ÖE       GH       ^       _ 
E0~  BO"  M0~ 

da  die  SnrchschniUspnnkte  E,  H,  M  im  Unendlichen  Hegen,  daher 
folgt  ans  der  ersten  Gteicbnng 

AD      BG      CK  DF     Gl     KL 

DB-    OC   Ka"       FO'   10'    LO 
oder,  da 

DB LO,     GC^-FO,     KA  —  ~I0 

AD      BG      CK 

KL-    DF'    GI~'^^ 

Ans  der  dritten  Gleichnng  ergibt  sich 

DflitizecbyGoO'^lc 


Jtnutlbm  Punkl*  licA  icliiindtnd»  Tranitttraaltn  e 
i?.      ^       ^        A,i 

und  ans  der  Bocbeten 

—      —     h2.      _Li  n 
OD-    OQ-    OJT""*"      ' 


OD-    OG-    OK~r±s-   f  ±u'  '   p"±q"^   ±q    '    ' ±»' 

'      ±«" 

oder  nach  EinfllhniDg  der  Selten  and  ihrer  Abschnitte 

EO      HO      MO       BE      CH     AM  1  _ 

OD'    OG'    0K~  BC'    CA'    AB  ^  DB      OC     KA 

AB'   BC    CA 


EbeDBO  ist 

OD'    OH'    0L~  BC  ■    AB  "    CA  ^  DB 
AB' 


FO      10^      LO       fA      IB       LC 
OD'    OG'    Ol^"  CA 


BE^      CH     AM 
'DB-    GC   KA 


SE     AI       CK 

'  DB-    HA-   LC 


GÜ      MO 
OH'    OL  ' 


FO      GO      MO       CF 
OE-    Ol  '    OK  "  CA' 


AB' 

BC^  AD 

BG 

CK 

AB- 

BC  - 

CA 

FA 

IB 

LC 

IL 

~  AD' 

BG- 

CK 

GC 

m^ 

1 

BC- 

AB  ^  AD 

CH 

"~5Z 

BC 

■    CA 

■    BC 

FA 

GC 

MB 

~ 

AD- 

CH' 

BL 

BG 

^^^ 

1 

BC 

AB^EC 

IB 

~KÄ 

BC 

AB 

■    CA 

CF 

BG 

AM 

•ec' 

IB    ' 

'    KA 

1)  Adam,  die  Lehre  ron  den  Trenfrendeii  V.  I 
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FO      lU       LO        CT     AI      BL  1 


OE '    OH'    GM       CA'    AB'    BC       EC      HA       MB 
BC'    CA'    AB 

CF      AI       BL 
"  ~EC'    HA'    MB 

,.Da8  FroducI  der  TeilverliUltnisso  des  Remoiiis  imuQ  Punktes  O 
'm  Bezug  aaf  dio  Seitoosegmente  der  drei  Transversalen  iwischen  je 
einem  Seitonpaare  ist  'gleich  dem  Prodocte  ans  den  Verti&ltnissen 
dcrjeuigen  Abschnitte  der  Seiten,  welche  mit  den  Seitensegmenton 
ein  Neben  drei  eck  hildcn  and  den  entsprechenden  Segmenten  der 
Tcilverbaltnisse  anliegen;  von  den  letztem  sind  je  zwei  Vorder-  so- 
wie je  zwei  Ilintergliedcr  nicht  Seiten  desselben  Neben  drei  eckes". 

Zar  Prüfung  der  Uebcreinstimmnng  im  Zeichen  der  heidcn  Pro- 
dacte  können  die  Abschnitte  des  zweiten  so  geordnet  werden,  dasi 
die  Abschnittt}  derselben  Seite  Je  ein  Yerhältnisg  bilden. 


Specielle   Fälle. 

1.    Sind  D,  a,  JTdie  Mittrn  von  AB,  BC,  CA  (Fig.  4),  so  gehl 
aus  der  ersten  Gleichung 


,       DB 
■'*     AB  = 

ac 

JiC 

KA 

"   CA 

1 
2 

HO      MO 

öa '  OK 

—  6 

BE 

CH 
CA' 

AM 
a'B 

und  aus  der  dritten  Gleichung 


OD'    OU  '    OK  CA'    AB'    BC 

2.    Gi'hcn  die  Transversalen  DO,  GO,  KO  durch  die  Ecken  C, 
A,  B  (Fig.  Ö),  so  wird  in  der  ersten  Gleichung 

BE      Cff_-0/ 
BC""  CA~  ab" 

EO  =  CO,     HO  —  AO,     MO  —  BO 
daher  ist 

CO       AO      BO  _AB      BC       CA 
QU'    ÖG'    OK  ~  DB  '  ~GC  '    KA 


die  dritte  Gleichung  nimmt  die  Form  an 
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dtmMlbtn   Punkte  sich  tchntidtnit   TranioertaUn  tint»  I}rtUekti. 


CO      AO      HO       AB      BC      CA 
OD'    bff  ■    ÖK.^  AD'    BO'    CK   ' 


Ffir  die  Mittoltransvenalen  folgt 

CO      AO      BO 

OD  ■  Off  '  öii 


-+8 


3.    Sind  dio  Tranavcraalon  parallel  za  dca  drei  Seiton  (Fig.  6), 
80  wird  in  der  dritteo  Gleichaag 

FA       AD      TB         SG      LC       CK 
CA  "  dB'     AB  "  BC'    BC  "  CA 

nüd  es  ergibt  sich  die  bereits  gefondone  Gleichong 

FO      lO 


OD'   OG'    OK 


■+1 


±,x±S.±  . 


oder  nacb  Einruhning  der  Abachoitto  and  Vcrtaiiscbang  der  Factoren 


DB'    IB'    ME^  GC   LC    EC  "^  KA'   FA'    HA~ 

„Das  Prodnct  der  TeilverhältniBBO  sämtlicber  Schnittpunkte  der 
drei  Transversalen  in  Bezog  auf  die  Seiten  ist  gleich  —1". 


Specielle    Fftlle. 

1.    Sind  dio  Seiten  in  D,  G,  E  holbirt  (Fig.  4),  so  voreinfacbt 
sich  die  Oleichang 

AI     AM       BL      BB       CF      CH       _ 
^°    IB-    MB^  LC'    EC^  FA'    HA~ 


I)  Ornnertt  Archiv  Tt.  XSVII  p.  345,  Ad«mi,  Traniv.  X. 
1]  Di«  Gleichung  gilt   >nch  bei    beliebiger  gegenieitlgen    Lag«    der   drei 
TruiiTemlen.    Camot,  Gwn.  der  Stellung  Tl.  II  p.  33S. 
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2.    Gehen  DO,  GO,  KO  beziehnngsweiae  darcb  die  Ecken  C, 
A,  B  (Fig.  5),  80  verwandelt  sich  die  Gleicbnng  znuHcbst  in 


DB-    GC-    KA^O     0     0 

nach  der  sechEten  GleichuDg  der  Gruppe  II 

.AI       BL      CF       FO      10       LO 
MB  ■    EC  ■    '}IÄ  ~  OE  '  OH  ■    GM 

wclctio  Gleichung  beim  Ucbergange  aof  die  in  der  Figar  b  gegebenen 
Grenzlaga  die  If'orm  annimmt 


daher  folgt 

0    G     ü       CO      AO      BO 

U  ■  Ö  ■  0  "  06'  ■    OA-    OB            ^ 

AD 
DB 

^gI-  ?f-+l    (Ceva'a  Theorem) 

3.    Ist 

DO  \  BC,  GO  1  CA,  KO  \  AB  (Fig.  6),  so 

daher 

AM       BE       CH 

MB       EC  "^  HÄ            ^ 

AD 
ÜB 

^^x:BO      BL        CKCF 

IB  ^  GÜ  ■    LC  ^  KA  FÄ       "•"      ' 

Es  ist 

OD            r                   nß  —  hvt 

DE '    r  ±8                    S 

OG          t'                hy  —  eß 
GH-   ?+«'  "             S 

folglich 

OK          p"                IM  —  ay 

KM  •  ^±ii"                 S 

OD 

DE  ■ 

■■± 

OG          f             OK          p" 

"'■  GH  •   {'  ±  tt'  +  KM  ■  f"±q"  ~  " 

OD      BE       OG      CH       qK_      AM       _ 
DE'    BC~^  GH'    CA'^  KM'    AB~ 

Anf  dieselbe  Weise  wird  gefanden 
1)  Adsm«,  TransT.  V.  s. 


;cbyG00'^lc 


dtmxlUn 

^rrtakn 

OK 

DB    ,    OH 
AB'^  HO 

GC  ,    OM 

KA 

ED- 

■   BC+Mk' 

'    CA  ' 

OF 

AD    ,    Ol 
•AB'^IG- 

BG   ,    OL 

CK 

FD- 

BC  +  Lk- 

CA~ 

OD 

FA    ,    DO 

IB         OK 

AM 

DF- 

CÄ-^GI- 

AB"^  KM- 

AB  ' 

OE 

CF  ,    OH 
CA  +  HG 

OC,    OM 
•    BC^  ML- 

BL 

EF- 

■   BC' 

OF 

EC        Ol 
HC   T"  JH  ■ 

HA        OL 
r:B  ~^  r.K  ■ 

CK 

FE- 

r.A  ~ 

Im  Ganzen  kennen  46  GleicbuDgen  dieser  Art  gebildet  nerden. 

„Die  algebraische  Summe  der  drei  Prodacte  au8  den  YorbUt- 
uisseD  der  Fonktsegmente ,  von  welchen  je  zwei  nicht  Seiten  des- 
selben Nebendreieckes  sind,  za  den  zngeb9rigen  Seitensegmenten 
der  drei  Transveraalen,  and  den  Verhältniesen  der  Abschnitte,  welche 
mit  den  Seitensegmenten  als  Seiten  desselben  Nebendreieckes  er- 
scheinen nDd  den  Panktaegmenten  nicht  anliegen,  zu  ihren  Seiten 
ist  gleich  —  1. 

Speciell  e   F&lle. 

1.  Sind  D,  G,  K  die  Uitten  der  Seiten  AB,  BC,  CA  (Fig.  4), 
so  liefert  die  zweite  Oleich  ang 

OE,0H      OM      _     . 
ED  "^  HG"^  MK~ 
die  dritte 

FD^  IG^  LK  ^   ' 

-i.  Gehen  DO,  GO,  KO  dnrch  die  Ecken  C,  A,  B  (Fig.  5),  so 
folgt  ans- der  ersten  nnd  vierten  Gleichnng 


I)  DieM  Olcicbung  4ndet  rieh  abgeleitet  mit  dir  Bnchrlskniig,  dm« 
dar  gemeinMiae  Fackt  inoerhalb  dci  DrrieckM  liegt,  im  Frogr,  d$a  kath. 
Qjan.  in  EOln  1899. 
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3.    Sind  die  Transversaten  parallel  za  den  drei  Seiten  (Fig.  G), 
Bo  gebt  aus  der  ersten  Gleichang, 


DE  ~  GH  ~  KM 

QDd     OD'-  —  HL,     OG C%     OK—  -AI 

BL    ,    CF  ,    AI 
hervor    ^0+ CA  + Aü^^ +  ^ 


die  zweite  Gleicbung  geht  ttbur  in 

AB  +ifC+C.l- 

Darch  Subtraction  dieser  zwei  Oleichangon  von  dorldontiUlt  3^3 
ergeben  sieb  nocb 

Ali'^  BC"^  CA       "^ 


Durch  Addittou  des  Ausdruckes 

BE       Cfl  .    AM 
BÖ '^  CA    '    Ali 

zu  beiden  Teilen  der  ersten  Gleichung  der  Gruppe  IV  wird  orbalten 
uns  ist 

OD       DE -{-OD       OE  OE 


»+r 


DE  DE  ~       ED 

OM 


^  +  tfff'~        HG"     ^'^KM~       MK 


ED-    BC~^HG-    Cä'^  MK'    AB~         \BC'^  CA'^  AB  ) 

Auf  gleiche  ^ITeise  wird  ans  den  fibrigen  Gleichvngen  der  Gruppe 
IV  gefunden 
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tlmnlliia  Puniit  tieh  ichutiJmda   TraantruJtn  liaa  Dnitektt.      42 

OD      OB        OO      GC       OK      *^  _  -  _  (PPa.  ^^  A.  ^^\ 
DE'    ÄB^GH-    BC'^  KM     CA  \AB'^  BC"^  CA) 


DF- 

AB'^  Ol 

■    ÖC^KL'    CÄ~'^       \AB~^  BC"^  CAJ 

OF 
FD 

FA        Ol 

in        OM     AM               /FA       IB       AM\ 
AR'^  MK'    AB^      "  \(:Ä  +  AB  "•"  Ab) 

OF 
FE- 

CF       Od 
CA  +  GH 

f.-V       OL      BL               (CF       OC       BL\ 
ß  f  +  LM      BC^          \CÄ  "*"  BC  "*"  BCV 

OB 
EF- 

Et-       OH 
BC'^  HI 

■ha     ck    ok          /ec     iia      ck\ 
ca'^ca-  kl           Vöc+cä"*"  ca) 

a.     8.     f. 
Ihre  Anzghl  ist  48. 

„Die  algebraische  8amme  der  drei  Froducte  ans  den  Terhält- 
nisseo  der  Punktsegmeate,  von  welchen  nicht  je  zwei  Seiten  desselben 
Nebendreieckos  sind,  zn  denjenigen  Seitengegmenten  der  drei  Trans- 
versalen, welche  olcbt  darcbans  zwischen  demselben  Seitenpaare 
liegen,  und  den  Verb&ltnissen  der  Abachiiitte,  welche  mit  den  Seiten- 
settmenten  als  Seiten  desselben  Nebendreieckes  erscheinen  und  den 
Fnnktsegmenten  anliegen,  zn  ihren  Seiten  ist  gleich  I  weniger  der 
algebraischen  Samme  der  letzten  VerbUtnisse  ans  den  Seiten  nnd 
ihren  Absehnitten". 


Specielle    Fälle. 

1.    Sind  D,  G,  K  die  Halbimngspnukte  von  AB,  BC,  CA 
(Fig.  4),  so  liefert  die  zweite  Gleichnng 


E^  OH^  KM 
"^    ,£0       OK  _ 


2.    Gehen  DO,  GO,  KO  dnrch  die  Ecken  C,  A,  B  (Fig.  5),  s 
ergibt  sich  ans  der  ersten  nnd  vierten  Gleichnng 
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9.    Sind  die  Traosvenalen  la  den  drd  Seiten  parallel  (Fig.  6), 
80  redncirt  sich  die  zweite  Gleichung  anf  die  bereits  gefnndene 


B.    Der  den  Traureraaleii  ^nelaMHe  Pvikt  lieft 
Im  1JBeidlieb«n. 

Sind  die  drei  Tra&Bveraalen  zu  einander  parallel  (Fig.  7) ,  so 
Bind  die  VerhältniBae  ^.  -^,  -^-^  o.  s.  f.,  samtlich  gleich  —1, 
EO      HO      MO  ,,..,, 

Die  OleichoDgen  der  Gmppe  I  gehen  aber  in 

AD     BG      CK      PF     Gl      KL 
DB  '    GC      KÄ"^  DE  ■    GH  "    KM 

AD      BL      CH       DF     LM     HG 
DB'    LC   HÄ"  DE'    LK'    HI 

^      BL      CF        IH     LM      JE 
IB'    LC   FA^  IG'    LK  '    FD 

AI      BE      CE      m       ED      KL  ^ 

IB  •    EC  ■   KA~  IQ       EF  '   KM 

AM      BG      CF       MK      Gl       FE 
MB  '    QC   FA"  ML'    GB'    FD 

AM     BE      CH       MK     ED      HG 
MB '    EC    ha"  ML'    EF'    HI 

„Das  Frodact  aas  den  TeilverhUtnissen  der  Schnittpunkts  je 
einer  Transversale  in  Bezog  auf  je  eine  Seite  ist  gleich  dem  Pro- 
dncte  ans  den  Yerhaltnissen  der  vom  Schnittpankte  ans  genommenen 
Seitensegmente  der  Transversalen,  welche  mit  den  entsprechenden 
Abschnitten  im  ersten  Prodncte  als  Seiten  desselben  Nebendrweckes 
erscbdtten". 

SpecieUer   Fall. 

FD       IG         LK       m     „,      „ 
''*  DE=GH=m''n     t^*«-») 

80  ist  nach  äsx  ersten  Gleichong 
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AD      BO      CK 
DB'    GC   KA 

\  bflBteht 


-(-")■ -^ 


^      BG      CK 
DB'   GC    LA~ 


Ans  den  Qleichnngen  der  Orappe  11  geht  hervor 

BE      CH  AM 

DB'    aC  KA^ 

^     'AI_  CK       _ 

DB'    HA'  LC  ~ 

^      iB_  LC 

AD'   BG'  CK~ 

F^      GC  MB       _ 

AD'    CH'  BL~'       * 

CF     BG  AM 

EC    IB  '  KA~'       ^ 


EC '    HA'    MB 

„Vm  Prodact  lans  den  Verhältnissen  der  Abschnitte  je  einer 
Seite,  dnrchauB  genommen  von  dem  als  ersten  hezeichneten  Eck- 
punkte bis  zum  Schnittpankte  je  einer  TransTeraole  oder  Ton  diesem 
bis  znm  zweiten  Eckpunkte,  nnd  der  AInchnitte,  welche  mit  Urnen 
Seiten  deaaelben  Kebendreieckea  aind,  ist  gleich  —1". 

In  Bezug  auf  die  Frafnng  der  Uebereinstimmang  im  Zeichen 
g^t  das,  was  hei  Omppe  11  bemerkt  ist 


Werden  die  GlächnBgen  der  Omppe  IT  nnd  Y  dnrch  ein  Punkt- 
Segment  der  Transversale  dividirt,  so  erhalten  sie  Formen,  welcho 
heim  unbegrenzten  Fortrllcken  des  gemeinsamen  Punktes  0  sich 
umwandeln  in 


1)  Oranerti  AkUt  13.  TL  XXXVlI.  3. 
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Kit 

BE         1 

CH         \ 

AU      ^ 

m 

BC+OH 

CA-^  KM 

'AB-" 

ED 

DB          1 
AB'*'  HO 

OC         1 

Sc+SS 

¥a-o 

Tb 

AB^  IG 

BO          1 

^1-0 

Wf 

CA^  Ol- 

AB^  KM- 

if- 

Wf' 

CA^  HO- 

BC'    ML  - 

^-0 

FE- 

EC         1 
BC^  IH 

BA          I 
(JA-^  I.K 

?^o 

Ihre  Anzahl  ist  46. 

„Die  algebraische  Snmme  der  Prodnct«  ans  den  reciproken 
Seite nsegmenten  der  drei  Transversalen,  von  welchen  je  zwei  An- 
fangspunkte nicht  anf  derselben  Seite  liegen,  und  den  VerhSItnisaen 
der  Abschnitte,  welche  mit  den  Segmenten  der  Trausversalen  Seiten 
desselben  Nebendreieckes  sind  nnd  den  Kndpnnkt  von  diesen  zn 
einem  ihrer  Endpunkte  haben,  zn  ihren  Sdten  ist  gleich  0". 

Specielle   F&lle. 

1.  Sind  D,  O,  K  die  Ualbirungspnnkte  von  AB,  BC,  CA,  so 
ist  nacb  der  zweiten  Gleichong 

11,1 
KD  "•"  WO  "^  MK  " 
nach  der  dritten 

/•D  +  iff  +  LÄ"" 

2.  Gehen  die  Transveraalen  beziehnngswoige  durch  D,  G  K 
nnd  die  Ecken  C,  A,  B ,  so  folgt  aus  der  ersten  nnd  dritten  Olei- 
chnng 


DQ 


~  GA~  KB 
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I  Zw  ZoAbnlWric. 


Zur  Zahlentheorie. 

(Zweiter  Artik«1.) 


6.  Speckmann. 


Im  ADBchluss  an  den  aof  Seite  439—441  des  Teiles  XI.  dieses 
ArchiTS  TerOffeDtlicbten  Anfsatz  ,.Zut  Zahlentheorie"  mdgen  hier 
noch  einige  weitere  zablentheoretische  BemerknEgen  Platz  finden. 


1. 

In  dem  genannten  Anfsatz  ist  gezeigt,  dass  Bicb  die  natürliche 
Zahlenreihe  in  2,  3,  4,  .  .  .  n  arithmetische  Reihen,  zwischen  deren 
Gliedern  die  Differenz  n  besteht,  dadurch  zerlegen  lässt,  dass  man 
zunächst  eine  Verticalreihe  mit  den  Zahlen  1  bis  n  bildet  and  dann 
eine  zweite,  dritte  n.  s.  w.  Verticalreiho  mit  den  Zahlen  n-)-l  bis 
2i),  2»  4-1  bis  3n  u.  B.  w.  daneben  stellt. 

Fflr  die  dnrch  diese  Zcrlegnng  der  natürlictien  Zahlenreihe  ent- 
stehenden arithmetischen  Reihen  gilt  die  allgemeine  Formel 

oder,  zur  mten  Potenz  erUobeu 

/a  =  1,  2,  3,  .    .    .'     \ 

(l+arn)"   Ix  beliebig  1 

\n-0,  1,2,    3n.  s.  w.  / 

Andere  Formeln  gewinnt  man,  wenn  man  die  Zahlen  der  natürlichen 
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Zahlenreihe  «nf  Onind  der  gezeigten  Zerlegung  in  folgender  Welse 
in  Glassen  einteilt. 


I.  Classe.    Zahlform  3n  - 1  (n  —  l,  3,  3,  n.  g.  w.),  Reihe  1.  3,  5. 


11.  Classe.    Zahlform  2n  (n  —  1,  2,  3,  n.  8.  w.)<  R^he  2,  4,  6, 
n.  8.  w. 


I.  Classe.    Zahlform  3tt+ 1  (n  =  0,  1,  3,  n.  b.  w.)  ,  Reihe  1,  4,  7, 

n.  B.  w, 

II.  Glasse.    Zahlform  3n— l)(fl  —  1,  2,  3,  n.  s.  w.),  Reihe  2,  5,  8, 

o.  B,  w. 

III.  Glasse.    Zahlform  3n  (n  =  I,  2,  3,  n.  b.  w.),  Reihe  3,  6,  9, 

n.  B.  w. 

FQr  diese  Formen  gelten,  wie  leicht  erkennbar,  die  folgenden 
Formeln : 

1)  Ist  die  Reibenanzahl  snd  die  Differenz  x  der  Reihenglieder 
eine  gerade  Zahl,  so  gelten  die  Formeln 

(n  —  0,  1,  2,  n.  s.  w.      V 
.-.,.3,..,~9 
(n  —  1,  2,  3,  u.  B.  w.       \ 
fc  =  l,2.3,   ..   A-^j    ""'* 

?»(»-.!,  2,3,  u.  8.  w.) 

2)  Ist  die  Reihenanzabl  nnd  die  Differenz  der  RelbengUeder 
eine  angerade  Zahl,  so  erhalt  man  fOr  die  Zahlformen  die  allge- 
meinen Formeln 

A*0,  ),  3,  o.  s.  w. 


(ft  —  0,  ),  3,  o.  s.  w.       \ 
.-l..,3,..."-=-9 
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/i»  =  1,  2,  3,  n.  8.  w.       \ 

xn(n==  1,  2,  3,  U.  8.  W.) 

Erhebt  man   diese  Formela  zor  mten   Potenz,   so    kann   man 
darauB  die  folgenden  Binomi&lreihen  herleiten: 

1)    (««-fJfc)- =  (*«)-+(")  (*«)■"-!*+.   .    . 

/n  —0,   1,  2,  ü.   8.  W.  \ 

+  •       ■i.--,.,3,...VV 

(n  —  1,  2,  3,  n.  8.  w.       ^ 
.=  .,..  3,...   -^0 
(^)"""("-l,  2,  3,  n.  •  ».) 

Ci  —  0,  1,  2,  n.  B.  w.       >. 
.-.,2,3....--=iJ 

(..-i)"-(.»)--(7)(.«)— '4 

/n  —  1,  2,  3,  n.  8.  w.       >^ 

+■■-■(.<.-,,  2, 3,... --=i; 

ir*'n"{n  =1,  2,  3,  n    8.  W.) 


Zar  Ermittelung  der  in  der  natOrlichen  Zahlenreihe  enthaltenen 
Primzahlen  scheint  die  Zerlegnng  der  natdrlichen  Zahlenreihe  in  6 
arithmetieche  Reihen  und  die  daraas  eutuommene  Darstellnng  der 
Doppelreihe  6n±l  oder  fflr  die  flbersichtlicbe  DarBteltaDg  prakti- 
scher Gn^l  am  geeignetsten  zu  sein.  —  Man  kann  indes  in  nnond- 
lieb  Terscbiedener  Weise  eine  ÄnKahl  Reihen  aufstellen,  in  denen 
alle  Primzahlen  ausser  den  im  Modal  n  enthaltenen  Primfactoren 
Aldi.  a.  Ibth.  n.  ptijs.   a.  Btiha,  Tl.  sn.  9S 
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enthalten  sein  m&asen.  Ist  n  eine  gende  Zahl,  so  kann  man  anck 
von  Toniherein  die  geraden  Zahlen  weglassen  and  ans  den  nngera- 
den  Zahlen  die  Terticalreihen  bilden. 

Beispiele: 
n  —  4.  1,  5,    9, 

3,  7,  11,  n.  e.  w. 
In  diesen  beiden  Reihen  sind  alle  Primzahlen  >  2  mit  enthalten, 
n  =  6.  1.    7,  13, 

3,    9,  15,    n.  8.  w. 
5,  11,  17 

Die  Zahlen  der  2-  Reihe  sind  alle  darch  3  teilbar.  Die  Prim- 
zahlen >  3  sind  in  der  1.  nnd  3.  Reihe  mit  enthalten. 

n  —  10.  1,  11,  31, 

3,  13,  23, 
5,  15,  25,  n.  s.  w. 
7,  17,  27, 
9,  19,  29 

Hier  sind  alle  Primzahlen  ansser  2  nnd  5  in  der  1.,  2.,  4.  nnd 
5.  Reihe  mit  enthalteD.  Die  3.  Reihe  liefert  nar  Zahlen,  die  dnrch 
5  teilbar  sind. 

n  -  12.  1,  13,  25 

3,  15,  27 

6,  17,  29,  n.  B.  w. 

7,  19,  31 
9,  21,  33 

11,  33,  35 

Alle  Primzahlen  >  3  sind  hier  in  der  I.,  3.,  4.  und  6.  Reibe 
mit  enthalten.  Die  2.  nnd  die  5,  Reihe  geben  nur  Zahlen,  dio  durch 
3  teilbar  sind. 
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XXVII. 

Heber  die  Factoren  der  Zahlen. 


e.  Speekmann. 


Will  man  alle  Primfactorea  einer  beliebigen  Zabl  Z  ermittolo, 
80  vcrsuclit  man  zweckmässig  zanllcbst,  ob  Z  dnrcli  2",  3",  5"  teil- 
bar ist.  Dies  ist  bekanntlicb  eine  leichte  Sacbe.  Eine  Zabl  nsn. 
welclie  durch  3,  3,  5  nnd  deren  Potenzen  nicht  teilbar  ist,  hat  stets 
die  Form  6n+  1.  In  Betreff  der  Factoren  der  Zahlen  von  der  Form 
dn^l  bestehen  die  folgeodeo  Gesetze: 

(&t-l)(6y— 1)  =  6.+1 
(fo-l-l)(6p+l)  =  6»+l 
{6<B  +  l)(6y-l)-6*-l 

Scbliesst  man,  wie  oben  schon  angodontet,  vod  den  Zahlen  Sh+1 
diejenigen  aus,  welche  mit  ü  endigen,  so  ist  die  Endziffer  einer  jeden 
dieser  Zahlen  —  1,  S,  7  oder  9.  Wird  eine  teilbare  Zahl,  die  mit 
1,  3,  7  oder  9  endigt,  zunächst  in  2  Factoren  zerlegt,  so  mflsaen 
diese  Factoren  die  folgenden  Endziffern  habtin : 

Endziffer  Ton  Z;  Endziffer  der  Factoren: 

1  1,  I  oder  3,  7  oder  9,  9 

8  1,  3     „     7,  9 
7  1,  7     „     3,  9 

9  1,  9     „     3,  3 

Ist  nun  eine  Zahl  Z  von  der  bezeichneten  Form  gegeben,  nnd 
nennen  wir  die  möglichen  Endziffern  der  Factoren  derselben  a,  b 
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und  e,  d,  so  laasüii  sich  aoB  den  Zahlen  0  bis  9  diejenigen  Zahlen- 
Verbindungen  herstelleti,  welche  den  Gleichnngen 

ax-\-b3  =  .    .    ,  r     nnd     cx-\-dy  ■=  .    .    .  r 

genfigen ').  (r  ist  hier  diejenige  zweitletzte  Ziffer  von  Z,  velclie 
znrQckbleibt,  wenn  man  ab  resp.  cd  von  Z  subtrahirt).  —  Unter 
diesen  Zahlenverbindnngon  mnsB,  wenn  die  Factoren  lon  2  zwei- 
stellig sind,  unbedingt  eine  Torkommen,  welche  die  Factoren  von  Z 
d&istellt.  Sind  die  Factoren  zon  Z  aber  mehr  als  zweistellig,  ao 
mosa  anter  den  Zahlonverhindungen  nnbedingt  eine  Torkommen, 
welche  die  zwei  letzten  Ziffern  der  Factoren  von  Z  darstellt. 

Es  sei  Z—  2047.  Diese  Zahl  bat  die  Form6n  +  l.  Die  End- 
ziffer ist  eine  7.  Zerlegt  man  Z  also  in  ^  factoren,  so  mttssen 
diese  die  Endziffern  1,  7  oder  3,  9  habeu.  Snbtrahirt  man  7.1  —  7 
von  2047,  so  bleibt  als  vorletzte  Ziffer  4.  Snbtrahirt  man  3  .  9  =  27 
von  2047,  so  bleibt  ala  vorletzte  Ziffer  2.  Im  ersten  Falle  ist  r 
also  —  4  und  im  zweiten  =  2.  Diejenigen  ZahlcQverhindnngeD, 
welche  den  Oleicbnngen 

\is+ly  =  .    .    .  4    resp.     3ii:  +  9y  —  .    ■  .  2 
gentigen,  sind  die  folgenden 

Ol    11     21    31    41    51    61    71    81    91 
47    77    07    37    e?    97    27    &7    87    17 


IL 


03    13     23     33     43    &3    63     73    83     93 
49     ]9     89     59     29     99     69    39    09     79 


Diese  Zahlenverbindougen  werden  dadurch  leicht  erzeugt,  dass  man 
far  jede  Abteilung  als  erste  obere  Ziffer  der  Zahlenverbindaugeii 
fortlaufend  die  Zahlen  0  bis  9  nimmt  and  auch  die  Endziffer  der 
Zahlen  niederschreibt.  Nachdem  man  dann  für  die  notere  erste 
Ziffer  der  beiden  ersten  Zahlenverbinduegcn  einer  Äbttiilung  passende 
Zahlen  gefanden,  welche  wir  mit  m  nnd  n  bezeichnen  wollen,  bestimmt 
man  bei  den  übrigen  Verbindungen  die  erste  untere  Ziffer  dadurch,  dass 
man  zn  der  ersten  unteren  Ziffer  einer  vorhergehenden  Zahlenverbindang 
die  stetige  Differenz  n  —  tn  hinzu  zählt  Bei  den  oben  angegebenen 
Zahlenverbindungen  ist  z.  B.  in  dor  ersten  Abteitang  die  stetige 
Differenz  zwischen  deu  unteren  ersten  Ziffern  —  3  nud  bei  den 
Zahtenverbindnngen  der  zweiten  Abteilung  =  7.         yiU47  ist  >45 


I)  Bei  den  mit  I  cndigcailen  Zahlen  kommt  noch  die  dritte  Gleichung 
eii-\-fy  =  .    .    .  =  r 
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Es  masB  also  ein  Primfactor  Ton  Z  •<  45  sein,  nnd  es  ist  za  ver- 
motoi),  dasa  aauh  die  anderen  Primfsctoren  von  Z  anter  100  liegen. 
Von  deu  anfgcstellton  Zahtcnverbtndnngen  kJinnen  wir  nun  diejenigen 
stroicbeu,  bei  welchen  die  eine  Zalil  durch  3  teilbar  ist,  und  bei 
welchen  nicht  heido  Zahlen  entweder  von  der  Form  Gn— 1  oder 
von  der  Form  6n^-l  sind.    Nachdem  dies  geechehen,   bleiben  die 

31       13       23 
Zaiilenverbindangen     ^7  ,19,     89^  zurttck.    Von  diesen  Verbin- 

1147    247  TÖ« 
dnngen  liefert  die  dritte  das  Prodact  3047.    Die  Zahl  2047  hat  also 
die  Factoreu  23  und  89. 

Liegt  nur  der  eine  Factor  von  Z  antcr  lOO  nnd  der  andere 
aber  100  hinaas,  so  setze  man  anter  alle  aufgestellten  Zahlcnver- 
bindungen  das  Product  nnd  aubtrahire  jedes  dieser  Prodacte  vou  Z, 
Die  eutstehenden  Resto  lassen  dann  erkennen,  ans  welchen  Fsctoren 
Z  zusammengesetzt  ist.  Es  sbi  Z  z.  B.  —  6817.  Subtrahirt  man 
jedes  der  Producto  der  oben  schon  angegebenen  Zahtonverbindungen 
vou  Z,  so  findet  sich,  dass 

6847  -  41  .  67  -  4100 

ist.  Die  beiden  ersten  Ziffern  dieses  Restes  sind  der  einen  Zahl 
der  ZalilenverbiaduDg  gleich  nnd  es  ist  daraus  zu  Bcbliesson,  dass 
41  ein  Factor  von  Z  ist,  und  dass  der  anderen  Zahl  der  Zahlon- 
verbindnng  eine  1  vorgesetzt  werden  mnsG,  nnd  somit  der  andere 
Factor  von  Z  -=  167  ist 

In  ähnlicher  Weise,  wie  es  hier  bei  Zahlen,  deren  niedrigster 
Factor  zweistellig,  geschehen,  kann  man  auch  bei  Zahlen,  deren 
niedrigster  Factor  eine  dreistellige  Zahl  ist,  durch  Aufstellung  der 
entsprechenden  Zahlenverbindungea  die  beiden  letzten  Ziffern  der 
Factoren  und  die  Factoren  selbst  zu  bestimmen  suchen,  wie  hier 
knrz  gezeigt  werden  soll.  Nachdem  man  die  Zablenverbindangen 
der  beiden  Endziffern  aufgestellt  bat,  setze  man  jeder  Zahl  dieser 
Verbindungen  die  erste  Ziffer  von  -[^Z  vor  nnd  erniedrige  diese 
Ziffer  bei  entstehenden  durch  3  teilbaren  Zahlen  um  1.  Sodann  setze 
man  unter  jede  Verbindung  das  Product  und  aubtrahire  dasselbe  von 
Z.  Unter  den  Resten  wird  dann'einer  bestimmte  Beziehungen  zu  den 
Zahlen  einer  Zablenverbindung  haben.    Es  sei  Z  z.  B.  —  15207. 

Z—l  .  7  —  .    .    .0,     Z— 3  .  9  =  .    .    .8 

Die  in  Betracht  kommenden  Zahlenverbindnngen  sind  unter  Voran- 
setznug  der  ersten  Ziffer  von  VZ  die  folgenden: 
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101  111  121  131  141  151  161  171  181  191 

107  137  167  197  127  157  187  117  147  177 

103  113  123  133  143  153  163  173  183  193 


109  179  149  119  189  159  129 

Hier  ist 

Z— 111  .137  —  0 

Die  Factoron  von  Z  Bind  also  —  111  nnd  137.    Es  »ü  ferner 

Z  —  28907,    Z-  111  .  137  —  13700 

l>or  oino  Factor  von  Z  ist  also  137  nnd  der  andere  Factor  ist 

111  +  100=211 
Femer  sei 

Z=37407,    Z— 111  .  137  =  222000,    222  iat  —  2  .  111 

Der  eine  Factor  von  Z  ist  —  111  und  der  andere  Factor  ist  — 
137+200  —  337.    Es  sei  ferner 

Z— 69007,    Z— 121.  167  — 38800 
121  +  167  -  288,  388-288  =  100. 
Die  Factoren  von  Z  sind 

121  +  100-221    and    167+100  =  267 

Fflr  iJas  letzte  Beispiel  hätte  besser  die  richtige  erste  Ziffer  von  VZ, 
cino  2  den  Zahlen verbindnngon  vorangeeesetzt  werden  können. 

Aach  bei  Zahlen,  deren  niedrigster  Factor  oiao  vierslelligo  Zahl 
ist,  lässt  sich  das  oben  beschriebene  Verfahren  oft  mit  Erfolg  an- 
weiiden.  Hier  sind  den  bctrofFeadeu  ZahlnnvorbiDdnDgen  die  beiden 
ersten  Ziffern  von  yz  voraozn setzen.  Hat  oiue  Zahl  mehr  als  2 
Primfactoreu ,  so  iat  das  Vorfahren  nach  Absondernng  je  eines 
Primfactors  zo  wiodarholon. 

Oldenburg  1.  Cr. 
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t  SalMi  Onr  PrimtaUtn. 


Beweis  des  Satzes,  dass  jede  unbegrenzte 

arithmetische  Beibe,  in  welcher  das  Anfangsglied 

zur  Differenz  relativ  prim  ist,   unendlich   viele 

Primzahlen  entMlt. 


Von 

6.  Speckmann. 


Id  eioer  arithmeüschen  Reibe,  ia  welcher  das  Aofangslied  a  nnd 
die  Uifferenz  x  den  gleichen  Teiler  k  haben,  kann,  auaaer  dem  Aa- 
fangsgliede,  welches  eine  Primzahl  sein  kanu,  keine  einzige  Prim- 
zahl vorkommen  und  alle  Zahlen  einer  solchen  Reihe  sind  durch  k 
teilbar.  In  jeder  arithmetischen  Reihe,  in  welcher  Primzahlen  vor- 
handen sind,  mnss  also  daa  An&ngsglied  znr  Differenz  relativ  prim 
sein. 

Es  soll  nnn  bewiesen  werden ,  dass  in  jeder  nnendlichen  arith- 
metischen Reihe,  in  welcher  das  AnfangsgUed  za  der  Differenz  re- 
lativ prim  ist,  nnendlich  viele  Primzahlen  enthalten  sind. 

Vergleicht  man  eine  arithmetische  Reihe,  worin  AnfangsgUed 
nnd  Differenz  relativ  prim  8ind,  mit  der  Reihe  der  Primzahlen,  eo 
ist  bei  der  arithmeUschen  Reihe  der  Abstand  zwischen  zwei  aufein- 
ander folgenden  Gliedern  immer  gleich ;  bei  der  Reihe  der  Prim- 
zahlen aber  ist  dieser  Abstand  ein  ungleicher,  spmnghafter.  Ist 
nnn  eine  arithmetische  Reihe  von  der  bezeichneten  Art  gegeben,  so 
mnsB  es,  da  ea  unendlich  viele  Primzahlen  giebt,  nnendlich  oft  vor- 
kommen können,  dass  der  Abstand  zwischen  dem  Anfongsgüede  a 
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ÜQ  Speckmann:  Bewtit  eiiiet  Saixei  iber  tymiatUn. 

der  arithmetischen  Reibe  und  einer  PrimEahl  p,  also  p  —  a  einem 
Vielfachen  der  Differenz  x  der  arithmetischen  Reihe  gleich  ist,  nnd 
BO  oft  dies  der  Fall  ist,  ist  in  der  arithmetischen  Reihe  äne 
Primzahl  enthalten.  „Die  Ungleichheit  der  Differenz  zwischen  den 
„Primzahlen  and  die  Stetigkeit  der  Differenz  der  arithmetischen 
„Reihe  bilden  also  neben  dem  Umstände,  dasa  das  Anfavgaglied  der 
„arithmetischen  Reihe  zu  der  Differenz  derselhen  relativ  prim  ist, 
„den  Grand  dafor,  dass  in  einer  solchen  arithmetischen  Reihe  nn- 
„endlich  fiele  Primzahlen  enthalten  sein  mÜBsen". 

Da  jede  Primzahl  ^  3  die  Form  611  ^  1  hat,  so  kann  man  statt 
des  Satzes,  dass  in  jeder  unendlichen  arithmetischen  Reihe,  in  der 
das  Anfangsglied  zur  Differenz  relativ  prim  ist,  nnendlicb  viele,  Prim- 
zahlen enthalten  sind,  anch  den  Satz  aufstellen,  dass  in  jedw  nn- 
endlichen  Reihe  der  geuanntea  Art  nuendlich  viele  Zahlen  von  der 
Form  6n^i  enthalten  sein  müssen.  —  Eine  Reihe  mit  constanter 
Differenz ,  in  der  das  Anfangsglied  a  zn  der  Differenz  relativ  prim 
ist,  kann  nämlich  nie  nnr  teilbare  Zahlen  oder  nnr  Primzahlen  von 
der  Form  6n  ^  1  enthalten.  Jede  gerade  Zahl  bat  nnn  die  Form 
2r  oder,  anf  den  Uodol  6  bezogen,  eine  der  Formen  3«,  ön^S 
nnd  jede  ungerade  Zahl  hat  die  Form  Zn  —  l  oder,  anf  dem  Kodttl 
6  bezogen,  eine  der  Formen  Gnipi,  6n-j-3.  Wir  können  nnsere 
Untersachang  also  daranf  heschräuken,  dass  wir  feststellen,  ob  in 
jeder  der  nachfolgenden  Reihenarten,  die  alle  Reihen,  in  denen  das 
AnüingBglied  znr  Differenz  relativ  prim  ist,  nrnfassen  mflssen,  no' 
endlich  viele  Zahlen  von  der  Form  6n^l  vorkommen.  Die  Rei- 
henarten sind  diese: 


AnfangagUed: 

Differenz: 

1) 

6»q:i 

2n 

2) 

6n-|-3 

6>iqr2 

S) 

e» 

toTl 

4) 

6»q:2 

6»Tl 

6) 

6,T2 

6»+3 

6) 

6.+  1 

6»+3 

7) 

6n+3 

6»Tl 

Setzt  man  in  der  ersten  Beihenart  die  Differenz  —  >(2n)  nnd  l&sst 
*  die  Zahlen  0,  1,  2 .  ,  .  cc  durchlaufen ,  so  wird  in  der  betr. 
Reibe  mindestens  so  oft  eine  Zahl  von  der  Form  €n:!il  enthalten 
sein,  als  in  der  Reihe  0,  1,  2  .  .  .  m  eine  Zahl  vorkommt,  die  ein 
YielfBcfaes  von  3  ist,  denn 

3r  ,  2n  ~  6m    nnd    &m-}-671 
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ist  stete  eiDo  Zahl  von  der  Form  6it^l.  Ein  Vielfaches  von  3 
kommt  in  der  Reihe  0,  1,  2  .  .  .  co  aber  nneodtich  oft  vor.  Boi 
der  zweiten  'Reihenart  entsteht  so  oft  eine  Zahl  von  der  Form 
6>>71,  als  «  in  «(GnipZ)  beim  Dnrchlanfen  der  Reihe  0,  1,  2 
...  CD  ein  Vielfaches  von  2  darstellt,  das  nicht  dnrcb  3  teilbar 
ist  Bei  der  dritten  Reibenart  entsteht  so  oft  eine  Zahl  von  der 
Form  6»:^  1,  als  «  in  «(Gn^l)  eine  ungerade  Zahl  darstellt,  die 
nicht  dnrch  3  teilbar  ist  Bei  der  4. ,  5.  und  6.  Reihenart  ist  jode 
nngerade  Zahl  der  Reihe  (mit  Aasnahme  der  durch  3  teilbaren  nn- 
geraden  Zahlen)  eine  Zahl  von  der  Form  6»^!.  DnrchlAuft  boi 
der  7.  Reihenart »  in  a(6ii^l)  die  Reihe  0,  1,  2  .  .  .  «>,  so  wird 
in  der  betr.  arithmetischen  Reihe  immer  dann  eine  Zahl  von  der 
Form  6u^  1  entstehen,  wenn  t  eine  gerade  Zahl  darstellt,  die  nicht 
durch  6  teilbar  ist  —  In  jeder  Reihe  der  vorstehend  behandelten 
Arten  mflssen  also  nueadlicb  viele  Zahlen  von  der  Form  6n^l 
vorkommen  und  folglich  mdssen  auch  in  jeder  uDendlicheD  arithme- 
tischen Reihe  mit  hestinimtor  Differenz,  in  der  das  Aufangsgliod  a 
zu  der  Differenz  le  relativ  prim  ist,  nnendlich  violo  Primzf^teu  ent- 
halten sein. 

Oldenburg  i.  G. 
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XXIX. 
Miscellon. 


Projectlre  Uaung  einer  geometrlHehea  Aaf^Iie. 

Ein  KreisbogoD,  deaseii  Mittelpnnktswinkol  nod  PfelthOhe  gegeben 
ist,  kann  dadurch  gezeichnet  werden,  daes  man  znerst  den  Halb- 
messer desselben  trigonometriscb  berechnet  nnd  hierauf  den  fOr 
denselben  gefundenen  Ausdruck  constrnirt.  Besonders  ein&ch  ge- 
staltet sich  aber  die  LöBung  dieser  Aufgabe  mittelst  projectivor 
Geometrie. 

Durcbscbneidet  man  Fig.  1.  vom  Scheitel  a  aas  die  Schenk«! 
des  geifcbenen  Winkels  mit  einer  beliebigen  Zirkel OfFunug,  so  erhält 
man  die  Punkte  x.  Die  Sehne  xx  schneidet  die  Ualbirungsiinio  des 
Wiakels  ia  b,  der  Bogen  dieselbe  in  b:  Wäre  bb'  gleich  der  ge- 
gebeaeo  Pfeilhöhe  h,  so  wfire  die  Aufgabe  gelöst.  Die  Pankte  b 
und  b'  bilden  aber  ein  homologes  Panktepaar  zweier  ähnlichen  Punkt- 
reihen,  wenn  der  Halbmesser  or  des  Bogens  variirt.  Die  Sehnen 
XX  bilden  nämlich  dann  ein  ParallelstrahlenbQschel ,  weshalb  die 
Pnnktreihen  x  und  b  pcrspectivisch  liegen.  Die  Pnnktreihe  b'  ist 
aber  jener  ^  congmunt,  daher  mit  b  projectivisch.  Wird  der 
Halbmesser  ax  nnendlich  gross,  so  fallen  b  und  6'  in's  Unendliche, 
daher  sind  die  conlocalen  Panktreiheu  b  und  b'  ähnlich,  nnd  man 
erkennt,  dass  a  ein  Doppelpunkt  derselben  ist. 

Trägt  man  von  b'  ans  anf  der  Halbimngslinie  immer  gegen  den 
Scheitel  die  Pfeilhöhe  anf,  so  erhält  man  eine  nene  Funktreibe  ß, 
welche  mit  jener  £'  cougruent  ist.  Diese  Pnnktreihe  gehört  nach 
froherem  auch  a  an,  wenn  aa  gleich  der  PfeilbOhe  gemacht  wird. 
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Die  Panktreihc  ß  ist  nno  jener  b  projectlv.  und  neun  ß  mit  b  zd- 
znssmmenftllt,  so  ist  die  Aufgabe  'gelöst.  Uan  hat  daher  nnr  den 
im  Endlichen  befindlichen  Üoppelpnnkt  der  conlocalen  ähnlichen 
Fnnktreibeo  ß  und  b  za  ermitteln.  Dieser  kann  nnn  mit  den  Winkel- 
brettcben  allein  gezeichnet  werden. 

Uan  ziehe  irgendwo  eine  Parallele  P  zur  Halbimngslinio  des 
Winkels  nnd  schneide  dieselbe  darch  irgend  zwei  Parallele,  die  man 
dnrch  u  und  ß  gezogen  hat,  in  a'  nnd  ß'.  Dann  ist  die  Ptinktreiho 
a'ß"  .  .  .  projeet  ab  .  .  .,  nnd  beide  liegen  perspectiviscb,  da  sich  im 
Unendlichen  homologe  Pankte  decken.  Der  Schnittpunkt  0  der  Vor 
bindungslinien  u'a  und  ß'i  ist  demnach  das  Centmm  der  Perspecti- 
vit&t  und  die  dnrch  dasselbe  gezogene  Parallele  zu  au'  mnss  die 
Halbirnngslinio  in  dem  verlangten  Doppelpunkte  d  schneiden.  Er- 
richtet mau  in  diesem  eine  Senkrechte  auf  die  Halbimngslinic ,  so 
triK  diese  die  Schenkel  des  Winkels  in  den  Endpunkten  des  ver- 
langten Bogens. 

Ebenso  einfach  ergibt  sich  jetzt  die  Lösung  der  Aufgabe: 

,^an  zeichne  eine  Kngelzone,  von  der  gegeben  sind  die  Höbe 
und  die  ihren  Kreisen  entsprechenden  Mittelpnnkisninkel". 

AufiOsung.  Man  zeichne  zunächst  die  zwei  gegebenen  Winkel 
mit  gemeinschaftlichem  Scheitel  a  so,  dass  die  Winkelfläcben  auf- 
einander liegen,  und  die  Halhirungslinieo  sich  decken.  Hierauf 
schneide  man  die  vier  Schenkel  derselben  mit  dem  nämlichen  Kreis- 
bogen von  a  ans,  wodurch  man  auf  den  Schenkeln  des  grösseren 
Winkels  die  Punkte  7,  auf  jenen  des  kleineren  die  Punkte  j/  erhält 
Die  Punklreiben  x  and  y  sind  congrueut,  wenn  der  Halbmesser  des 
Bogens  variirt.  Zieht  man  die  dem  Bogen  in  beiden  Mittelpunkts- 
winkeln entsprechenden  Sehnen  icx  und  r/y,  so  erhält  man  auf  der 
gemeinschaftlichen  Halbirungslinie  die  Punkte  b  und  B,  welche  ho- 
mologe Punkte  zweier  ähnlichen  Punktreihen  sind,  wenn  der  Bogen 
variirt.  Trägt  man  auf  der  Halbirungslinie  des  Winkels  von  B  aus 
gegen  den  Scheit«!  die  Höbe  der  Zone  k  auf,  so  erhält  man  den 
Punkt  ß.  Fällt  ß  mit  b  zasammen,  so  ist  die  Aufgabe  gelöst.  Die 
Pnuktreihe  ß  ist  aber  mit  jener  B  congrnont,  daher  mit  b  projectiv, 
man  bat  demnach  nnr'den  im  Endlichen  gelegeneu  Doppelpunkt  d 
der  conlocalen  ähnlichen  Punktreihen  zu  bestimmen.  Diese  Ermitt- 
lung erfolgt  genau  so  wie  in  Fig.  1.,  weshalb  von  einer  besonderen 
Figur  abgesehen  wurde.  Die  in  d  auf  die  Halbirungslinie  errichtete 
Senkrechte  schneidet  den  Schenkel  des  grösseren  Winkels  in  dem 
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Endpunkte  des  HftIbmeBsers  der  der  Zone  zngehorigea  Engel,  Die 
Kugolzoiio  ersdicint  hierauf  in  der  Zciühnnng  auf  eine  durch  ihre 
Achse  gehende  Ebone  orthogoual  projicirt. 

Wien,  im  Januar  1893. 

Wilhelm  Rnlf. 


Iklivbis  iTClt  uifenKherte  n-Construetion. 

Im  zwuilcu  Anhang  von  Dr.  E  Gliuzer's  reichhaltiger  Plani- 
metrie (iu  4.  Auflage  18111  bei  Gerhardt  Kilhtmaiiti  in  Dresden  cr- 
suhicuen)  6ndet  sich  seit  der  3.  Auflage  von  1887  eine  schOne 
Cünatniction  zur  beliebigen  Annüberung  an  die  Lauge  des  Krcisum- 
fanges,  die  von  Prof.  Dr.  Herrn.  Schubert  in  Hamburg  berrOfart. 
Sie  benutzt  die  Tangenten  an  eine  Folge  spiralig  geordneter  Halb- 
kreise und  grOndet.sicb  auf  die  beiden  bekannten  cyklometrisubeu 
Satze  des  Archiniedcs  vom  barmoulscben  und  geometrischen 
Mittel: 

'  2ua 


WO  e  und  u  die  Halbumfänge  des  ein-  nnd  amgOBchriebenen  regel- 
mässigen necks,  e'  and  u'  dasselbe  fOr's  3n-eck  bedeuten. 

Nun  pflegt  mau  jedoch  bei  der  elementaren  n-Berocbnung 
neuerdings  (z.  B.  Mehler  in  seinen  Hauptsätzen  der  Elem.-Matb.) 
jenen  Satz  vom  harmonischen  Mittel  zd  vermeiden  nnd  benatzt  viet- 
mehr  die  bequeme  Relation 

—     oder      —  —  — , 

wo  r  den  Radius  des  nrsprllnglichen  Kreises,  g'  den  sogenannten 
kleinen  Radius  des  2n  ecks,  d.  h.  den  Abstand  seiner  Seite  vom 
Goutmm  bezeichnet 

Drnm  lag  der  Gedanke  nahe,  ob  nicht  auch  bei  der  con- 
Btrnctiven  Rectification  des  Kreises  die  entsprechende  Terein- 
facbnng  sich  anbringen  Hesse. 

Dies  gelingt  in  der  Tat  auf  folgende  Weise: 
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ABCD  sei  der  Halbumfang  eines  regelrnftssigen  Sechseckes,  einge- 
Bchrieben  in  den  Halbkreis  AD,  und  io  A  dio  Tacgente  AT  gezogen. 
Anf  der  verlängeiten  Seite  AB  mache  man 

AE—  e^  =  Z  Badinsl&ngea 

Hieranf  werde  Wkl.  EAT  balbirt  (oder,  was  dasselbe  wäre,  die 
ZwOlfeckssette  Terl&ngert),  in  E  das  Lot  auf  AE  errichtet  nnd  bis 
zum  Schnitte  f  mit  der  Halbirendon  gezogen.  Dann  ist 
AF—et, 
In  gleicher  Weise  durch  fortgesetztes  Winkelhalbiren  nnd  Lot- 
errichten bekommt  man  e^^,  e^g  .  .  .  .  Gar  bald  sind  fflr  die  be- 
nntzten  ZeichengerAte  die  L&ngea  der  Strecken  e«  nnd  «,4  nicht 
mehr  nnterscheidbar ;  von  da  ab  hat  man  lauter  Kreisradien  ans  A. 
Und  wird  nun  auf  AT  die  Strecke  'IZ  solang  wie  diese  letzten 
Strecken  gemacht,  so  ist 

AZ  die  gesuchte  Uatbkreislftnge. 
Zum  Beweise   hlerfttr  genikgt  es,  den  vorhin  erw&hnten  Quo- 
tienten —,  trigonometrisch  aaszndracken.    Es  ist  nftmlich 
180» 


■  1  :  cos 


U 


Erste  Anmerkung.  Wenn  man  das  Lot  EF  und  ebenso  die 
folgenden  Lote  verUngert  bis  znm  Schnitte  mit  A'I,  so  bekommt 
man  auf  dieser  Tangente  die  UalbumftLnge  der  n  m  geschriebenen 
Vielecke.  Werden  nun  ausserdem  die  Längen  AK,  AF .  .  .  sämt- 
lich auf  AT  übertragen,  so  zeigt  sich  anschaulich,  wie  das  gesuchte 
AZ  in  engere  und  immer  engere  Grenzen  eingeschlossen  wird. 

Zweite.  Selbstverständlicb  kann  man,  wie  vom  Sechseck,  so 
auch  von  jedem  andern  regelmässigen  Vieleck  ausgehen. 

Leipzig,  December  1891. 

Dr.  J.  E.  Böttcher.  ') 


Znr  Zahleatheorie.    (Artikel  III.) 
In  meinem,   in  diesem  Archiv,   Reibe  2,  Band  XII.   Pag.  431 
abgedruckten  Aufsätze  „Zur  Zahlentheorie"  habe    ich  gezeigt,  dass 

*)  Uio  Schrifi  <1.  Hrn.  Wasucrbnadirecton  Chr.  Nohls  „Ober  grRphiiche 
Bcctifiention  von  KrcUbOgen"  Hamburg  ISS2  geht  von  hu  denselben  Grund- 
gedanken an*. 
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sich  die  natHrliche  Zabtenroiho  iu  3,  3,  .  .  .  n  arithmetische  Reihen, 
zwischen  deren  Gliedaro  die  Differenz  n  besteht,  dadurch  zerlegen 
Iftsat,  dasg  man  zunächst  eine  Verticalreihe  mit  den  Zahlen  1  bis  » 
bildet  und  dann  eine  zweite,  dritte  u.  s.  w.  Verticalreihe  mit  den 
Zahlen  n-j-1  bis  2«,  2n-f-l  his  Sn  a.  b.  w.  daneben  BteQt 

Ans  dieser  Zerlegnngsart  der  natürlichen  Zahlenreibe  geht  her- 
vor, dass  mau  die  Zahlen  der  natürlichen  Zahlenreihe  in  nnendlich 
verschiedener  Weise  in  Classcn  einteilen  kann. 

Für  die  Zerlegung  der  natörlichen  Zahlenreihe  in  n  ~  2,  3,  4, 
&,  6  arihmctische  Reihen  mag  beispielsweise  die  Einteilung  in  Classen 
hier  folgen. 


I.  Classe.    Zahlform  2«  —  1  («  =  1,  a,  3,  u.  s.  w ),  Reihe  I,  3,  5, 

0.  a.  w. 
II.  Classe.    Zahlform    2n   («  =  1,  2.  3,   n.  a.  w.),   Reihe  2,   4,   6 
n.  s.  w, 

n  — 3- 

I.  Classe.    Zahlform  3»—  1  [n  —  1,  2,  3,  u.  ».  w  >,  Reihe  2,  5,  S, 

a.  8,  w. 

II.  ClasBO.    Zahlform  3»+)  (n  •=  0,  1,  2,  3,  n.  a.  w,),  Reihe  1,  4, 

7,  n.  B.  w, 
III.  Qasse.    Zahlform  3»   (n  —  1,   2.  3,  n.  s.  w),    Reihe   3,   6,   9, 
u.  E.  w. 


I.  Classe.    Zabiform  2n   (n  =  1,  2,   3,  n.  s.  w.),    Reihe    2.   4,   6, 
u.  8.  w. 

II.  Classe.    Zahlfonn  4«—  1  C  —  1,  '^,  3,  u.  s.  w.),  Reihe  3,  7,  11, 

u.  s.  w. 

III.  Classe.    Zahlform  4n  +  l  («  -  0,  1,  2,  3,  u.  s.  w.,   Reihe  1,  5, 

9,  u.  8.  w. 


I.  Claaso.    Zahlform  &n  —  1  (r  —  1,  2,  3,  n.  s.  w.),  Reihe  4,  9, 14, 

u.  s.  w. 
II.  Classe.    Zahlfonn  E»  +  l  (»  =  0,  1,  2,  3,  b.  s.  w.),  Reihe  1,  6, 

11,  n.  B.  w. 
in.  Classp.    Zahlform  bu  —  2  (n  =  1,  2,  3,  u   s.  w.),  Reihe  3,  8,  13, 
n.  s   w. 
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IT.  ClasBe.    Zahlform  6n-|-2  (»  —  0, 1,  2,  3.,  a.  8.  w.),  Reihe  2,  7, 

12,  n.  8.  V. 
V.  Cluse.    Zahlform  bn  (n  —  1,  2,  3,  a.  i.  w.),   Reihe  5,   10,  15, 

n.  fl.  w. 


I.  Clasae.    Zahlform  6n— 1  (»=  1,  2,  3,  n  8.  w),    Reihe  5,  11, 

17.  a.  B.  w. 
U.  Claue.    Zahlform  6n+l  (»  =  0,  1,  2,  3,  d.  a.  w.),  Reihe  1,  7, 

13,  n.  8.  V. 

IIL  Gaase.    Zahlform  6n— 2  (n  =  i,  2,  3,  q   b.  w),   Kcihe  4,  10, 

16,  Q    s.  V. 
IT.  ClasHe.    Zahlform  6ti4-2  (»  —  0,  I,  2,  3,  D.  B.  w.},  Beiho  2,  8, 

14,  n.  8.  w. 

V.  Classe.    Zahlform  3n  (n  —  1,  2,  3,  n.  s.  w.),  Reihe  3.  6,  9, 
0.  B.  w 

In  jeder  dieser  5  Abtheilnogen  aiai  also  alle  Zahlen  der  natQr- 
lichen  Zahlenreihe  euthaltoa. 

Oldenburg  i.  Q. 

Q.  Speckmann. 


Dm  Dnleek  bezogen  auf  seine  Hanpttrftgheitsaxen. 

Es  iBt  in  der  Ebene  ein  rechtwinkliges  AjeDsystem  der  xy  ge- 
geben. Man  BoU  in  allgemeinatem  Aasdruck  das  Dreieck  darstellen, 
desaeo  Haaptträgheitsazen  jene  Axen  sind. 

Seien  x^j/i.  a^g^  xg^j  die  Coordinaten,  a,,  ott  "9  ^^  Gegenseiten 
der  Ecken  Ai,  A,,  A^.  Gebt  man  von  einer  Ecke  4t  aoB  l&ngB  a, 
um  eine  variable  kleinere  Strecke  a^u  bis  N  nnd  von  N  längs  der 
Geraden  NA^  ^=  n  nm  eine  variable  kleinere  Strecke  nn  bis  i*,  so 
ist  P  ein  variabler  Punkt,  der  daa  ganze  Dreieck  A  erzeugt,  nenn 
u  und  c  von  0  bis  1  variiren. 

Die  Coordinaten  von  P  sind 

»  =  «,-f(»,-!=,)uCl-i.)+(a;,-«,)..    ^ 

y  =  yi+{y.-yi)»a-f)+(y.-y.)"  i 
woraus  als  Functionsdeterminante  hervorgeht; 

|yi— »I    i/t—Si  I 


(i) 
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Hiernach  ist  der  Dreiecksiiüuüt 


J—J  du  fSv  .  D  —  iD-;  mithin  D  —  2J(1  — ») 

Nach  EiDsetzQDg  der  Werte  (1)  giht  eine  leichte  Int^^tion   die 
Bta tischen  Momente 


Dx  —  i4(*i+«j-t-r,) 
Dg—  i^lni+yt  +  h)  s 


J'dn/'dv 

r^uj'dv  .Dts~^^  U2;r,+^,  +  :r,)„  +(^,  +  9^,  +  x,)s, 

+  ('l  +  'r»  +  2*s)y,)  (2) 

Diese   3  Grössen   massen   fOr   HaopttrAgheitsasen   nnll   sein.     Die 
vollstftndigen  Bedingungen  anserer  Aufgabe  sind  also: 

«i +irs+«s  =  0;    Vi+Vi+Sa  —0;    ^yi+B^yj+ÄBCj  —  0 
Nach  Elimination  TOn  ^g  und  j/,  laset  sich  das  Resaltat  schreiben: 

(«^+i»',)(y»+lyO+ä^,j'.  - 0  (8) 

Geometrisch  gedeutet  ergibt  es  folgendes. 

Eine  Ecke  Ä^  ist  willktkrlicb.  Die  zweite  A^  liegt  beliebig  anf 
der  gleichseitigen  Hyperbel  (3j ,  deren  Asymptoten  den  HanpttrSg- 
heitaaxen  parallel  sind.  Ihren  Mittelpunkt  i^  findet  man,  indem  man 
den  Badiusvector  A,  O  aber  den  Anfangspunkt  O  hinaus  um  die 
halbe  Lttnge  OK  vcrlftngert.  Ihre  reelle  Axe  halbirt  die  2  Scheitel- 
winkel der  Asymptoten,  inuerlialb  deren  A^  nicht  liegt.  Ihre  Scheitel 
ergeben  sich  aus  der  Potenz  Jxjy,.  Die  dritte  Ecke  ist  der  End- 
punkt der  Verlängerung  von  A^K  um  ihre  L&nge. 

Die  Haopttragheitsniomente  erhftlt  man  aus  dem  Integral  (3), 
indem  man  y  für  x  und  x  fikr  y  schreibt.    Sie  sind  also: 

-f  -  O  l».'+»!'+«'.')i     1'=  i2('i"+-i"+'.') 
d.  h.  fur  das  Dreieck  dieselben  wie  fEtr  das  System  gleichbelaateter 
Ecken.  R.  Hoppe. 
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Litterarischer  Bericht 

XLV. 

Geschichte  der  Mathematik  and  Physik. 

Vorlesongen  Aber  Geschiebte  der  Hatbematik.  Von  Horiti 
Cftntor.  Zweiter  Band,  von  1200—1668.  Erster  Theil.  Leipzig 
1893.    B.  G.  Teabner.    499  S. 

Der  bier  beliaDdetto  Zeitraom  igt  leer  an  wiBBeDscbaftlich  matbe- 
iDfttiBcher  Forecbnog,  aber  nicht  leer  an  instrnctiven  Punkton  und 
Momenten  historischen  lutereeaes.  Betrieben  wird  in  der  Tat  nur 
du  kanfmänniBche  Bechnen  nod  die  FeldmosskuQBt,  der  Unterricht 
pflanzt  fast  nur  die  mathematJBchen  KenotDisse  der  Griechen  und 
Araber  fort;  dennoch  orwacbaen  ans  jenen  praktiachen  Bestrebungen 
mancherlei  ideelle  Früchte,  wenn  gleich  ohne  regelmAgsige  Ent- 
«ickelnng,  öfters  unterbrochen  durch  Bat^achritt  und  Unklarheiten, 
berTpr,  is  denen  man  die  Anfänge  der  Begriffe  und  Formen  der 
heutigen  Mathematik  nachweisen  kann,  namentlich  bildet  sich  die 
Algebra  und  Trigonometrie  dnrcb  Inangriffnahme  elementarer  Pro- 
bleme allm&hlich  aus,  Bas  vorliogendo  Werk  zeichnet  sieb  durch 
Vielseitigkeit  der  ana  Licht  gezogenen  Gegenstände,  dttrch  eingehende 
bistoriscbe  Kritik,  sowie  durch  populären  Styl  Torteilhaft  aua.  Die 
Geccbichte  wird  an  das  Leben  der  mehr  oder  weniger  hervorragen- 
den Autoreu  angekuflpft,  auf  deren  Tätigkeit  alle  Fragen  der  Ent- 
wickelang der  Doctrin  znrttckfabren ;  abgesehen  von  den  einzelnen 
Personen  wird  aber  auch  aber  die  Gründung  der  Universitäten  und 
deren  Verhalten  zur  Mathematik  Nachricht  gegeben.  Wenn  glei<^ 
im  Terhältnias  zu   den  geringen  wissenschaftlichen   Leistungen  jener 

Aich.  1.  Katb.  a.  Pli;i.    H.  aalhe,  11.  lU.  | 
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Zeit  das  Bach  eiaea  grosgeii  Umfang  gewonneB  hat,  ao  wird  nun 
bei  Dcrdilesnng  Bchwerlich  etwas  aberäQssig  zo  ihrer  Charakterisi- 
rang  finden.  In  der  Tat  hat  der  Verfasser  einen  tiemlich  hoben 
Orad  der  Unbedeatendheit  zur  Grenze  dar  ErCrterong  genommen; 
doch  dient  das  Beigebrachte  noch  immer  als  Beispiel  der  herrschen- 
den eigentQmllchen  Ideen  nnd  Meionngen.  Folgenden  Männern  wird 
der  Reihe  noch  ein  Platz  in  der  Geschichte  der  Mathematik  er- 
teilt; Leonardo  von  Pisa,  Jordanns  Nemorarins,  JohannoB  de  Sacro- 
bosco,  Johannes  Campanus,  Richard  Ton  Walliogford,  Johannes 
Maudith,  Bradwardinus,  Raimundus  Lnllos,  Johannes  de  Maria, 
Petras  tod  Dacien,  Jabannes  do  Lineriis,  Dominicas  Parisiensis. 
Nicole  Orcsme,  Albertus  de  Saxonia,  Benricas  Hassianns,  Conrad 
von  Jangingen,  Paolo  Dagomarl,  Biagio  da  Parma,  Johann  von 
Genianden,  Penrbach,  Nicolaos  Cnsanus,  Frosdocimo  de  Beldomandi, 
Jakob  von  Cremona,  Johannes  Widmsnn,  Re^iomentanas,  Ratdolt, 
Alberti,  Lionardo  da  Vinci,  Treviso,  Luca  Pacinola,  Choqnet, 
Lefdvre,  Georg  Valla,  Orontins  Finaens,  Alfons  X  von  Spanien, 
Petro  Sanchez,  Ciraelo,  Silicins,  Qaipar  Lax,  Juan  de  Ort^o,  Petro 
Nun'ez,  Stifel ,  Johannes  Werner,  Peter  Apianus,  Albreclit  Vflrer, 
Koppernikns,  Memmias,  Cardanas,  Luigi  Ferrari,  Tarlaglia  n.  a. 

H. 


Zar  Geschichte  der  EinfQhrang  der  jetzigen  Ziffern  ia  Earopa 
durch  Gerhert.  Eine  Stndie  von  Professor  Dr.  H.  Weissen  bor  n. 
Berlin  1892.    Mayer  a.  Mfiller.    123  8. 

Am  Titel  Ist  das  Wort  „Einfahrong"  auffftllig,  welches  weder 
dorch  die  Schrift  selbst  noch  darch  irgend  etwas  bekanntes  gerodit- 
fertigt  erscheint.  Soviel  anch  Oerbert  für  die  Annahme  der  indi- 
schen Ziffern  dnrch  eigenen  Torgang  gewirkt  hat,  so  zeigt  doch  die 
Geschichte  der  nachfolgenden  5  Jahrhunderte  keine  Spar  eiaes  daa- 
emden  EinflaBsos:  die  rOmischen  Zahlzeichen  bleiben  nach  wie  vor 
bei  allen  Rechnungen,  sogar  den  astronomischen  in  Gebrauch;  auch 
in  Betreff  dor  Zeitgenossen  Gerberts  kommt  der  Verfoaser  gar  nicht 
aaf  die  Frage,  ob  jemand  seine  Zahlenschrift  adoplirt  hat.  Einge- 
führt hat  also,  wie  wir  sagen  ohne  ein  Wort  des  Textes  za  be- 
streiten, Qerbert  die  indischen  Ziffern  nicht;  er  ist  ein  Vorl&afer 
des  im  16.  Jahrhondert  beginnenden  Umschwungs  in  der  systemati- 
scheu  Gestaltung  der  Arithmetik,  der  gerade  wegen  der  langen 
Zwischenzeit  um  so  mehr  historisches  Interesse  bietet  Dag  vor- 
liegende Buch  schliesst  sich  an  ein  6  Jahre  Ir&her  eracbienenea : 
„Beitrfige  zur  Kenntniss  der  Mathematik  des  Mittelalters"  —  an. 
In  jenem  mag  manches  angegeben  sein ,   was  man  im  gegenwärtigen 
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i  kann  (z.  B.  Heimat  nad  LebeDBzeit  von  Gerbert).  Wu 
aber  nicht  wol  mOglicb  war  in  jenem  so  befriedigend  zum  Abschlass 
za  briogon,  dase  es  hätte  jetzt  tlbergangen  werden  dftrfen,  ist  doch 
die  Frage  nach  dorn  Standpunkt  von  Gerbert's  RecbeDlebre,  nameot- 
licb  da  der  Verfasser  selbst  erkl&rt,  dass  die  spärlichen  Nachrichten 
nicht  erlaubea  irgend  welche  sichere  Schlösse  za  ziehen.  Hierüber 
findet  sich  Folgendos  angegeben.  Oerbert  kannte  nad  gebranchte 
die  9  Ziffern  der  Araber  mit  arabischen  Namen.  Letztere  waren 
aaf  die  Rechenmarken  geschrieben,  während  Andere  lauter  gleiche 
Harken  anwandten.  Von  schriftlichem  Rechnen  ist  nicht  die  Rede. 
Die  Einrichtang  seines  Abacua  ist  unbekannt.  Üie  Null  war  zu 
seiner  Zeit  bekannt,  galt  aber  als  etwas  verschiedouea  von  den  Zif- 
fern. Er  wandte  sie  nie  an  (nalUrlich,  wenn  er  wirklich  nar  mit 
Abacus  rechnen  lehrte).  Ana  alledem  ist  keine  Spur  von  scientivem 
Fortschritt  zu  erkennen.  Der  Verfasser  erwähnt,  dass  schon  die 
Griechen  das  Rechnen  mit  Äbacns  iiicfat  als  Teil  der  Arithmetik  be- 
trachteten. In  der  Tat  ist  es  nur  eine  momentane  Arbeit  ohne 
Gewinn  fQr  den  Verstand.  Auch  der  praktische  Vorteil  der  9  Ziffern 
ist  unwesentlich.  H&tte  sich  also  wirklich  Gerbert's  Lehre  nur  in 
der  angegebenen  Weise  unters chicdca,  so  wäre  kaum  ein  Motiv  zur 
Wahl  der  arabischen  Ziffern,  als  etwa  Vorliebe  fQr  das  Fremde,  er- 
sichtlich. Ans  den  vorliegenden  Angaben  iBsst  sich  zweierlei  ent- 
nehmen. Erstens,  die  Einrichtung  des  Abacas  ist  keine  traditionell 
feststehende,  daher  anch  wol  schwerlich  eine  ans  dem  Altertum 
stammende,  wie  Viele  voran szo setzen  scheinen,  sondern  hBugt  vom 
Ermessen  der  einzelnen  Lehrer  ab.  Zweitons,  die  Null  (zero)  ist 
ein  Element  in  der  derzeitigen  Rcchenlehre,  das  aber  ohne  Ter- 
stftndniss  (von  den  Arabern}  anfgenommoo  zu  sein  scheint.  DaAlr 
tritt  hier  als  ein  neues  Zengniss  die  Bemerkung  ein,  dass  die  Null 
b^rifflich  nicht  als  Ziffer  aufgefasst  werde.  Noch  mehr  zu  der  An- 
nahme gedr&ngt  sind  wir  durch  die  von  Boncompagni  im  16.  Bande 
des  Balletino  ans  Licht  gezogene  ganz  rätselhafte  Anfstellang  zweier 
Schriftsteller,  die  übereinstimmend  erklären,  zero  bedeute  eine  der 
9  Ziffern ,  aber  nicht  die  Nail.  Zur  Hauptfrage  jedoch  macht  der 
Verfasser  diese:  Von  wem  hat  Gerbert  das  Rechnen  gelernt?  — 
und  zwar  handelt  es  sich  von  Anfang  bis  Ende  dämm,  ob  ein  ge- 
wisser Josephns  sapiens,  anch  Hispanus  genannt,  sein  Lehrer  ge- 
wesen, was  tkber  denselben  näheres  zu  ermitteln  sei,  und  mit  welchen 
Uännern  des  Namens  Joseph  er  wol  identisch  sein  kOnne.  Offenbar 
Ist  das  Interesse  an  jener  Frage  in  Bezug  auf  Gerbert  ganz  durch 
die  sachliche  Bestimmnng  bedingt,  was  dieser  von  Joseph  gelernt 
haben  soll ;  die  blosse  Tradition  der  alten  Rechenkunst  kann  liber  die 
Gestaltung  von  Gerbert's  Lehre  ond  deren  Quelle  keinen  Anfschlnss 
geben.    Eine  solche  Unterweisung  bat   der  Verfasser  nicht  gemeint-, 
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um  also  aberhaupt  den  Oegenstand  Beiner  Untersachong  versUndlich 
»nazasprMheD ,  war  eine  Berabrnng  düs  specifischeD  Lehrintaalts, 
d.  h.  keine  blosse  Aassage  (wie  auf  Seite  14)  daas  ein  solcher  vor- 
banden geiresen,  nicht  zn  umgeben,  and  darauf  kommt  er  nie  zn 
sprechen.  Das  Bach  bietet  sehr  viel  litterariaclieu  Stoff.  Die  Citate 
stehen  meist  in  Zwiscbeusfttzen  des  Teiles  nnd  sind  ansführlicher 
bebandelt  in  einer  grossen  Anzahl  angehängter  Noten.  Da  sie  za- 
ftlligen  AdIbss  haben,  so  ist  es  wenig  wahrscheinlich ,  dass  sie  be- 
ansprachen  etwas  erschöpfendes  oder  eine  Answahl  des  Instructivsten 
zu  geben.  H. 

Bilder  aus  der  Geschichte  der  Physik.  FQr  Freunde  der  Natur- 
wissenschaften und  ftlr  Studirende  an  höheren  Schalen.  Von  Dr. 
Eugen  Netoliczka,  kaiserl  Ratii,  Professor  der  Physik  i.  R.  in 
Graz,  Ritter  des  fc.  k.  österreichischen  Franz-Josef-Ordcns,  Besitzer 
der  gold.  Medaille  fOr  Kunst  nnd  Wissenschaft  nnd  des  Verdienst- 
kreuzes des  groBsherz.  Mecklenburgischen  Ordens  der  wendischen 
Krone.  Nach  des  Verfassers  Tode  fortgesetzt  uud  durchgesehen 
von  Dr.  A.  Wachlowski,  k.  k.  Gymnasial-Professor.  Wien  nnd 
Leipzig  1891.    A.  Pichler's  Witwe  o.  Sohn.    258  S. 

Das  Bacb  gibt  in  der  Karze  das  Wichtigete,  was  dem  Zwecke 
historischer  Ausbildung  entspricht,  und  zeugt  in  allen  Stacken  von 
einer  richügen  Auffassung  seiner  Aufgabe.  Dem,  was  die  Vorrede 
zur  Begrttnduug  der  Notwendigkeit  hi&torischeü  Bctroibeus  der  Wis- 
Beniohaft  ausspricht,  mOssen  wir  sogleich  zu  näherer  Bestimmang 
binzofügen,  dass  es  sich  nm  das  Werden  der  heutigen  Wissen- 
schaft handelt.  Wir  haben  nicht  die  alten  Forscher  in  ihrem  dunkeln 
Sachen  zu  begleiten,  sondern  deren  Wege  mit  dem  gewonnenen 
Liebte  zu  erbellen  und  irrige  Gedanken  von  richtigen  zn  unter- 
scheiden. Erst  nachdem  man  mehr  zu  dieser  Praxis  abergegangen 
ist,  nnd  die  Aeasserongen  der  Alten  im  Sinne  der  jetzigen  Ideen 
zn  denten  versucht,  hat  sich  gezeigt,  duss  die  alte  Zeit  der 
Physik  weniger  fremd  ist,  als  es  frOher  schien.  Man  mnss  es  dar- 
um auch  als  möglich  zulassen,  dass  manche  reifere  Erkenntoisse 
Einzelner  nur  darum  mit  deren  Abloben  untergegangen  sind,  weil 
ihre  Zeitgenossen  sie  nicht  zu  würdigen  verstanden.  Das  vorliegende 
Buch  zeichnet  sich  dadurch  aus,  dass  es  die  moderne  Perspective 
entschieden  zum  Friucip  der  Darstellung  macht;  deragomAss  bilden 
auch  die  Zweige  der  heutigen  Physik  die  Themata  der  einzelnen 
Abschnitte.  Dass  der  Schüler  auch  die  begangenen  Irrtümer  kennen 
lernen  muss,  wird  in  der  Vorrede  betont  und  in  der  Ausfdbmng 
danach  verfahren.  Die  Notwendigkeit  tritt  am  dentlichscn  in  der 
Erfahrung  zutage,  dass  die  „Freunde  der  Naturwissenschaft",  welche 
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zur  Zeit  keine  Forschor  sind,  sich  die  Wege  der  EDtdocknng  viel 
ZD  kurz  deDken,  begreiflicherweise,  weil  aie  über  alles,  was  ihnen 
gewöhnlich  und  im  allgemeinen  gel&ufig  ist,  ohne  Beachtnng  hinweg 
znr  neuen  Entdeckung  eilen  Dieser  Umstand  zeigt,  wie  in  der  Tftt 
die  Ungrttndlichkeit  im  Betreiben  der  Wissenschaft  im  nächsten  Zu- 
sammcDhaDge  stcbt  mit  dem  Mangel  hiBtorischor  Bildung,  d.  h.  der* 
jenigen,  welche  die  Wissenschaft  nicht  bloss  auf  ihrem  neuesten 
Standpunkt  kennt  Die  Geschichte  wird  hier  der  Zeit  nach  nur  in 
die  des  Altcrtams,  des  Mittelalters  nnd  der  Kenzeit,  letztere  begin- 
nend iu  der  Mitte  des  18.  Jahrhunderts,  eingeteilt.  Von  jedem  dieser 
Zeitabschili tlc  wird  zuerst  ein  allgemeines  Bild  entworfen,  doch  ist 
auch  dieses  mit  allen  erreichbaren  tatsächlichen  Angaben  verbunden, 
so  dasB  an  mauchon  Stellen  der  Ueberblick  durch  blosse  Zusammen- 
ordnnng  der  Tatsachen  gegeben  wird.  Hierauf  folgen,  in  Bezug  anf 
das  Altertum,  die  Mechanik,  Optik,  Akustik,  Magnetismus,  Klektri* 
cität,  kosmische  Ph;aik  nnd  Chemie.  Für  alle  diese  Zweige  sind 
die  Stellen  zusammengesncht,  ans  denen  wir  über  die  Kenntnisse, 
technische  Vcrwcndurg  und  Erklärungsversnche  der  Alteu  irgend 
etwas  entnehmen  kOnnen.  Alles  dies  zeigt,  dass  hin  reiche  ni^er  Trieb 
vorbanden  war  die  von  Natnr  gegebenen  Erscheinnngen  so  genaa 
als  möglich  zu  beobachten  und  aus  den  Resultaten  Schlösse  anf  die 
Gesetze  und  Ursachen  derselben  zu  ziehen,  daas  sich  aber  nirgends 
der  Gedanke  findet  die  Entscheidung'über  Fragen  der  letztern  durch 
'  das  Experiment  zn  suchen.  Da  der  Verfasser  hierdurch  die  Physik 
der  Alteu  charakterisirt ,  so  lag  wol  nichts  näher  als  die  neue  Zeit 
von  da  an  zu  rechnen,  wo  das  Experiment  als  Quelle  der  Natnr- 
erkenntoiss  principiell  erkannt  und  klar  ausgesprochen  ist,  und  das 
ist  nicht  im  18., sondern  im  17.  Jahrhundert  durch  Bako  geschehen.  Die 
Reihe  von  Entdeckungen,  welche  aus  dem  neuen  Forscbungsprincip 
in  schneller  Folge  hervorwuchsen,  und  die  den  schroffsten  Gegensatz 
gegen  den  Charakter  des  Mittelalters  zeigen,  bringt  trotzdem  der  Ver- 
fosser  mit  zum  Mittelalter  —  mau  findet  schwerlich  ein  anderes  Motiv 
als  demselben  einen  Anteil  an  historischer  Bedeutung,  die  ihm  sonst 
zu  sehr  mangelt,  zuzuwenden.  Die  Geschichte  der  Neuzeit,  wie  sie 
Im  Bncho  heisst,  stellt  sich  nun  als  reine  Fortsetzung  der  im  zweiten 
Abschnitt  behandelten  dar.  Je  mehr  sie  sich  der  Gegenwart  nähert, 
desto  mehr  musste  natürlich  der  Umstand  auf  die  Abfassung  £in- 
flnsa  Oben,  dass  die  Lösung  und  Entscheidung  immer  neuer  Fragen 
der  Zukunft  vorbehalten  bleibt,  dass  also  der  Bearbeiter  nicht  mehr 
in  der  Lage  ist  von  reiferem  Standpunkt  Ober  die  auftretenden  An- 
sichten zu  urteilen.  Dem  entsprechend  bat  hier  der  Verfasser  die 
sonst  beobachtete  Kttrze  nnd  Uebersicbtlicbkeit  aufgegeben  nnd  ans- 
fnhrlicher  Ober  die  fOr  wichtig  erachteten  Arbeiten  der  an  den 
neuem  Entdeckungen  beteiligten  Forscher  berichtet.  H. 
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Geschichte  der  Physik.  Ton  Dr.  £.  GcrUnd,  Dozent  fnr 
PbyBik  nod  Elektrotechnik  an  der  Königlichen  Bergakademie  m 
GlsnsÜial  i.  H.  Mit  72  in  den  Text  gedruckten  Abbildnngen.  Leipzig 
1892.    J.  J.  Weber.     366  8. 

Dm  Bnch  gehOrt  als  Nr.  4.  zu  Wibcr'B  „NatorwisBcngchaftliclier 
Bibliothek."  Die  Oeachichtc  der  gesamten  Physik  ist  hier  ebne 
Scheidung  der  Zweige  in  einen  fortlaofendcn  Faden  chronologischer 
Folge  mit  grossem  Geschick  verarbeitet,  in  lebenBvollor  und  dabei 
stets  ezacter  Sprache,  der  es  auch  nicht  an  den  erforderlichen  posi- 
tiven Angaben  mangelt.  Man  lernt  alles  einzeln  im  Durchlesen; 
dahingegen  bleibt  die  Angabe  sicti  ober  den  jeweiligen  Standpunkt 
der  physikalischen  Erkenntnis«  zu  nntorricbten  ganz  dom  Leser  über- 
lassen. Die  Quellen  sind  im  Teile  nie  angegeben;  zum  Ersalzo 
folgt  am  Schlüsse  ein  Litteraturvcrzeicbuiss;  Terweisang  auf  das- 
selbe findet  nicht  statt  H. 


üeber  den  Antbeil  der  mathematischen  'Wissenschaften  an  der 
Kultur  der  Renaissance.  Vortrag  gehalten  im  Bathhaue  zu  ZOrich 
am  b.  Februar  1891.  Von  Dr.  F.  Rudio,  Professor  in  Zürich. 
Hamburg  1892.    Verlagsanstalt  nnd  Bruckeroi  A.  G.    33  S. 

Der  Vortrag  ist  in  erster  Linie  eine  begeisterte  Lobproianng 
der  Mathematik  fOr  ZuhOrcr,  welche  derselben  vermutlich  fem  stehen, 
und  zwar  durch  Musterung  ihrer  Geschichte,  ans  welcher  viele  ZOge 
geeignet  Hochschätzung  fu  erwecken  vorgefahrt  werden.  Nament- 
lich wird  darauf  hingewiesen,  dass  die  Blütezeit  der  CultnrvOlker 
immer  mit  neuen  mathematischen  Erkenntnissen,  erhöhten  Leistungen 
der  Mathematik  und  eifrigerer  Hinneigung  zu  ihr  verbunden  auftritt 
Obgleich  es  nirgends  ausgesprochen  noch  nachgewiesen  wird,  so 
scheint  doch  die  Rede  überall  darauf  abzuzielen,  dass  man  das  Be- 
treiben der  Mathematik  ohne  weiteres  als  Ursache  der  gleichzeitigon 
Cultur  auffassen  soll,  und  den  Gedanken  fernzuhalten,  dass  bei  er- 
wachtem Cnltnrleben  neben  andern  Wissenschaften  natürlicherweise 
auch  die  Mathematik  nicht  fehlen  wird.  Was  endlich  die  Renaissance 
betrifft,  80  kommt  nur  das  Wort  öfters  vor,  von  ihrem  Wesen  und 
der  Zeit  ihrer  Erscheinung  ist  nie  die  Rede.  H. 


Wilhelm  Weber.  Eine  Lebensskizzo  von  Heinrich  Weber, 
Professor  an  der  Herzogl.  technischen  Hochschule  zq  Braanschweig. 
Mit  einem  Bildnis  ans  dem  Jahre  1884.  Breslau  1893.  Eduard 
Trewendt    111  S. 
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iDdem  die  Schrift  die  Lebensgeecliiclite  W.  Weber's  —  Sohnes 
dos  Prof.  der  Theologie  Michael  W.,  geb.  d.  24.  Oct  1804  in  Wit- 
tenberg, gest  den  33.  Jnoi  ISdl  in  Gflttingen  —  ohne  Abschweife 
erz&hlt,  werden  nns  zugleich  ein  ansehnlicher  Kreis  von  Gelehrten 
ersten  Banges,  mit  denen  or  im  Umgang  Bland,  nnd  bekannte  Be- 
gebenheiten, die  auf  seine  Schicksale  nnd  seine  Tätigkeit  bestim- 
mend ffirkten,  vorgefahrt,  letztere  noch  besonders  Interesse  erregend 
durch  wörtliche  Uitteilung  von  Urkunden  nnd  Correspondenzen.  Die 
ersten  2  Abschnitte  umfassen  dio  Stndianjahre  in  Halle  nnd  Berlin; 
von  letzterem  Univeraitatsbesnche  datiren  die  meisten  frenndschaft- 
lichen  Beziehnngen.  Nun  folgen  die  4  Perioden  von  Weber's  Lehr- 
and  Forschortatigkeit:  von  1831  bis  1837  als  Professor  in  GOttingen, 
dann  nach  Amtsentsetinng  in  der  Zwischenzeit  bis  184fl,  dann  als 
Professor  in  Leipzig,  dann  nach  seiner  Wiederbemfnng  1849  In 
Gdtdngen.  Ueber  seine  wissenschaftlich s  Tätigkeit,  die  wol  eine 
sehr  concenirirte,  ohne  fremde  Teilnahne  nnd  litterariachen  Verkehr 
gewesen  sein  mag,  verhält  sich  die  £rzählang  ziemlich  schweigsam: 
die  Gegenstände  werden  kaum  mehr  als  dem  Titel  nach  genannt; 
erst  in  der  letzten  Periode  wird  anf  manches  mehr  eingegangen; 
dafür  wird  der  Leser  dnrch  Zflge  des  Charakters  eutschädigL 

H. 


Carl  Heinrieh  Schellbach.  Gedftchtnissrede  gehalten  in 
der  Aula  des  K&niglichen  Friedrichs- Wilhelma-Gjmnasiams  am  29. 
October  1892  von  Felix  Haller.  Mit  einem  Bildnis  Schellbocb's. 
Berlin  1893.    Georg  Reimer.    35  S. 

Die  Angegebenen  änssern  Facta  betreffend  das  Leben  des  Ver- 
ewigten sind  folgende.  Er  ist  geb.  d.  25.  Dec.  1804  anf  der  Reise 
nach  seiner  Taterstadt  Eislebeo,  nnterricfatet  daselbst  anf  dem  Gym- 
nasinm,  atadirte  Mathematik,  Physik  nnd  Philosophie  von  1824  an 
in  Halle,  zog  1829  nach  Berlin,  promovirte  1834  in  Jena,  lehrte 
von  da  an  bis  1841  am  Friedrich-Werder'schen ,  dann  am  Königl, 
Friedrich -Wilhelms-Gyronasinm,  von  1843  an  zugleich  an  der  EOnlgl. 
Kriegsakademie  nnd  gehörte  seit  jener  Zeit  zur  wissenschaftlichen 
Prfifnngacommission,  war  lange  Zeit  Lehrer  des  Kronprinzen  Friedrich 
Wilhelm,  nachherigen  Kaisers  Friedrich,  gründete  1855  das  mathe- 
matisch-pädagogische Seminar,  war  beteiligt  an  der  Heiansgabe  des 
Crelle'sdien  Journals,  trat  1689  in  den  Ruhestand  und  starb  d. 
29.  Mai  1892.  Die  Rede  beleuchtet  sehr  eingebend  seine  vielseitige 
Tätigkeit  innerhalb  nnd  ausserhalb  der  Schule,  entwickelt  diejenigen 
seiner  pädagogischen  Grundsätze,  welche  der  Redner  selbst  adopürt 
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nDd  als  von  ibm  lo  scioem  Unterrichte  empfangen  daratcUt,  and 
fuhrt  in  ihrem  Veriaufo  viele  seiner  Schriften  nnd  Beden  aaf.  Dor 
gedmckten  Ausgabe  der  Rede  ist  die  vollBtandige  Zasammenatellang 
dieser  Bcbriften  am  Schlosse  bcigefQgt.  B. 


San)mlniig;en. 

RecQsil  de  problämes  de  matb6matique8.  Gäom^trie  analytiqQe 
k  denx  dimensiones  (et  göometrie  sap6rioare)  k  l'usoge  des  classos 
de  math6matiqnes  Par  C.  A.  Laisant,  Docteor  6s  aciences,  An- 
den 41ive  de  l'£cole  Polytechniqae.  Paris  1893.  Oanthier  ViUars 
et  fils.    311  S. 

Diese  Aufgaben  sind  aus  den  bedonteadsten  franz5siBchca  mathe- 
matischen Zeitschriften  seit  1842  vom  Verfasser  ausgezogen,  geordnet 
and  mit  YerneiguDgen  versehen.  Kiuigo  daruatcr  verlangen  den 
Beweis  aufgestellter  Sätze.  Sie  sind  nicht  ausschliesslich  für  Schulen, 
Bondern  zum  Teil  fOr  die  reiue  Wisseascbaft  heGtiramt,  anch  komraeu 
Aufgaben  berühmter  Antoren  vor.  Von  vielen  Aufgaben  sind  Lo- 
sungen bereits  verOfFentlicht;  die  Antoren  der  Fragen  sind,  soweit 
der  Verfasser  sie  hat  ermitteln  ktlnnen,  stets  angegeben,  und  die 
Losungen  citirt  Die  Hanptabgchnitte  sind:  Gebilde  aus  Geraden 
und  Kreisen,  Kegelschnitte,  algebraische  Carven,  transcendente  oder 
allgemeine  Carven,  geometrische  Oerter,  Enveloppen,  bewegte  Ge- 
bilde. H. 


100  Aufgaben  aus  der  niederen  Geometrie  nebst  vollständigen 
Löinngen.  Mit  104  Abbildnngen.  Von  Dr.  Karl  Schwering, 
Oberlehrer  und  Professor.    Freihnrg  i.  Br.  1891.    Herder.    152  S. 

Der  1.  Teil  enthält  60  planimetrische,  der  Ste  40  stereometri- 
Bche  mannichbltige ,  hingicbtlich  der  Schwierigkeit  absichtlich  ge- 
mischte, fOr  Erweckung  des  Interesses  ausgewählte  Aufgaben.  Nicht 
nnr  die  LOsnngeu  und  Beweise,  sondern  anch  alles,  was  zur  Ana- 
Ifsis  nnd  Determination  gehört,  sowie  die  anzuwendenden  Sätze 
stehen  aasführlich  dabei.  Sie  sind  daranf  berechnet  mit  einem  be- 
liebigen Lehrbache  Terbnnden  gebraucht  zn  werden.  H. 

Planimetrische  Aufgaben  fOr  den  Oebraucli  im  Schal',  Frivat- 
nnd  SotbBtnnterricht  bearbeitet  von  Prof.  Dr.  F.  Eeidt,  Oberlehrer 
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ftoi  OyiaDOsiam  za  Hamm.  Entor  Teil.  Aufgaben  geordaot  nach 
den  Lehrsätzen  des  Sj^tema.  Zweite  Auflage.  Brealaa  1890.  Eduard 
TreweDdt    96  S. 

Im  26.  litt  Bericht  S.  15  ist  dor  2.  Teil  in  1.  Auflage  bespro- 
dien.  Was  daselbst  znr  Charakterisining  des  Ganzen  gesagt  ist, 
trifft  aach  in  Betreff  des  jetzt  erschienenen  Teils  vollkommen  za. 
Etwa«  hiniDinftlgen  ist  kein  Anlass.  H. 

Die  nichtigeren  Drciccksaufgaben  aus  der  ebenen  Trigonome* 
trie.  Für  den  Schnlgcbranch  und  zum  Solbststadinm  zusammenge- 
Btellt  nnd  aufgelöst  von  Waldemar  Madel.  Berlin  1892.  Max 
Boger.    63  S. 

Es  sind  805  Combinationen  zd  3  ans  den  Seiten,  deren  Snm- 
men,  Differenzen  nnd  QnadratsDmmen ,  Höhen,  deren  Summen  und 
Difforeuzou,  Inhalt,  Um-  and  Inkroisradins  nnd  Winkeln  als  gegebene 
BeetimmungistUcko  des  Dreiecks  zuerst  in  Zeichen  tabellarisch  auf- 
gestellt. Dann  wird  für  jede  dieser  Combinationen  der  Weg  der 
snccessiven  Berechnung  der  unbekannten  Seiten  und  Winkel  durch 
Angabo  der  auf  logaritbmiscbe  Rechnung  eingerichteten  Formeln 
angezeigt.  H. 

Geerling's  Rechenbuch,  Hand-  und  Hilfsbuch  für  höhere  und 
Subaltcmboamte',  Uiliiaranwärter  und  Praktikanten,  welche  zum 
Zwecke  ihrer  Anstellung  oder  Beförderung  in  höhere  Amtsstcllungcn 
eine  FrDittng  im  Rechnen  abzulegen  haben.  Zwölfte  Auflage.  Leipzig 
1892.    Ad.  Gestewitz  Nschf.    104  S. 

Das  Buch  gibt  in  sehr  geschickter  Abfassung  ohne  Vorans- 
setznng  besonderer  Schulbildung  ausreichende  Anweisung  zum  Rech- 
nen, and  zwar  nmfasst.es  die  4  Species  in  Ganzen,  gemeinen 
und  Decimalbrachen ,  Proportionen,  Quadrat-  und  Eubikwurzelaus- 
ziehong,  Procent-,  Disconto-,  Wechselrecbnung,  Zins-  nnd  Zinseszins- 
rechnung, Misch ungsrechnung,  Kettenrechnnng,  Buchstabenrechnung, 
Fischen-  und  KOrperberechnung,  Aufgaben  ans  der  Mechanik,  vorher 
Auskunft  fiber  die  Erfordemiiso  der  Prüfungen.  H. 


6000   Aufgaben   nebst   Resultaten  ans  der   Bruchrechnung    — 
aod: 

Arithmedsches    Quellsalz    für    Freunde    des    Rechnens.      Ton 
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Ferd.   RoeBc.    Wism»   1690.    Hinstorff.    46  S.     19iX10)ciii- 
und  176  8.  5}  X  *i  cm. 

Ein  grosser   Tomt    an    nnoierischeti    Exempeln    anf   kleinem 
Baume.  H. 


Anrgabca  aus  der  tbeoretiscben  Hecbanik  uebst  AnflOsnngen. 
Ton  Dr  v.  Zech,  Prof.  a.  D.  Zweite  Auflage  unter  Mithilfe  von 
Dr.  C.  Cranz,  Docent  der  technischen  Hocbschale  Stattgart.  Stntt- 
gart  1891.    J.  B.  HeUler.    226  S. 

Die  Aufgaben  gcbOren  zn  folgenden  10  Teilen  der  Hecbanik: 
ZasammonsetzuDg  der  Kräfte,  Olcicbgcwicht  in  der  Ebene,  im  Räume, 
Tirtuello  Verschicbnngen ,  GleicbgewicLt  mit  Reibung,  Qrapbostatik, 
Dynamik  des  Punktes,  Stoss,  Festigkeit,  Hydrostatik,  Drehnng  um 
feste  Ase,  Dynamik  der  EOrper.  Sie  sind  ohne  jede  wiUkttrlicbe 
Specialisimng,  lassen  sich  sogar  bald  mehr,  bald  weniger  als  An* 
hang  zur  Theorie  seihst  rechnen.  Die  3.  Auflage  ist  Tormehrt  durch 
Aufnahme  mancher  Anfgabea  von  C.  W.  Baur.  H. 


Aufgaben  aus  der  Physik  nebst  einem  Anhange,  physikalische 
Tabellen  enthaltend.  Zum  Oehraache  fdr  Lehrer  und  SchtUer  in 
höheren  Unterrlcbtsanstalten  und  besonders  beim  Selbstonterrieht. 
Von  Prof.  Dr.  C.  Fliedner,  Gymnasialprorector  a.  D.,  Inhaber 
dos  Roten  ÄdlerordenE  IV.  Classe.  Siebente,  verbesserte  und  ver- 
mehrte Auflage,  bearbeitet  von  Prof.  Dr.  0.  Krebs  in  Frankfurt 
a.  M.    Mit  74  In  den  Text  eingedruckten  Holzstichen und: 

AnflOsungen  zu  den  Aufgaben  ans  der  Physik  etc.  s.  o.  Hit 
122  in  den  Text  eingedruckten  Holzstichen.  —  Brannschweig  1891. 
Friedrich  Vieweg  und  Sohn.    134  +  23  +  197  S. 

Die  Anfgabensammlnng  ist  sehr  reichhaltig  und  vielseätig.  Die 
Auswahl  scbliesst  sieb  sichtlich  der  technischen  Verwendung  an. 
Anfgaben,  welche  bloss  nach  Quantitäten  fragen,  also  Berecbnnng 
fordern,  bieten  sich  natflrlich  am  leichtesten  dar  und  sind  aoch 
hier  in  grösster  Anzahl  vorhanden.  Die  Data  sind,  nach  Vorans- 
schickung  einiger  Aufgaben,  welche  das  allgemeine  Verfahren  is  Er- 
innerung bringen ,  in  bestimmten  Zahlen  aufgestellt.  Bei  manchen 
Aufgaben  werden  auch  Constmctionen  verlangt  Nun  eretrecken 
sich  die  Aufgaben  aber  auch  in  ziemlichem  Umfange  auf  Experi- 
mente. Bei  dieseu  scheint  Beschreibung  derselben  als  genflgende 
LAsnng  betrachtet  werden  zn  sollen;  wieviele  die  Schiller  ausfahren 
kftnnen,  bleibt  natflrlich  vorbehalten.  H. 
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UcbnDgsbttch  znr  Arithmetik  and  Algebra,  enthaltend  die  For- 
meln, Lebrefttze  nnd  AnflOsnngsmetboden  in  Bystematischer  Anord- 
naog  und  eine  grosse  Anzahl  yon  Fragen  nnd  Aufgaben.  Anhaog 
fOr  höhere  realistische  Lehranstalten  (Realgymnasien,  Oberreal- 
schnlen  n.  a.  w.)  bearbeitet  von  Dr.  E.  Wrohel,  Gymnasiallehrer 
in  Rostock. Und: 

Resultate  za  dem  Uebungsbncb  zar  Arithmetik  nnd  Algebra. 
Anhang.  Herausgegeben  von  Dr.  E.  Wrobel,  Gymnasiallehrer  in 
Rostock.    Rostock  1892.    Wilh.  Werther.    70  +  30  S. 

Dies  ßuch  gehört  als  Anhang  zn  dem  gleicbhetitelten ,  welches 
im  33.  litt.  Beriebt  S.  32  besprochen  ist.  Es  behandelt  gleicherweise 
die  GlcichnngoD  3.  nnd  4.  Grades,  die  Anflösnng  numerischer  Glei- 
chungen dnrcb  Näherung,  den  Moivre'scben  Lehrsatz,  Potenziren 
und  Radiciren  complexer  Zahlen,  Aafldsnng  binomischer  Gloichnngen 
nten  Grades,  unendliche  Reihen  nnd  Uaxima  und  Minima  der  Func- 
tionen. H. 


Antgaben  ans  der  Stereometrie  nnd  Trigonometrie  FQr  Gym- 
nasien and  Realschulen  bearbeitet  von  K.  Ja  dt,  E.  Professor  und 
Rektor  der  Realschale  in  Ansbach.  Vierte,  vermehrte  Auflage.  Ans- 
bach 189L    Fr.  Seybold.    61  S. 

Die  Anordnung  entspricht  den  Cnrsen  der  bairischen  Gymnasien 
und  Realschulen  nnd  ist  mittelst  h.  Miniaterial-Entschliessang  den- 
selben zum  Gebrauche  empfohlen.  Demgemftss  enthält  der  1.  Teil 
Aufgaben  zur  Stereometrie,  grösstenteils  Körperberechnnng,  der  2te 
inr  ebenen  Trigonometrie.  H. 
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R.  Lehmann-Filh&B  n.  H.  SeeUger.  27.  Jahrg.  1893.  2.  Hft.  Läp- 
zig,  Engelmano.    2  Mk. 
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WeiHB,  £.,  Bilder-ÄtlaB  der  Sternenwdt  41  fein  lith.  Tafeln 
a«b8t  erklär.  Texte  a.  mehrereo  Text'IUnatr.  Eine  AstroBomie  f. 
jedennanD.  2.  Aofl.  16.— 18.  (ScbIa8B-)Lfg.  Eeslingen,  ScLreiber. 
iöOPf. 

NantUu 

Jahrbach,  kleines  nantischeB,  f.  1893.  32.  Jahrg.  Hrsg.:  W. 
Lndolph.    Bremen,  HeinelDS  Nacbf.    76  Pf. 

Jahrbach,  nantiBches,  od.  Ephemeriden  n.  Tafeln  f.  d.  J.  1895 
zur  Beatimmung  der  Zeit,  Länge  n.  Breite  zar  See  nach  aatronom. 
Beobachtgn.  Hrsg.  vom  Beichsamt  d.  Innern  unter  Bed.  v.  Tiefen. 
Berlin,  C.  Heymann's  Verl.    Oeb.    1  Hk.  60  Pf, 

Segelbandbach  f.  den  Indischen  Ozean.  Hrsg.  r.  der  Direktion 
der  dentschen  Seewarte.  Hamburg,  Friederichsen  &  Co.  Oeb.  In 
Leinw.    30  Mk. 

Phrsik. 

Favarger,  A,,  l'tiectricitä  et  sea  applications  h,  la  cfarooo- 
mätrie.    2.  ed.    Genf,  Stapelmohr.    6  Uk. 

Gef,  W.,  die  Wärmequelle  der  Geatirno  in  mecbanigcbem 
MaaBB,  e.  Beitrag  zur  mechan.  W&rmetlieorie.  Heidelberg,  Siebert, 
Verl.    1  Mk. 

Handbacb  der  Physik,  hrsg.  v.  A.  Winkelmann.  12.  I4g.  BreB- 
lau,  Trewendt    3  Uk.  60  Pf. 

Hovestadt,  H.,  Lehrbuch  der  absoluten  Masse  n.  Dimensionen 
der  physikalischen  Orftssen.  Bearb.  nach  System  Kleyer.'  Stattgart, 
JdI.  Uaier.    6  Mk. 

Hflbner,  M.,  Grnndzüge  d.  Physik.  Ein  Merk-  u.  Yfieder- 
holnogsbuch.    2.  Aofl.    Breslau,  Morgenstern,  Verl.    Eart    60  Pf 

Jiger,  G.,  die  Zustandsgleichung  der  Gase  in  ihrer  Beziehung 
zn  den  Losungen.    Leipzig,  Freytag.    30  Pf. 

Elemenric,  J.,  ah.  das  Verhalten  d.  Eisens  gegen  elektriscbe 
Schwingangen.    Ebd.    20  Pf 

Krebs,  G.,  Leitfaden  der  Experimentalphygik  f.  Oynmasien. 
Mit  e.  Anh. :  Mathematische  Geographie  o.  Grnadlehren  der  Chemie. 
3.  Aufl.    Wiesbaden,  Bergmann.    4  Mk.  60  Pf. 

Miller,  A.,  e.  expertmeoteller  Beitrag  zur  Kenntnisa  der  Ver- 
wandlung der  Energieformen.    Progr.    Manchen,  Kelterer.    1  Mk. 

Obermayer,  A.  t..  Ob.  gleitende  Funken.  Lelpdg,  Freytag. 
40  Pf. 

Sanoy,  J.,  physikalisch-Okonomiacbe  Stndien.  Die  Bedeatang 
der  Elektrizität  f.  das  soziale  Leben.  Konstanz,  Ackermann,  Verl. 
1  Mk.  50  Pf. 

Schriften  der  physikalisch-Ökonomischen  Gesellschaft  zn  Königs- 
berg i./Pr.    32.  Jahrg.    1B91.    Königsberg,  Koch.    6  Mk. 
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Sohncke,  L.,  gemeioTersiSodlicbe  Vorträge  ans  dorn  Gebiete 
der  Pbrtik.    Je««,  Fischer,    i  Mk. 

Waltenbofen,  A.  t.,  die  iotemationaleD  absolnten  Maaase, 
insbesondere  die  elektriBchea  Haasse,  far  Stndirende  der  Elektro- 
technik in  Theorie  a.  Anwendg.  Dargestellt  u.  durch  Beispiele  er- 
l&Qtert    2.  Aafl.    Braonschweig,    Vieneg  £  S.    6  Mk. 

Zwerger,  M.,  Leitfaden  som  Unterricht  in  der  eteuentaren 
Physik.  1.  Tl.:  Von  den  Kräften,  dem  Gleichgewichte,  der  Wellen- 
hewegg.,  deiD  Schalle  n.  der  Wärme.  Mttncben,  Lindaner'sGhe 
Bocbh.    1  Mk.  50  Pf. 

Yermlsdite  Sehriftei. 

Berichte  üb.  die  VerhaDdlnngen  der  königl.  sfichHischen  Gesell- 
schaft der  Wissen Bcbaften  za  Leipzig.  Mätbematisch-pfays.  Classe. 
1891.    IL    Leipzig,  Hirzel.    1  Mk. 

Himmel  und  Erde.  Dlustrirte  Datorwissenscbaftl.  Monataschrift. 
Hrsg.  V.  der  Gesellschaft  Urania.  Red. :  M.  W.  Meyer.  IV.  Jahrg. 
Octbr.  1891  bis  Septbr.  1892.  10,  Hft  Berlin,  Herrn.  Poetel. 
Vierteljährlich  3  Mk.  60  Pf. 

Jonroal  f.  die  reine  n.  angewandte  Mathematik.  Hrsg.  v.  L. 
Fuchs.  110.  Bd.  (4  Hfte.)  1.  Hft.  Berlin,  Geoi«  Reimer.  Fflr  den 
Band  12  Uk. 

M^moires  de  l'acad^mie  imperiale  des  sciences  de  St-P^ters- 
boMg.  Vil.  aitie.  Tome  XXVIII.  Nrs.  9.  n.  11  Leipzig,  Voss' 
Sort    3  Mk.  80  Ff. 

Sammlung  populärer  Schriften,  hrsg.  t,  der  Gesellschaft  Urania 
SD  Berlin.    Nr.  li  u.  15.    Berlin,  Herrn.  Paetel.    ä  60  Pf. 

Schriften  der  Gesellschaft  znr  FArderang  der  gesammten  Natur- 
wissenschaften zu  Marburg.  Vi.  Bd.  b.  Abbandig.  Marburg, 
Elwert'sche  Verlagsbnchh.    1  Mk.  50  Pf. 

Sitzungsberichte  der  kaiserl.  Akademie  der  Wissenschaften. 
Matbematisch-natnrwissenscbaftl.  Classe.  Abth.  IIa.  Abhandlangcn 
aus  dem  Gebiete  der  Mathematik,  Astronomie,  Physik,  Meteorologie 
n.  der  Mechanik.  101.  Bd.  1.— 3.  Hft.  Leipzig,  EVeytag,  6  Mk. 
60  Pf. 

Sitzungsberichte  der  nathemaUsch-pbysIkalischeH  Classe  der  k. 
b.  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Mönchen.  1893.  S.  Hfc.  Man- 
chen, Franz'scber  Verl.    1  Mk.  20  Pf. 

Zeitschrift  f.  Mathematik  u.  Physik,  hrsg.  unter  der  Red.  v. 
0.  Schl&milcb,  £.  Kahl  n.  M.  Cantor,  37.  Jahrg.  189-2.  Snppl. 
Leipzig,  Tenbner.    &  Mk. 
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P.    von  Zeoh 

Aufgaben  aus  der  theoretischen  Mechanik 

ntht%  AnflllnillffAII,  mit  ITt  Figuren  im  Text. 
ZweiM  AnfliLga  nnur  Mithilfe  joa 
Dr.  C.  Crara. 
Frtii  H.  4.10. 
,Zeebi  Mechanik'  iit  der  eaten  An«<r>hl  ihrer  sna  dam  Leben  Be- 
griffenen Anfgabfn  w«gen    l&ngit  Torteilbaft  bekannt   und  weitverbreitet,    nnd 
wird  in  der  neaen,    mit  Figuren    ond    AnflOsangen   versehenen   Anflige 
geviM  noch  weitere  Freunde  gewinnen. 

J.  B.  X«tilencher  Verlag  in  Stuttfut. 


Soeben  iit  erschienen : 

Entwurf  einer  neuen  Integralrechnung  auf  Grund 
der  Potential-Logarithmal-  und  Numeral- 
rechnung.    Von  Dr.  Julius  Bergbohm. 

Die  rationalen  algebraischen  und  die  gonome- 
trischen  Integrale. 

VI  n.  66  8.    Preis  goh.  M.  1.  — 
Iielpaig.  B.  0.  Trabner. 


Soeben  erschien  im  Verlage  Toa  Oeorr  B«lmer  in  BerÜD,   ztt 
beziehen  durch  jede  Bnchhandlnng; 

Studien  über  die 

Reduction  der  Potentialgleichung 

anf 

gewöhnliche  Differentdalgleichnngen. 

Ein  Anhang  zn  Heine's  Handbuch  der  Kngolfnnctionen 

von 

Dr.  Ehü  Huitischel, 

ObHlabier  u  der  m.  Beftliclnle  n  Bulla. 

Preis:  M.  6.—. 

FortsehrlU«  der  PbjBU  Im  Jahre  1887.  I>arK«itelIt  Ton  der 
Physikalischen  Gesellschaft  zo  Berlin.  XLIIl.  Jahrgang.  Re- 
digirt  von  Dr.  £.  Badde  nnd  Prof.  Dr.  B.  Schwalbe.  I.  Abthl. 
enthaltend  Physik  der  Uaterie.    M.  13.—. 

Jahrbuch  tber   die  Fortsehrttte  der  Mathematik,    be^rBnilet  tob 

Carl   Ohrtmann.    Im  Verein   mit   anderen   Mathematikern  nnd 

nnter  besonderer   Mitnirknng   der   Herren    Felix    Malier    nnd 

Albert  Wangerin  heransgegeben  von  Emil  Lampe. 

Band  XXU.    Jahrgang  1890.    [In  3  Heften.]    Heft  1.     M.  13.—. 
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Rottok,  Lehrbuch  der  Stereometrie. 

Dntte  verb.  q.  venu.  Aofl.   (Mit  28  Figuren  im  Text).  Preif  broeb. 
U.  1.05,  guM.  M.  1.25. 

Rottok,  Lehrbuch  der  Planimetrie. 

Dritte  mit  Aufgaben  Term.  a.  verb.  AnA.    <Uit  57  Figuren  im  Test). 
Preis  broeli.  H.  1.20,  feb«.  M.  1.10. 
Diese  Lehrbücher  zeichnen  sich  aus  durch  Knappheit  der  Hu- 
stolluDg  vereint  mit  Vollständif^keit  und  Deutlichkeit,  die  übersicht- 
liche AnordQUDg   der  Lehrsätze,   die   Anwendung  der  genetischen 
Methode  bei  der  BeweisfUhrnus  (nur  direkte  Beweise}  und  die  gute 
AusstattuDg. 
■V  DHwh  dM  K»BlKl.  preoM.  HlnlvttMlwm  !■  Vlil«>co 
■■•ceatclit.  "VB 
Verlag  von  H.  W.  Bchllmpert  in  MtüMn. 


I.  N«ne*  Verfahren  der   Fourieracben    Botwitkclang   d<r  dopp«l- 

periodisrhen   Functionen.     Ton  G.  Hobrm»nn 

Tl.  Üeber  rinige  SUno   an«  der  clemenUren  Raumseometrie.     Tsd 
Heinrich  Seipp      

III,  Orometriaehe  Oerter  bei  CarTcnajimnen.     Von  H.  EkktD«  . 

IV.  Ableitungen  arithmsiiicber  Reiben.     Von  Frana  Rogel   .    . 
V.  Ueber  die  durch  dielektrische  und  magnetiache  FoUritation  ber- 

vorgerufvnfln    VoIuid'    and   Furminderungen    (Elektro alriction 

und  Magnetoatriciion).     Von  ¥.  Fockell 

VI.  Oacalircnde  Kugel  nebat  den   analogen  Gebilden    ftr   n-Dimen- 

aionen.     Von  ß.  Hoppe. 

VII.  M!ac«1lcn. 

I,  Eine   r&nmllcbe   Betrachtung   der   Dreieckapunkle.     Ton 

Cfaladek    Frani I 

S.  Ueher  gewiaae  Gleichnngon  nnd  Conatanten  der  macha- 
niaehen  Quadratur  und  der  Mechanik  ebener  Figuren. 
Von  Rudolf  Skutich I 


OnilmU,  (•dnskl  ki 
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Litterarischer  Bericht 

XLVI. 


Lehrbücher. 

Lefarbocb  der  dlgeineinen  Ariüimetik  und  Algebra.  Von  Prof. 
Dt.  E&rl  Wilhelm  Nenmaan,  Oberlehrer  an  dem  Oymiiaainm 
za  Bremen.  Sechste,  Terbeaserte  und  vermehrte  Auflage,  Bremen 
1892.    M.  Heinsins  Nachfolger.    215  S. 

Das  Lebrbncb  zeigt  mit  TerhultnisBm&ssig  wenigen  Aosnahmen 
grossen  Fleisa  in  der  Bearbeitang.  Namentlich  ist  darauf  gesebeo, 
dass  sllee  notwendige  Wisaeu  nach  alten  Seiten  hin  darin  steht,  gleich 
von  Anfang  aaf  niederer  Stnfe  eiact  ansgedrtkckt  ist,  mitbin  keiner 
Correction  anf  höherer  Stufe  bedarf,  und  begründet  wird.  Besonders 
berrorznheben  ist,  dasa  die  7  algebraischen  Operationen  sy stematisch 
entwickelt,  die  i  inversen  als  inverse,  und  die  Erweiterungen  des 
Zablbegriffs  erklärt  werden.  Weniger  ist  darauf  Bedacht  genommen, 
Ueberflflsstges  za  meiden,  das  Wichtige  und  Ornndiegende  von  wei- 
teni  Folgerungen  zu  scheiden  und  auf  einfachstem  Wege  ohne  ft-emde 
Einmischung  herzuleiten,  damit  der  Schaler  Ober  die  Menge  von 
Sfttzen,  die  er  zu  behalten  hat,  eine  Uebereicbt  gewinnt  In  dieser 
Beziehung  wttrde  für  kOnftige  Auflagen  mancherlei  zu  bessern  bleiben. 
Sachlich  unrichtig  ist,  was  fiber  den  Nenner  null  gesagt  wird.  Der 
wichtigste  Satz,  dasB  nftmlicb  durch  0  nicht  dividirt  werden  kann, 
dasB  also  a:0  kein  Ausdruck  für  eine  Zahl  ist,  ist  gar  nicht  ans- 
gesprochen.  Dieser  Satz  allein  enthält  alles,  was  an  jener  Stelle  zu 
sagen  war.  Was  dag^en  dasteht,  a:Ü  sei  unendlich  gross,  ist  hlsch, 
0:0  Bei  unbestimmt,  ist  undeutlich,  das  BiozugefUgte  verwirrend  und 

Ank.  i.  tUOt.  n.  Fhft.    2.  Ralke.  T.  Xn.  9 
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FehlschlfiBse   geradeza   herbeifQfareDd.     (Hier   steht   nämlich,   man 

xb 
könne  in  -,   weoD   «  =  0    iBt,  vorher  a:  bernnshebeu  1)    Die  Lehre 

von  den  anendüchea  GrOasen  ist  eins  der  Themata,  über  welche  der 
Verfasser  mit  ungenOgenden  Angaben  nnd  Erkämiigen  hinweggeht, 
gerade  wo  sie  schwer  zu  Terstehen  schienen.  Sie  in  das  Lehrbnch 
aafzanebmen,  wu-  an  dieser  Stelle  gar  kein  Grund,  wot  aber  ein  be- 
doQtetider  beim  Begriffe  der  Irrationalzahlen,  nnd  letztern  abergeht 
er  mit  Stil  lach  weigen  sowol  bei  den  Decimalbrachen  als  ancb  bei 
den  Potenzwnrzeln  nnd  Logarithmen.  Hier  ist  also  eine  Lücke  in 
den  Erweiterungen  des  Zahlbegriffs.  Die  imaginären  Zahlen  werden 
besprochen,  doch  ganz  nngeoQgead:  von  complexen  Zahlen  and  Yiel- 

deutigkeit  der  Wurzeln  ist  nicht  die  Rede;  es  soll  sogar  V— «  unter 
den  Begriff  von  V— o  fallen  1  Ein  Abschnitt  Aber  unendliche 
Reihen,  der  im  Buche  Aufnahme  gefunden  hat,  ist  vOllig  unbrauch- 
bar :  ihm  fehlt  geradezu  alles  um  einen  verst&ndlichen  Sinn  zu  goben. 
Wenn  nun  auch  das  Gerttgte,  sowie  mancherlei  logische  Schwächen, 
die  noch  zu  rUgen  bleiben  worden,  nur  einen  geringen  Teil  des 
Buches  betreffen,  so  Iftsst  sich  dasselbe  doch,  bevor  die  eriorderliche 
Gorrecüou  stattgefunden  hat,  nur  als  ungeeignet  für  Schulunterricht 
beseichnen,  well  es  Irrtamer  verbreitet,  den  Schttlem  in  unverstan- 
denen Lebren  ein  eingebildetes  Wissen  beibringt  nnd  sie  an  gedan- 
kenloses Rechnen  gewöhnt.  Hoppe. 


B.  V.  Horeira  de  Sd  profossor  da  Escola  Normal  dn  Porto 
arithmetica  para  nso  dos  lyceas  o  escolaa  normaea  com  um  Jnizo 
critico  do  ex'°°.  sr.  Dr.  F.  Gomes  Teixeira  Doutor  na  faculdade 
de  Uatfaematica  da  Universidade  de  Coimbra,  antigo  Icnte  da  meama 
faculdade,  director  e  lente  da  Academica  Polytechnica  do  Porto, 
Botio  correspoodente  da  Academia  Real  des  Sciencias  de  Lisboa,  da 
Academia  Real  das  Sciencias  de  Madrid ,  da  Sociedade  Real  das 
Sciencias  de  Li6ge,  da  Sociedade  Real  das  Sciencas  de  Praga,  da  So- 
ciedade das  Sciencias  Phyeicas  e  Nataraes  de  Bordens,  etc.  Lisboa 
1891.    A.  Ferreira  Machado  e  Co.    608  S. 

Die  Gapitel  des  Buchs,  das  wir  wol  als  das  Hauptweric  fQr  den 
arithmetischen  Unterricht  in  den  portugiesischen  Schulen  betrachten 
dfirfeo,  sind  folgende:  Namerirung  in  Worten  und  Zeichen;  Opera- 
tionen; Eigenschaften  der  ganzen  Zahlen;  Brflche,  gemeine,  Deci- 
malbrllche;  Approximationen;  Begriffe  der  Irrationalzahlen  und 
Grenzwerte;  Yerbättnisse  und  Proportionen;  Begriffe  der  negativen 
Zahlen;  Progressionen;  Logarithmen;  benannt«  Zahlen ;  bürgerliche 
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BecimangeD.  Jodes  dieeer  Themata  wird  in  Definitionen,  Lehrsätzen, 
Anfgaben  nnd  AnarechnnngBregeln  bebandelt.  CharakterisUscb  fttr 
das  Qanze  ist,  dass  jede  Definition  nnd  jeder  Lehrsatz  anf  alle  mög- 
lichen Weisen  umgestaltet  wird;  vielleicht  sollen  diese  Terscbiedenen 
Wendungen  des  gleichen  Gedankens  znr  PrOfang  des  Yentandniases 
dienen.  Gegen  diese  grosse  Sorglichkeit  contrastirt  nun  sehr,  dass 
der  Begriff  der  Null  als  selbstverständlich  ohne  Erkl&rang  bleibt, 
conseqnenterweise  in  der  erweiterten  Zahlenreihe  die  Lflcke  zwischen 
1  nnd  —1  keine  Beachtung  findet,  nnd  von  Operationen  mit  0  nir- 
gends die  Bede  ist.  Es  scheiat  hiemach  wie  im  Hittelalter  noch 
null  als  reine  Negation  einer  Zahl  anfgefasst  zn  werden.  Eigentüm- 
lich ist  ferner,  daas  die  Logarithmirung  nicht  zu  den  Operationen 
gerechnet,  die  Badicirnng  als  einzige  Inverse  der  Potenziruug  anfge- 
fahrt  wird.  Es  mag  dies  darin  seinen  Grund  haben,  dass  die  Be- 
rechnong  der  Logarithmen  nicht  zu  den  Lebrobjocten  gebOrt;  doch 
darf  man  diesem  Umst&nde,  der  es  nur  mit  dem  Erlernen  zu  tun 
hat,  keinen  £^nfluss  anf  das  sachliche  Urteil  gestatten ;  die  Beziehung 
des  Logarithmns  zur  Zahl  bleibt  dieselbe,  mag  man  ihn  berechnen 
oder  in  Tafeln  aufsuchen.  Bei  der  blossen  Anweisung  zur  logarith- 
mischen Rechnung  l&ast  es  indes  auch  das  Lehrbuch  nicht  bewendeu, 
sondern  gibt  auch  die  Theorie  des  Logarithmus.  Znm  Gebrauche 
empfiehlt  der  Verfasser  'die  siebenstelligen  Logarithmentafeln  von 
Callet,  Depois  und  SchrOn.  Die  Lehre  von  den  Gleichungen  ist  im 
Lehrbnche  nicht  enthalten,  wird  also  nicht  zur  Arithmetik  gerechnet; 
doch  kommt  auch  unter  den  angezeigten  sonstigen  Schriften  von 
Horeira  nichts  vor,  was  auf  dieselbe  Bezug  hätte. 

Hoppe. 


Leitfaden  der  Arithmetik  nebst  Uebongsbeispielen.  Von  Adolf 
Sickenberger,  K.  GTmnasialprofessor  und  Rektor  der  Lnitpold- 
Kreisrealscbnle  in  Utkncben.  Ftlnfte  Auflage.  Hflnchen  1891 
Theodor  Ackermann.    196  S. 

Leitfaden  der  etemen^en  Mathematik.  Von  Adolf  Sicken- 
berger, E.  GTmnasialprofessor  und  Rektor  der  Lnitpold-Kreisreal- 
scbnle  in  Manchen.  Erster  Teil.  A^ebra.  Zweite  Auflage.  Man- 
chen 1892.    Theodor  Ackermann.    75  8. 

Beide  Werke  sind  in  allen  froheren  Auflagen  besprochen  (litt. 
Ber.  22a  S.  33,  1.  B.  247.  S.  24,  1.  B.  B.  S.  45,  1.  B.  25.  S.  S). 
Das  erstere  ist  in  3.  Auflage  umgearbeitet.  Im  letztern  ist  der  ge- 
rügte Fehler  nicht  berichtigt.  Dass  a;0  Unsinn  ist,  wird  erst 
ausgesprochen ;  dennoch  wird  hinterher  a  ■■  0  uueudlicb  gross  genannt ; 
wenn  das  einen  Zweck  haben  soll,  so  kann  es  nur  der  adu  den 
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Scbfiler  confas  za  machen.  Statt  die  wichtige  Lehre,  daas  man 
durch  null  nicht  dividiren  kann,  mithin  jede  formelle  DiviBion  dnreh 
nnll  ein  Fehler  ist,  einfach  und  nnnmwunden,  wie  sie  sich  ergeben 
hatte,  hinznstellon ,  wird  sie  darch  ein  Stackchen  von  Infinites imal- 
hetrachtung  in  höchst  anklarer  Anffasanng  verhallt  nnd  hei  Seite  ge- 
schoben, als  w&re  eg  höchster  Zweck  des  Unterrichts  die  Erkennt- 
nisB  der  Wahrheit  fem  zo  halten.  Dem  Verfasser  war  dnrch  ans- 
fahrliche  Besprechung  des  Punktes  in  der  Recension  der  vorigen 
Auflage  reichlich  Änlass  geboten  dieses  Vorgehen  zn  rechtfertigen; 
die  Vorrede  zur  neuen  Auflage  aber  schweigt  darflber. 

Hoppe. 


Ebene  Geometrie,  Lehrbnch  mit  sTstematisch  geordneter  Auf* 
gabensammlung  far  Schulen  und  znm  Selhststndinm.  Von  Dr.  Georg 
Recknagel,  Professor  der  Mathematik  nnd  Physik  am  k.  Real- 
gTmnasium  zu  Augsburg .  korresp.  Mitglied  der  E.  B.  Akademie  der 
Wissenschaften  zu  München.  Vierte,  verbesserte  Auflage.  Manchen 
1892.    Theodor  Ackermann.    214  S. 

In  Hinsicht  auf  genauen  und  concinnen  Ausdruck  und  auf  strenge 
Dedncüon  ist  das  Lehrbuch  musterhaft.  Der  Lehrform  liegt  die 
gewAhnllche  zugrunde,  doch  wird  sie  nicht  derart  als  bindend  be- 
trachtet, dasB  nicht  zugunsten  des  Lebrzweckes  im  einzelneu  davon 
abgegangen  wäre.  Weggelassen  wird  die  AosfUhrnng  dessen ,  was 
im  Vorausgehenden  bereits  hinreichend  geQbt  ist,  um  vom  Schüler 
sicher  vollzogen  zn  werden.  Hierhin  gehören  auch  eine  ziemliche 
Anzahl  Beweise,  deren  Weg  nur  angedeutet  ist.  HinzngefBgt  sind 
vielerlei  Bemerkungen  geeignet  und  notwendig  um  den  SchtUer  in 
die  geometrische  Praxis  einzufahren  und  mit  ihr  vertraut  zn  machen. 
Sichtlich  ist  das  Bestreben  den  Lehrstoff  systematiBch  zu  ordnen, 
wenn  gleich  wegen  Verschiedenheit  der  Gesichtspnnkte  das  Ziel  sich 
schwerlich  erreichen  l&sst.  Eb  folgen  auf  einander  (obwol  nicht 
ebenso  betitelt)  die  Abschnitte:  allgemein  jceometriscbe  Erklärungen; 
Winkel ;  Congmenz ;  Fl&che  agleich  he  it ;  Aehnlichkeit  Die  Lehre 
vom  Kreise  wird  in  3  Abschnitten  gesondart  behandelt,  von  denen 
der  erste  (Gleichheiten)  der  Congrnenz,  der  zweite  (Proportionen) 
der  Aehnlichkeit,  der  dritte  (EreismesBung)  dem  Ganzen  angehängt 
erscheint.  Im  einzelnen  ist  folgendes  zn  bemerken.  Auf  die  Er- 
klärung des  Vierecks  S  &8.  folgen  3  Lehrs&tze,  deren  zwei  nnr  für 
convexe  Vierecke  richtig  sind;  die  beschränkte  Geltung  ist  nicht 
ausgeBprochen  Das  Wort  „Kreis"  wird  im  Sinne  der  Kreisfläche 
eingeführt,  wofür  keine  einzige  Erwägung,  weder  der  gemeine  Wort- 
gebrauch (aosgeuommen  nur  der  Gebranch  far  ,3ezirk",  der  es  mit 
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der  Gestalt  gar  nicht  za  tun  hat),  noch  die  logische  Folge  der  Be- 
griffebestininiiiDg,  noch  die  Analogie  mit  andern  Cnrrcn,  noch  ein 
praktischer  Vorzng,  sondern  allein  die  Antorit&t  Euklids  sich  anf- 
bringen  Iftsst.  Das  gegenwärtige  Lehrbach  zeichnet  sich  dadurch 
ans,  dass  es  sich  die  Mühe  gibt  die  einmal  anfgestellte  Erklärung 
consoqnent  aufrecht  za  erhalten,  wahrend  andere  Lehrbücher  die- 
selbe nach  Aafstellang  alsbald  ausser  Acht  lassen.  Die  natOrlicbe 
Folge  ist,  dass  gewöhnlich  die  Schiller  bald  znm  Tntg&ren  und  rich- 
tigen Begriffe  zurückkehren,  dass  sie  dagegen  durch  Gegenwärtiges 
ermächtigt  werden  den  vulgären  Begriff,  zwar  in  unverständiger  doch 
schul  gerecht  er  Weise  zu  currigiren.  Auch  der  in  jeder  Hinsicht 
verwerfliche  Gebrauch  des  Wortes  „Figur"  für  begrenztes  Flächen- 
stück  hat  hier  Aufnahme  gefunden.  Figur,  ein  lateinisches  Wort  in 
einem  Sinne,  den  keine  romanische  Sprache  kennt,  und  das  selbst 
durch  seinen  valgärcn  Gebrauch  weit  entfernt  ist  den  Gedanken  an 
das  zu  erwecken,  den  es  ausdrücken  soll,  ist  von  deutschen  Scbnl- 
lehroru  irgend  einmal  gewählt  worden,  bloss  weil  ihnen  kein  pas- 
sendes zur  Hand  war,  und  wird  seitdem,  trotzdem  es  ausser  der 
Schule  in  jener  Redeutnng  gar  nicht  vorkommt,  den  Schülorn  noch 
immer  als  scbulgcrechter  Ausdruck  dai^eboten.  Setzt  es  vielleicht 
den  Lehrer  in  Verlegenheit,  dass  dem  lateinischen  „orea"  kein  ent- 
sprechendes deutsches  Wort  vorhanden  ist,  so  liegt  die  correcte 
Aushülfe  in  mehrfacher  Weise  nahe  genug :  will  man  den  Begriff  in 
voller  Allgemeinheit  schon  von  Anfang  an  benennen,  so  wendet  man 
das  lateinische  Wort,  nnr  nicht  wie  bisher  das  falsche  ,.ßgara", 
soudern  das  überalt  gültige  etwa  in  der  Forin  „Areal",  au;  in  der 
Schnigeometrie  ist  jedoch  so  selten  Bodürfniss  das  Umfassende  für 
„Vieleck",  „Sector"'  etc.  xa  benennen ,  dass  es  sich  überhaupt  nicht 
lohnt  neben  „Flächenstack"  noch  einen  besouderu  wissenschaftlichen 
Terminus  einzuführen.  Hoppe. 


Eatecbismns  der  Ebenen  u.  Räumlichen  Geometrie.  Von  Prof. 
Dr.  Karl  Eduard  Zetzschc.  Dritte,  vermehrte  und  verbesserte 
Auflage.  Mit  323  Figuren  und  3  Tabellen  zur  Mass  Verwandlung. 
Leipzig  1892.    J.  J.  Weber.    321  S. 

Katecbisnins  wird  eine  grnppirte  Zusammenstellung  des  gesamten 
Iiebrstoffs  genannt.  Deis  Band  einer  Gruppe  bildet  das  gemeinsame 
Thema,  von  dem  sie  handelt.  Das  Thema  ist  in  Frageform  überge- 
schrieben ,  dann  folgen  römisch  nunterirt  die  dasselbe  betreffenden 
Bemerkungen,  welche  dem  Schüler  bekannt  sein  oder  werden  müssen. 
Die  Wahl  äor  Themata  bindet  sich  an  kein  Princip;  bald  sind  es 
die  Ranmgebilde  seihst,  bald  Gegenstände  der  Doctrin.    Im  Anfang 
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waltet  dasWiseen,  weiterbin  gesteigert  das  Können  vor;  unter  den 
Aufgaben  sind  sowol  Bechnnng  als  ancli  Constraction  beradcaichUgt, 
Trigonometrie  aber  ist  anageschlogsen.  H. 


STBlematiscIier  OrandrisB  der  Elementarmathemaük.  Zweite 
Abteilung:  Die  Geometrie  (Ranmlebre.)  Fttr  den  tiebraoch  an 
höheren  Lehranstalten  bearbeitet  von  Professor  Ur.  Ednard 
Fischer,  Oberlehrer  am  Friedrichs-Qymuasinm  za  Berlin.  Berlin 
1891.    Carl  Doncker.    226  S. 

In  der  Vorrede  wird  mehr  als  einmal  anf  logische  Strenge  Ge- 
wicht gelegt.  Ware  dies  anch  nicht  ansdrUcklich  gesagt,  so  wOrde 
man  aus  der  originellen  fandameatalen  Art  der  Bearbeitnng  es  er- 
kennen, das3  der  Verfasser  seinem  Werke  wisseascbafüiche  GrOnd- 
lichkeit  als  onteracheidendes  Merkmal  Tindicireu  will.  Doch  schon 
bald  tritt  es  an  den  Tag,  dass  der  Anspruch  anf  leeren  Schein  ge- 
baut ist:  durch  sehr  bekannten  Trngschluss  bringt  der  Verfasser 
einen  Beweis  fDr  den  Parallelensatz  zustande.  Alerkwardigerweiae 
ist  hier  der  Fehler  sehr  nachlässig  verhallt;  denn  in  §  2.  steht,  die 
Richtung  sei  eine  Gerade,  dann  in  g  3.,  der  Winkel  sei  die  Diffe- 
renz zweier  Richtungen  (also  doch  nach  §  2.  die  Differenz  zweier 
Geraden?!)  —  und  eben  der  Misbraoch  des  mangelhaft  erklUrten 
Begriffs  der  Bicbtongen  ist  das  Versteck  des  Fehlers.  Neben  diesem 
einen  noch  andre  lo^sche  ZanborkuaststUcke  im  Buche  anfzuweisou 
ist  nicht  nOtig;  der  eine  verrät  den  Geist,  in  welchem  es  abge&sst 
ist;  auch  der  Zanberkflnstler  sorgt  dafttr,  dass  das  meist«  genan 
richtig  ist  Solche  KOnste  erfollen  nicht  den  Zweck  dee  Schnl- 
nnterrichts;  daher  ist  das  vorliegende  Buch  für  denselben  untaug- 
lich. Hoppe. 


Leitfoden  fSr  den  ersten  Unterricht  in  der  Geometrie.  Von 
Heinrich  Seeger,  Direktor  des  Realgymnasiums  zu  GOstrow. 
Fttnfte  Auflage.  Hit  einer  Figurentafel.  Wismar  1691.  Hinstorff. 
24  S. 

Der  vorliegende  I^eitfaden  umfasst  diejenigen  T^e  der  ersten 
Elemente  der  Planimetrie,  welche  anf  Ausbildung  der  Anschauung 
gerichtet  sind,  jedoch  ohne  die  Entwickelnng  des  logischen  Ver- 
mögens je  aus  dem  Auge  zn  verlieren.  Es  gibt  Definitionen,  Lehr- 
sätze and  Au%aben.  Die  Lehrsätze  sind  ohne  Beweise  aufgestellt, 
doch  ist  die  Uöglichkeit  der  Beweisfilhmng  aberail  vorgesehen. 
Auch   in   der   Lehre    von   der  Congrnenz   und  Symmetrie,   welche 
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allerdings  snf  Gebiete  von  onbegreoEter  Aosdehuang  ttbergreift  ond 
daher  leicht  za  vager  Betrachtangs weise  verleitet,  ist  darch  die  sich 
auscblieasende  Änwoodang  aaf  Dreiecke  der  Weg  znr  logiBchen  Cos- 
trole  offen  gebalten.  Fragen  and  üebnngsaafgaben  folgen  aaf  jeden 
Abschnitt.  H. 


Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie  für  bOhere  Schulen.  Ton 
H.  Beosemann,  Gymnasiallehrer  in  CCtben.  Deasan  1892.  Panl 
Baamano.    118  8. 

Der  Verfasser  rechtfertigt  in  der  Vorrede  die  Aasgabe  dieses 
nenen  Lehrbachs  darch  die  solbständig  gewählten  didaktischea  Grund- 
sätze der  Bearbeitung  Ist  nun  gleich  die  ernstliche  Erwägnug  der 
Uethodo  und  der  Versacb  ihrer  Besserung  an  sich  als  verdienst- 
volles ünternebmea  anznerkennoii,  so  kann  man  doch  schwerlich  der 
getroffenen  Auskauft  beistimmen.  Welche  £rfabmagen  etwa  der 
Verfasser  zugunsten  seiner  Wahl  aufweisen  kann ,  mnsson  wir  ihm 
fiberlassenj  nach  natOrlichem  Urteil  erscheint  das  Abgehen  vom 
Gewohnlichen  als  keine  Besserung.  Dies  betrifft  namentlich  2  Eigen- 
tOmlichkeiten.  Erstens  werden  die  Lehrsätze  nicht  vor  dem  Beweise  auf- 
gestellt, sondern  folgen  als  Resultate  auf  voransgebende  TJntersuchnng. 
Hiermit  steht  zweitens  in  naher  Verbindung  die  Meldung  der  indirecten 
Beweise.  Die  erstere  Abweichung  vom  gewöhnlichen  Vorfahren  er- 
schwert offenbar  das  VersUinduiss ;  denn  sie  mutet  dem  Schüler  zu, 
einer  Untersnchnng  zu  folgen,  deren  Zweck  er  nicht  kennt.  Aller- 
dings entspricht  die  Anordnung  dem  natfirlicheu  Gange  Wissenschaft* 
licher  Forschung,  aber  nicht  der  Aneignung  notwendiger  Kenntuisse 
nnd  Fähigkeiten.  Da  ein  erst  nachfolgender  Satz  nicht  wo)  durch 
indirecten  Scblass  vorher  begrttudet  worden  kann,  so  ist  die  Ver- 
werfung der  indirecten  Beweise  nur  Consequenz  der  beliebten 
Begrflndnngsfonn.  Hotivirt  wird  sie  mit  keinem  Worte.  Aach  ist 
kein  Grund  zn  ersehen ,  warum  der  indirecte  Beweis  weniger  in- 
strnctiv  sein  sollte  als  der  directe.  Im  Gegenteil  hat  er  einen  wich- 
tigen Vorzug:  er  zeigt  auf  die  Icichteato  Weise  die  Bedeutung  des 
Beweises  als  eines  exact  logischen  Actes,  während  der  directe  Be- 
weis stets  Schlosse  vom  Lehrer  dictirt  vorbringt,  die  der  Schüler 
accepUren  muas,  sofern  er  im  Angenblicke  nichts  einzuwenden  weiss, 
so  dass  das  Beweisen  sich  nicht  wesentlich  unterscheidet  vom  Ueber- 
reden  nnd  Annehmlich-machen.  Konnten  wir  diese  zwei  Punkte,  die 
der  Verfasser  gar  nicht  in  den  Vordergrund  atelK,  von  seinem 
Hanptgflsichtspnnkt  trennon,  so  würde  das  Ganze  als  ein  gutdurch- 
dacbtes  einbeitlicbes  System  den  besten  Eindruck  machen.  Es  ist 
ihm  darum  zn  tun,  dass  der  Schaler  mit  keinen  räumlichen  Gegen- 
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Btftnden  beschäfügt  werde,  ohne  üe  vor  sich  zn  sehea,  ohne  sie 
zeichnen  zn  kSnnen;  diesen  Gedanken  sncht  er  nun  zu  Terwirklichen 
ohne  die  Enklidischen  Errangeuschaften  preiszugeben.  Der  daraaf 
Terwandte  FleisB  und  dos  bewiesene  Geschick  sind  achlnnggebiebind. 

H. 


Lehrbuch  der  Elementar-Geomotrie.  Von  Dr.  K  Glinzer, 
Lehrer  der  Allgemeinen  Gewerbeschule  und  der  Schale  für  Ban- 
handwerkar  in  Hambnrg.  Erster  Teil:  Planimetrie.  Hit  207  Figaren 
and  einer  Sammlung  von  300  Aufgaben.  Vierte ,  Terbesserte  nad 
vermehrte  Auflage.    Dresden  1891.    Gerhard  KUhtnunn.    123  S. 

Die  erste  Auflage  ist  im. 268.  litt.  Bericht,  S.  19  besprochen. 
In  den  folgenden  Auflagen  ist  der  Lehrstoff  nach  manchen  Seiten 
hin  vermehrt  worden;  dagegen  ist  nichts  dafUr  getan,  den  niedern 
Standpunkt  des  Unterrichts  za  heben:  in  der  Froportionslehre  wird 
noch  immer  der  Fall  der  IncommeuBorabilitat  stillschweigend  aber* 
gangen;  das  Stillschweigen  Iftsst  vermuten,  daas  der  Verfasser  nicht 
auf  Bewilligung  rechneu  zu  können  glaubt,  wenn  er  eine  so  un- 
wissenschaftliche Behandlung  verteidigen  wollte.  Hoppe. 


Leitfaden  der  Elementar-Uathematik.  Herausgegeben  von  Prof. 
Dr.  H.  Lieber,  Oberlehrer  am  Friedrich-Wilhelm-Realgyranasium 
in  Stettin,  und  F.  von  Luhmann,  Oberlehrer  am  Gymnasiom  in 
Königsberg  i.  d.  Nenmark,  Erster  Teil:  Planimetrie.  Mit  7  Fi- 
gorentafeln.  Achte  Auflage.  —  Dritter  Teil:  Ebene  Trigonometrie, 
Stereometrie,  Sphärische  Trigonometrie,  Propädeutischer  Unterricht 
in  der  KOrperlehre.  Hit  3  Figarentafelu.  Sechste  Auflage.  —  Bertin 
1892.    Leonhard  Simion.    124  -|-  102  S. 

Das  Lehrbuch  gehört  zu  denjenigen,  welche  den  Lehrstoff  der 
Elementarmathematik  nicht  anf  die  notwendigen  Grundlagen  be- 
schrtlnken,  alle  weitem  Folgerangen  als  Uebungsstoff  behandeln 
wollen,  sondern  gleich  von  Anfang  in  ei^ibigster  Weise  zu  entfalten, 
und  dadurch  den  Schaler  mit  der  mathematischen  Praxis  vertraut 
zu  machen  streben.  Hierbei  geht  es  in  Systematik,  Deduction  nnd 
ezactem,  concinnem  Ausdruck  selbständig  vor  und  stellt  inveterirte 
Misbräncbe  ab.  Nur  in  Betreff  des  Faralleiensatzes  hat  der  Ver- 
fasser sich  noch  nicht  entschlossen  die  wissenschaftliche  Wahrheit 
zu  bekennen;  er  zeigt  vielmehr  seine  Ueberlogenheit  in  der  logischen 
Zanberknnst,  welche  das  Axiom  in  strenge  Folgerung  verwandelt, 
dadurch,  dass  er  alte  Künste  verschmAht  nnd  aufdeckt,  während  er 
■eine  Fehler  nm  so  weniger  durcbscbauen   lässt.    Der  B^riff  der 
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Richtang,  den  die  gemeinen  Zauberer  im  dankein  lassen,  wird  cor- 
rect  erklärt;  doch  dessen  Relativität  bei  der  Anwendnng  nur  ein- 
seitig beacbtet.  Das  (von  einem  andern  Autor  wirklich  proclamirte) 
Hotiv  znr  Uebung  solcher  Tänschnngskunst  charaktcrisirt  sich  durch 
einen  Rackblick  aof  1820,  wo  noch  die  Meinung  eiistirte,  dass  snr 
Erwecknng  des  Interesses  an  der  Naturgeachichte  in  den  Lehr- 
bttchem  die  fobelhaften  Tiere  nicht  fehlen  dOrften;  der  analogen 
Ueinnng  in  Betreff  der  Beweise  des  Parallolensatzes  in  Lehrbüchern 
der  Elementargeoroetrie  begegnet  man  noch  gegen  Ende  des  19.  Jahr- 
hunderts. —  In  den  ersten  Teil  sind  die  Lehren  von  der  harmoni- 
schen Teilung,  der  PotentialitHt  nnd  den  Kegelechnitteo  aufgenom- 
men, und  zwar  der  Coordinatenbegriff  erat  in  der  neuen  Auflage. 

Der  3.  Teil  unterscheidet  sich  dadurch  vom  ersten,  dass  keine 
Ausdehnung  ttbor  die  Hauptlebron  binans  mehr  vorkommt;  umso- 
mehr  iat  durch  Uebersichtlicbkeit  daftlr  gesorgt,  dass  der  Scbttter 
das  Erlernte  leicht  beherrscben  kann.  Was  tkber  das  exacte  Zu- 
werkegehen  gesagt  ist,  gilt  auch  hier.  In  der  ncnon  Auflage  mnssto 
namentlich  bei  der  Körperberechnng  gemäss  neuen  Vorschriften 
manches  geändert  und  hiuzagefägt  werden.  Was  in  dieser  Hinsicht 
geschehen  ist,  hat  durchaus  nur  Billigung  zu  erwarten. 

Hoppe. 


Elemente  der  ebenen  Trigonometrie.  Zum  Schulgebraucb  nnd 
Eum  Selbststudium  dargestellt  von  Emil  Uribar,  Professor  iu 
Teschen.  Mit  44  Abbildungen.  Froiburg  i.  Er.  1892.  Herder. 
99  8. 

Um  bald  zur  Anwendung  der  Winkel fuuctionen  m  gelangen, 
ist  das  Bach  in  2  Teile  geteilt.  Der  erste  betrachtet  nur  spitze 
Winkel  ohne  Addition,  rechtwinklige  und  gleicbschenklige  Dreiecke, 
dabei  regelmässige  Vielecke,  der  zweite  dehnt  die  Theorie  auf  grossere 
Winkel  nnd  beliebige  Dreiecke  ans  und  ergänzt  aie  im  ubrigen- 
Die  Aufgaben  sind  teils  ausführlich  gelöst,  teils  mit  Resultaten 
aufgesteUt.  Es  wird  besonders  auf  die  Fälle  sehr  kleiner  Winkel 
Rflcksicbt  genommen.  H. 


Elemente  der  Trigonometrie  zum  praktischen  Oebraucb  fUr 
Dnterrichtsz wecke  an  mittleren,  tecbnischen  Lebranatalteo.  Von 
Jentzen,  Direktor  der  Baugewerk-Tiachler-Maechinen-  und  Mähleu- 
bau-Schnle.  Mit  36  Figuren.  Dresden  1891.  Gerhard  Eubtmann. 
62  8. 
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Ein  neues  Lehrbach  der  Trigonometrie  hielt  dar  Verfasser,  wie 
das  Vorwort  sagt,  fQr  notwendig,  weil  die  rorbandenon  Lebrbacber 
die  prahtiscben  Bedflrfuisse  des  Techniliers  nicht  genQgend  berltdt- 
sichtigten.  Worin  diese  beBteben,  wird  nicht  erklärt,  die  Erklämng 
kommt  Ober  das  Wort  „praktisch"  nicht  binans.  Die  Ansfahmng 
lAsat  fQr  grOadliche  tbeoretische  AuamsttiDg  nichts  termissen  und 
enthalt  auch  nichts,  was  fflr  GymnasialnDtorricbt  weniger  brauchbar 
wäre.  Unterscheidend  fQr  das  Gegenwärtige  ist  vielmehr,  däss  es 
sich  slreog  an  die  Natnr  des  Gegenstandes,  an  seine  Bedeutung  nud 
Stellung  unter  den  Zweigen  der  Mathematik  hält,  wozu  es  durch 
die  Bestimmung  für  Tecbniker  mehr  genötigt  gewesen  sein  mag,  als 
der  Gymnasialnnterricht  es  erfordert.  Die  Trigonometrie  ist  für  die 
niedere  Mathematik  ein  praktischos  Fach,  für  die  höhere  eine  8pe- 
cialitAt.  Demgemäss  wird  sie  hier  mit  geringstem  Wortanfwand, 
jedoch  ohne  irgend  eine  Lehre,  seien  es  specielle  Augaben  oder 
allgemaine  Relationen,  zu  Übergehen,  nahezu  tabollariscb  behaudelL 
Auf  diese  Weise  erscheint  das  Gebiet  der  Lehre  nicht  grösser  als 
es  in  Wirklichkeit  ist,  und  kann  leicht  vollkommen  beherrscht  wer- 
den. Aufgaben  begleiten  stets  den  Vortrag.  Am  Schlüsse  steht  eine 
Tafel  (S  stellig)  der  trigonometrischen  ^bleu;  die  logaritbmiache 
Bechnung  wird  gleicbfalls  in  Anwendung  gebracht.  H. 


Lehrbuch  der  Stereometrie  zum  Oebranche  bei  dem  Unterrichte 
in  Gymnasien  und  Realschulen.  Von  Oberstndienrath  Dr.  von 
Nagel,  Ritter  1.  Ct.  des  kgl.  wQrttemb.  Eronenordens  und  des  kgl. 
WQrttomb.  Friedrichsordens.  Mit  vielen  dem  Text  betgedmckten 
Holzschnitten.  Fttnfte,  vermehrte  Auflage,  herausgegeben  Ton  Tb. 
Schröder,  Professor  der  Mathematik  und  Pbjsik  am  kgl.  alten 
Gymnasium  zn  Nttmberg.    Narnberg  1892.    Friedr.  Korn.    132  S. 

Die  4.  Anfl^e,  vom  Verfasser  selbst  herausgegeben,  ist  im 
236.  litt  Bericht,  S.  41  besprochen.  Aenderungen  und  Hinzufflgungeu 
sind  in  der  Vorrede  des  Herausgebers  der  neuen  Auflage  nicht  au- 
gezeigt, mitbin  von  ihm  nicht  als  erhebUch  erachtet.  H. 

Raumlehre  für  höhere  Schulen.  Von  Prof.  H.  C.  E.  Martus, 
Direktor  des  Sophien-Realgymnasiums  in  Berlin.  2.  Teil.  Drei- 
ecksrecbnung  nnd  Eörperlebre.  Bielefeld  und  Leipzig  1892.  Velhagen 
n.  Elasing.    259  S. 

Die  Art  des  Vortrags  ist  vergleichbar  einer  Eicursion  einer 
Schnlclasse.  Freilich  ist  hier  der  Lehrer  nicht  gebunden  an  die 
Gegenstände,  welche  ihr  auf  der  Wanderung  nnd  am  besuchten  Orte 


;cbyG00'^lc 


Lüttnruthtr  BtridU  XLYI.  22 

Natur  nod  Technik  zur  Betrachtang  darbieten,  sondern  er  fahrt 
Bolcbe  nach  freiem  EnnesBen  vor,  wie  sie  aich  eignen  die  gante 
Doctrin  in  bester  Ordaang  daran  zn  entwickeln;  die  receptive  Lage 
der  Scholer,  in  Verbindang  mit  den  daran  sich  knüpfenden  Aafgaben 
and  Fragen ,  ist  In  beiden  F&llen  dieselbe.  Ueber  die  Anordaang 
der  Stereometrie',  welcher  die  ebene  Trigonometrie  voransgeht,  ist 
zu  bemerken,  dass  die  Haaptabschnitle  bilden  1)  die  Loge  der  Ge- 
raden und  Ebenen,  2}  die  Körper,  3J  ihre  Oberfl&chon.  Der  erste 
wird  geteilt  nach  der  Anzahl  der  Ebenen.  Der  dritte  enthält  die 
sph&rische  Geometrie,  ein  seht  iessend  die  Trigonometrie,  and  die 
Kegelschnitte  als  konische  Geometrie.  Znr  Yordentachang  dor  Ter- 
minologie, fOr  welche  der  2.  Teil  der  Raamlehre  neae  Beiträge 
liefert,  mochte  za  bemerken  sein,  dass  auf  Adjectivbitdang  keine 
RUckucbt  genommen  ist  Dem  Vorgang  der  HoUänder,  dem  gcmftss 
er  Wörter  wie  „dreiecksrechnerisch"  —  „trigonometrisch"  hatte  ein- 
fuhren dOrfen,  bat  der  Ycrfasser  nicht  folgen  wollen;  entbehren  kana 
man  die  directe  Ableitung,  aber  mau  gibt  nicht  gern  eine  Handbabo 
weg,  die  man  früher  besesseD  hat  Hoppe. 


Synthetische  Geometrie  der  Kegelschnitte  nebst  Uebangsaufgabou 
fbr  die  Prima  höherer  Lehranstalten.  Ton  Dr.  J.  Lange;  Ober- 
lehrer an  der  Fr.  Werd.  Ober-Realschule  in  Berlin.  Uit  55  Figuren 
im  Text    Berlin  1893.    H.  W.  Malier.    68  S. 

Voraus  geht  die  Lehre  von  der  barmoDischen  Teilung,  dann 
folgen  Ellipse,  Hyperbel,  Parabel  erst  einzeln  definirt  dnrch  ihre 
Focateigen Schaft,  dann  hergeleitet  als  Schnitte  des  geraden  Kegels, 
ihre  Secanten,  TangentsD,  Leitlinien,  ihre  stetige  Variation  und 
Greozformen;  dann  die  Folarilätabeziehangeo ,  conjngirton  Dnrcb- 
messor,  Inbattsbestimmnngen ,  projectiven  und  involutorischen  Be- 
ziehungen.   Dann  folgen  Aufgaben.  H. 
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Bearb.  nach  System  Kleyer.    Stuttgart,  JdL  Maier.    4  Hk. 

Schlotke,  J.,  Lehrbuch  der  daratellenden  Geometrie.  1.  Tl. 
Specielle  darstell.   Geometrie.    2.  Aufl.    Dresden,  Gerh.  Etkhtmann. 

3  Mk.  60  Pf.;  geb.  3  Hk.  80  Pf. 

Schmidt,  Ph.,  0.  Kerl  n.  E.  Wenzel,  RaumlehFe  m.  zahl- 
reichen Rechen-  s.  Eongtniktioneauigahen  t  Handnerkei^  a.  Fort- 
bUdnngiBchnlen.    2  TIe.    Hannover,  Heyer.    85  Pf. 

Sobotka,  J.,  Hb.  ErOmmang  n.  Indicatricen  der  Helikoide. 
lidpzig,  Freytag.    1  Hk. 

Stnhlmann,  A.,  Zirkelzeichnen  n.  Projektionslehre  zum  Oe- 
brauche  aa  Gewerbe-  n.  Banschnlen,  geirerhlicheu  Forthildungs- 
scholen  n.  l.  w.  Altg.  Tl.  15.  Anfl.  Dresden,  Gerh.  Eühtmann. 
1  Mk. 

Wehner,  H.,  Leitfoden  f.  den  stereometrischen  Unterricht  an 
Bealschsle».    Leipzig,  Tenbner.    EarL    80  Pf- 


TrigMiometrie. 

Eönig,  J.,  ebene  Trigonometrie.  Znm  Clebnwch  in  F«tUI- 
dvnge-,  Handwerker-  a.  Abendtcbiilen,  sowie  zum  Selbstunterricht 
Brannschweig,  Salle.    75  Ff. 

Vega'a,  G.  Frhr.  t.,  logwithmigch-trigonometnscheB  Band- 
bnch.  Neue  Ansg.  Bearb.  t.  C.  Bremik».  74.  Aufl.  v.  F.  Tietjen. 
Beriin,  Wddmaim'sche  Bachh.    4  Hk.  20  Pf. 


Fraktliehe  Geometrie,  Ge«dbie. 

G-ansB,  F.  0.,  die  trigonometrischen  n.  pelygonometriseben 
Kechnungen  in  der  PeldmessknuBt  3.  Anfl.  4.  -7.  Hft  Halle, 
Strien,  Verl.    i  8  Hk.  50  Pf. 


tizsob/GoO'^lc 


Kalender  f.  Hesskande  auf  d.  J.  1898.  Hng.  t.  H.  Gontb. 
20.  Jahrg.  (2  Tille.)  1.  Tbl.  Trier,  Linti'scbe  Bncbh.  1  Hk. 
40  Pf.;  geb.  in  Leinw.  2  Uk.;  in  Ldr.  2  Mk.  60  Pf. 


Hechanlk. 

Finger,  J.,  ab.  die  gegenseitigen  Beziehangen  gewisser  in  der 
Mechanik  m.  Yortbell  anwendbaren  FlILchen  2.  Ordnang,  nebst  An- 
wendgn.  anf  Probleme  der  Astatik.    Leipzig,  Freytag.    80  Pf. 

Mach,  B.,  Erg&nzangen  m  den  Mittbeilangen  Ob.  Projectile. 
Ebd.    30  Pf. 

Hargnies,  M.,  Lnftbewegangen  in  e.  rotirenden  SpbftroidBcliale 
bei  zonaler  Dmckvertheilang.    Ebd.    60  Pf. 


Te«bnik. 

Epstein,  J.,  Ueberbtick  ab.  die  Elektrotecfasik.  6  populäre 
Experimental-Vortr.    Frankfurt,  AlL    1  Hk.  60  Pf. 

Fischer^Hinnen,  3.,  die  Berechnni^  n.  Wirkangsweise  elek- 
trischer Qtsichstrom-Haschinen,  PraktiBches  Handbuch  f.  Elektro- 
techniker n.  Maschinentechniker.  2.  Aufl.  Zaricb,  Meyer  &  Z. 
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Litterarischer  Bericht 

XLVU. 


Arithmetik,  Algebra  und  reine  Analysis. 

Zur  Transformation  nnd  Rednctiou  tou  Doppeliategralen  mit- 
telst elliptischer  Coordiaaten.  Vod  Prof.  Ferdinand  Job.  Oben- 
rancb.  tl^eDtitBchein  (1893).  Im  Selbstverläge  des  VerfaSEers. 
66  S. 

Die  Schrift  ist  eothalteo  im  Jabresberichte  der  Landea-Ober- 
realscliule  in  Neutitschein  für  das  Scbaljabr  1S91— 2  ond  besondora 
heransgegeben.  Sie  beginnt  mit  Erklärung  der  clliptiBchen  Coor- 
dioaten,  welche  einen  PnDkt  als  Schnitt  dreier  confocalon  Flächen 
2.  GradeB  bestimmen,  stellt  die  Formeln  des  Uebcrganga  zwischen 
jenen  nnd  den  cartesischen  Coordinaten  auf,  geht  anf  die  Speciali- 
täteu  der  ebenen  und  Kngelcoordinaten  ein  nnd  macht  die  bezdg* 
liehen  bistorischen  Angaben  über  die  Ansbildnog  der  Theorie  durch 
Lama,  ChasleB,  Terc|uem,  Lionville,  Bertrand,  Cauchy,  Serret,  Michael 
Roberts ,  William  Koberls ,  Cayley  a.  A.  Im  2.  Abschnitt  wird  die 
Complanation  des  ganzen  EUipsoids  behandelt  nnd  einige  daraus 
hervorgehende  Formeln  angegeben,  im  3tea  eine  sehr  reichhaltige 
ZusammetiBtellnng  der  Anwendungen  der  Complanationsformeln  zur 
Auswertung  und  Reduction  von  Doppelintegralen  geliefert.  Die 
ganze  Schrift  müssen  wir  als  einen  wertvollen  Beitrag  znr  Geschichte 
der  analytiBchen  Theorien  und  Probleme  willkommen  heiisen. 

H. 

Aich.  0.  Ibtli.  m.  Pbjr*.    >.  B»ib^  T.  XU.  3 
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24  Lilterarüdur  Serital  XLVII. 

Zar  linearen  DiffereDtialgleichoDg  dritter  Ordnung.  Von  Dr. 
Anton  Krug.    Frag  1692.    H.  Dominicna.    81  S. 

Ueber  die  in  dieser  Schrift  enthaltenen  Entwiclielangen  hat  der 
Terfasaer  folgende  Uebersicht  gegeben.  ,^nniU;hst  werden  aus  den 
Coefficientea  p,  g,  r  der  Differenlialgleichnng 

J^+W  +  Say'  +  ry-O  (A) 

in  der  x  die  Unabhängige  ist,  die  zwei  Invarianten  O^d**  nnd 
&,de>  gebildet,  d.  h.  die  beiden  AnsdrUcke,  die  bei  holiebigen  Snb- 
stitntionen  y  —  «y  nnd  m  =  tpix)  in  (A)  nngeändert  bleiben.  Ana 
diesen  beiden  Invarianten  werden  twei  absolute  Invarianten  @  nnd  $ 
abgeleitet,  d.  h.  solche  die  den  Factor  lix  nicht  enthalten.  Ebenso 
wie  O^  nnd  O^  sind  auch  @  nnd  ^  im  allgemeinen  Functionen  von 
X.    Es  ist  also  etwa 

®  —  Vit*);     ©  —  Vit«) 
woraus  durch  Elimination  von  ie  eine  Gleichung 

F{®,  $)  =  0  (B) 

entsteht.  Durch  diese  Gleichung  ist  die  Difforentialgleicbnng  (A) 
so  wie  alle  durch  jene  SnbBtitutionen  abgeleiteten  charakterisirt. 
Hat  insbesondere  einer  derselben  rationale  Coefficienten,  so  sind  ® 
und  $  rational  in  x  nnd  die  61.  (B)  ist  vom  Gescblechte  0.  Und 
umgekehrt:  ist  eine  Gl.  (Q)  vom  Geschlecbta  0  gegeben,  so  lassen 
sich  jederzeit  DifferentialgleichiiDgen  3.  Ordnung  mit  rationalen 
Coefficienten  aufstellen,  welche  gerade  die  absoluten  Invarianten  ® 
und  $  besitzen.  Ist  ®  identisch  einer  Gonstanten,  so  ist  $  •*  0, 
nnd  Gl.  (A)  lässt  sich  in  eine  solche  mit  constanteu  Coefficienten 
transformiren.    Dieser  Fall  wird  vorweg  behandelt,  um  im  Spätem 

$  ^  0  setzen  zu  können."  H. 


Vorlesangen  Ober  die  Bemoullischen  Zahlen,  ihren  Znsammen- 
hang mit  den  Secanten-CoefScienten  and  ihre  wichtigeren  Anwen- 
dungen. Ton  Dr.  A.  Louis  Saalschutz,  a.  o.  Professor  der 
Mathematik  a.  d.  Universität  Königsberg.  Berlin  1693.  Julius 
Springer.    206  S. 

Da  die  Lehre  von  den  hernoalliscfaen  Zahlen  ein  vielverzweigtes 
Gebiet  von  Entdeckungen  und  Untersnchnngen  darbietet,  welches 
in  maunichfaltiger  Beziehung  zu  andern  Gebieten  steht,  so  ist  eine 
zasammeustellende  Bohandlang  ein  dankenswertes  Unternehmen. 
Yollst&Ddigkeit  mag  nicht  erreichbar  sein:  wir  haben  noch  zu  wenig 
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Einblick  id  die  vielgcBtaltige  Natur  der  bernoaUischea  Zahlen ,  um 
die  frachtbaren  Elemeote  im  vorann  zu  erkeDDen  and  das  Unter- 
sucbnDgagebiet  nrngreuzen  zu  könuen.  Doch  muBS  jedenralls  Voll- 
ständigkeit angestrebt  sein,  und  darf  vor  allem  kein  bereits  als 
fruchtbar  documeotirter  Zweig  fehlen.  Wir  werdea  daher  dem 
Wanscbe  des  Verfassers  entgegenkommen,  wenn  wir  einige  Deside- 
rats aussprecben.  Das  Buch  ist  in  4  Hauptabschnitte  geteilt:  Re- 
cnrsionsformeln,  nnabh&Dgige  Darstellungen,  zahlentheoretische  Un- 
tersachnngen,  Mac-Lanrin'scbe  Summenformel.  Die  Methode  schtiesst 
sich  vorwaltend  dem  geachichtlichen  Entnickelungsgang  an.  Der 
2.  Abschnitt  behandelt  mannigfaltige  Themata.  Wir  heben  herrori 
S  12.  Indepeudonto  Daratellnngen  mittels  der  Berooullischen  Func- 
tionen. Der  Paragraph  beginnt  mit  den  Worten:  „Es  wird  in  der 
neneren  Mathematik  mit  Recht  nicht  nur  auf  die  Ergebnisse  einer 
Untersnchnng  Gewicht  gelegt,  sondern  auch  auf  die  Methode,  durch 
welche  sie  gewonnen  worden  sind,  und  dabei  diejenige  bevorzugt, 
welche  sich  dnrch  Einheitlichkeit  der  Gesichtspunkte,  dorch  Ablei- 
tnng  aller  Resultate  aus  derselben  Quelle  aDszeichnet.  In  diesem 
Sinne  ist  eine  Abhandlung  des  Herrn  Worpitzky  (1883)  beachtens- 
wert, in  welcher  alle  ErgeboisBe  aus  dem  einen  Princip  der  Um- 
formung der  Bernaulli'Bchen  Functionen  hervorgehen".  Und  trotz 
der  oben  ausgesprochenen  Znstimmnng  hat  der  Verfasser  so  wenig 
Gewicht  auf  die  Einfohmog  der  Bernonlli'schen  Functionen  und  ihre 
gesamten  Ergebnisse  gelegt,  dass  er  sie  wie  eine  zur  Seite  liegende 
Speculation  mit  Verweisung  auf  die  Origioalschriften  abtut  und  mit 
Ableitung  eines  Resultats  sich  begnügt  Molivirt  wird  dies  Verehren 
in  einer  Note  mit  den  Worten :  „Wir  beabsichtigen  nicht  eine  nähere 
fiiscossion  Ober  die  Bornoulli'scbeu  Functionen  zu  geben,  sondern 
wir  werden,  ohne  dadorch  Lücken  entstehen  zu  lassen  oder  beson- 
ders umstAndlich  zu  sein,  das  Erforderliche  darüber  an  betreffender 
Stelle  aus  unsem  Formeln  ableiten".  Daraas  ersieht  man,  dass  die 
Ableitung  aus  einer  Quelle  nicht  zu  dem  Erforderlichen  gerechnet 
wird.  Nun  ist  aber  Worpitzky  gar  nicht  der  Erste,  welcher  die  an- 
gegebene Bedentnog  der  Bernoulli'scben  Fnactlouen  erkannt  hat 
Zunächst  sind  in  des  Ref.  „Lehrbuch  der  Differentialrechnung  und 
Reihen theorie"  (1865)  dem  gesamten  Abschnitt  Über  Bernonlli'sche 
Theoreme  die  Bernonlli'schen  Fnuctionen,  definirt  als  Coefficienten 
einer  Reihe,  zugrunde  gelegt  Die  Methode  bot  sich  so  natflrlich 
als  die  angemessene  dar,  dass  fUr  ihre  Wahl  nach  einer  Autorität 
kaum  gefr^t  seu  werden  Grund  schien.  Bald  fand  auch  der  Ver- 
fasser, dass  Bertrand  in  seinem  grdssereu  Werke  über  Differential- 
rechnung ebenso  zuwerke  gegangen  war,  und  hält  es  daher  für  nicht 
unwahrscheinlich,  dass  jene  Auffassung  der  bernoullischen  Zahlen 
als  Specialwerte  tou  Functionen  überhaupt  aus  älteren  Zeiten  stammt. 
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Beide  Schriften  fetalen  im  LitterstarverzeichnisB  des  Todiegeaden 
BachB.  Ferner  Termiaat  man  in  dem  Bache  die  Iftngat  bekannten 
Ansdracke  der  bemonlliachen  Zahlen  darch  anendlicbe  Reihen  and 
and  damit  im  ZnaammentaaDge  die  Snmmation  dor  nach  Cosinas  nad 
Sinus  der  Vielfachen  eines  Bogens  fortschreitenden  Reihen,  deren 
Coefficienten  Potenzen  mit  negativem  ganzem  Exponenten  vom  Indei 
sind.  Auch  die  independcnten  Ausdrucke  in  geschlossener  endlicher 
Form,  «elcher  die  Differentiation  der  Tangenten  und  3ecant«D  nod 
deren  Potenzen  liefert,  Bind  nicht  erwähnt  nnd  daa  betreffende  Werk 
des  Ref.  im  LitteraturverzeicbnisB  nicht  angegeben.  Die  halb  con- 
yergentebemoullische  Reihe  ist  einmal  erwähnt,  ohne  jedoch  etvu 
darftber  mltzateilen.  Hoppe. 

Die  Logarithmen  complexer  Zahlen  in  geometi^cher  Darstel- 
long.    Ein  Beitrag  znr  algebraischen  Anal^sis. 

Die  goniometrischen  Functionen  complexer  Winkel.  Eine  Er- 
gtLnznng  zur  algebraischen  Analyeis. 

Von  Adalbert  Breuer,  k.  k.  Professor  an  der  Staatsreal- 
schnle  im  III.  Bezirk  Wiens.  Mit  einer  Figorentafel.  Erfurt  1892. 
Bodo  Bacmeiater.    6  -f-  11  S. 

Die  beiden  Schriften  sind  von  einander  unabhängig.  Die  eratere 
stellt  die  Logarithmen  complexer  Winkel,  mit  Zuhalfenahme  der 
dritten  Dimension  als  laterale,  dar,  bo  dass  die  2  ersten  Dimen- 
sionen fQr  reelle  Variation  YOrbebalten  bleiben.  In  der  reellen  Ebene 
werden  die  Polarcoordinaten  r,  ß  eines  Punktes  als  von  einander 
abhängige  Variable,  nnd  zwar  die  Amplitude  ß  als  Function  des 
BadinsTectors  r  betrachtet.  Dann  bezeichnet  wieder  r  den  Modul 
des  complexen  Argnments  und  wird  längs  der  Meridiauebene  um  den 
Winkel  ip  =  der  Amplitude  des  Argnments  nach  der  lateralen  Axe 
hin  gedreht  Ist  nun  die  Function  der  Logarithmus,  so  ist  der  End- 
punkt von  r  in  der  neuen  Lage  gleichzeitig  die  Constrnction  der 
Function  und  ihres  Arguments.  Erstere  wird  durch  die  doppelte 
Drehung  dos  Radinsvectors  von  der  x  Aio  nach  der  y  Axe  hin,  dann 
von  der  Endlage  nach  der  >  Axe  hin  als  AusdrOcke  ihrer  reellen 
Elemente  dargestellt,  nnd  zwar  kann  letztere  Drehung  9  um  will- 
kDrlich  Vielfache  von  1  Rechten  vermehrt  werden.  Die  Darstellung 
des  Arguments  aber  ist  in  rechtwinkligen  Coordinaten  desselben 
PankteB  auf  der  Mendianebene  gegeben.  Der  Lauf  der  Function 
bei  variirendem  Argnmente  wird  dnrch  die  Bahn  des  darstellend«! 
Punktes  im  Banme  dargestellt,  wenn  der  Endpunkt  von  r  in  seiner 
anzüglichen  Lage,  d.  h.  in  der  reellen  Ebene,  eins  logarithmischo 
Spirale  erzengt. 
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Der  Anlass  zur  zweiten  Schrift  wird  Tom  Verfasser  in  folgenden 
Worten  dargelegt.  „Bei  meinen  Stadien  Über  das  Imaginäre  in  der 
Geometrie  bin  ich  anf  Widerspruche  zwischen  meinen  wolgeprüften 
Besnltaten  mit  jenen  der  algebraischen  Analjsls  gestossen,  deren 
Beseitignng  mir  dringend  geboten  erscheint^'.  Die  Schrift  ist  so  voll 
von  dnnkeln  Stellen,  dass  wir  ein  sachliches  Urteil  darOber  nicht 
geben  können.  Licenzen  sind  bei  einem  solchen  DigpOte  nicht  am 
Orte,  exBcte  Sprache  ist  hier  nncrlässlich.  Es  RenDge  einige  Punkte 
zn  nennen,  in  denen  gegen  diese  Torschrift  gefehlt  ist.  Nicht  selten 
wird  imaginären  GrOssen  das  Frädicat  grösser  oder  kleiner  gegeben 
oder  von  ihrem  Wachsen  gesprochen.  Anf  Seite  5  steht  „Die . . . 
Satze  gelten  bloss  innerhalb  der  Grenzen    —  a>  <.  tp  <,  -i- tx,   oder 

eyklometrisch  gesprochen,  —  T<V'<  +  rt—  —  "•  Was  heiut 
das?  —  Die  Gleichnngen  (1)  bis  (8)  gelten  offenbar  für  beliebig 
reelle  and  imaginäre  g>,  in  Ol.  (9)  (10)  hat  überdies  ip  complezen 
Wert,  in  Ol.  (12)  dagegen  ausschliesslich  reelleu ;  aber  nirgends  ist 
dies  aasgesproehen.  —  Anf  Seite  4  fängt  ein  Satz  an :  Abgesehen  Ton 
£2iT  zeigt  der  Winkel  iq-  ein  ganz  befremdendes  Verhalten,  .,  ." 
—  Wie  kann  man  von  dem  absehen,  was  wesentlich  dazu  gebOrt? 
Bald  nachher  folgt:  „Daher  (d.  h,  wogen  jenes  befremdenden  Ver- 
haltens) mass  dem  Winkel  19"  (n&mlich  in  sin  19),  coaüp,  etc.)  ein 
anderes  Mass  zn  Orunde  liegen".  Von  da  an  misst  der  Verfasser 
den  Winkel  Mp,  statt  nach  Kreisbogen,  nach  einem  gleichseitig  hyper- 
bolischen Sector  als  Einheit  nnd  sucht  (leider  in  unverständlicher 
Sprache)  zn  zeigen,  dass  dann  die  Resultate  besser  stimmten.  Hätte 
er  wirklich  ein  abweichendes  Resultat  aus  verschiedener  Betracht 
tnngsweise  nachgewiesen,  so  würde  damit  nicht  irgend  eine  solche 
gerechtfertigt,  sondern  die  Untanglichkeit  complexer  Argumente 
goniometrischer  Functionen  11h erhaapt  gezeigt  sein.  In  der  Tat  sind 
es  aber  nur  nnerwartete,  bedenkliche  Folgemngen,  auf  die  er  sich 
beruft,  und  die  er  gar  nicht  zu  erklären  versucht  hat      Hoppe. 


Die  quadratische  ZerfäUnng  der  Primzahlen.  Von  Dr.  Her- 
mann Scheffler.    Leipzig  1892.    Friedrich  Foerster.    169  8. 

Die  vorliegende  Schrift  entwickelt  das  dirccte  Verfahren  der 
allgemeinen  Zerf&llung  der  einer  gegebenen  linearen  Form  ent-* 
sprechenden  Primzahlen  q-^ptt~\-in  oder  einer  bestimmten  Potenz 
davon  oder  eines  bestimmten  Vielfachen  einer  solchen  Potenz  in  die 
quadratische  Form  A*+pB*  nnter  der  Voraussetzung,  dass  p  eine 
Primzahl  sei.  Dem  allgemeinen  Verfahren  vorana  geht  die  Behand- 
lung besonderer  Fälle.    Das  allgemeine  Problem  der  Zerfälluog  kann 
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Dach  Aussage  des  Verfassers  far  getSst  gelten.  Wenn,  In  p  —  2r-^-l, 
r  nnpar  ist,  so  kann  die  (r  — 2)te  Potenz  der  Primzahl  2— pn-j-"> 
In  die  Form  ^*-|-pB*  zerftllt  werden.  Istr  par,  so  igt  eine  niedere 
Potenz  oder  deren  Vielfaches  in  A'—pB*,  unter  Umstflnden  aocb  in 
A*+pB*  zer^Ibar.  Ffir  pares  r  ist  die  Zerf&lltiarkeit  in  A*—pB* 
allgemein.  Ferner  werden  Sätze  üher  quadratische  Congmenzen 
gegeben,  schliesslich  das  praktisch  beste  Kriterinm  der  PrimzaJden- 
eigenschaft  nehst  Auffindung  der  Primfactoren  einer  gegebenen  Zahl 
gesucht.    Ein  von  Eisenstein  vorbehaltener  Specialfall  ist  ergänzt 


Studien  aber  die  Rednction  der  PotentJalgleichnng  auf  gewAhn- 
liche  Differentialgleichungen.  Ein  Anhang  zu  Heine's  Handbacfa 
der  Engetfunctionen.  Von  Dr.  Emil  Haentzscbel,  Oberlehrer  an 
der  IIL  Realschule  zu  Borlin.  -  Berlin  1893.    Georg  Keimer.    180  S. 

Der  erste  der  6  Aufsätze  scbliesst  sich  an  die  Dissertation  des 
Verfassers:  „Ueher  die  Rednction  der  Gleichung 

snf  gewöhnliche  Differentialgleichungen.  Ein  Beitrag  zur  Theorie 
der  Lami'scben  Functionen  zweiter  Ordnung.  Berlin-,  Mayer  n. 
Voller  1893*'  (s.  Ohrtmann,  Jahrb.  ab.  d.  Fortschr.  d.  Math.  XV. 
311.)  —  an  und  bebandelt  die  nämliche  Rednction  nnd  Lösung  anf 
Grundlage  der  Theorie  der  elliptischen  Fnnctionen  von  Weierstrass. 
Der  zweite  hat  zum  Gegenstände  die  Gleichungen  ftkr  die  Meridian- 
cnrren  der  Rotationskörper;  der  dritte  die  Lamä'schen  Functionen 
3.  Ordnung  nnd  ihre  functionen-theoretischen  Grenzfälle;  der  vlertfl 
die  Lam^'schen  Functionen  höherer  Ordnung;  der  fQnfte  die  Fnnc- 
tionen des  elliptischen  und  des  Ereiscylinders ;  der  sechste  die  Heine- 
Ecbe  Function  und  die  aus  ihr  abgeleitete  hyper-Bessersche  Trans- 
cendente.  H. 


£l^nients  de  la  th^orie  des  fonctions  elliptiqnes.  Far  Jules 
Tannery,  Soua-Directenr  des  ätndes  scientiäques  k  I'£k»)le  Nor- 
male Eupirieure,  et  Jules  Molk,  Professenr  &  la  Facnlti  des  Sci- 
ences de  Nancy.  Tom©  I.  lutroduction.  Calcul  diffärentiel  (I" 
Partie).    Paris  1893.    Ganthier-Villars  et  fils.    246  S. 

Die  Schrift  ist  eine  Einfahrung  in  die  Theorie  der  elliptischen 
Functionen  von  Weierstrass.  Der  allein  vorliegende  1.  Band  davon 
hat  folgenden  Inhalt:  Einleitung,  Cap.  I.  Unendliche  Reiheusummen 
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nnd  Prodacte  bei  constanten  Tennen.  Solche  bei  einfachem  Ealree. 
Beihen  mit  doppeltem  Entree.  Prodacte  mit  doppeltem  Eotree. 
Cap.  II.  Unendlicbfi  ReihcDaammen  nnd  Prodncte,  deren  Tenne 
TOD  einer  Variabein  abhängen.  Definitionen  nnd  erste  LehrsHtze. 
Reihen  von  ganzen  Fnnctionen  (ganze  Reihen).  Reihen  von  ganzen 
Reihen.  Fanctionen  (Fortsetzung).  Anwendung  anf  lineare  Oiffe- 
rentialgleichnngen.  Cap.  III.  Ganze  transcendente  Functionen. 
EzpoDentiale  und  circulare  Fnnctionen.  Sätze  von  WeierstrasB  nnd 
Uittag-Leffler.  —  Differentialrech unng  (1.  Teil).  Cap.  I.  Allgemeine 
Betrachtnngen  Aber  die  periodischen  Fnnctionen.  Gap.  II.  Die 
Function  o(u)  nnd  die  davon  abgeleiteten  Functionen  £(»),  ti(u). 
Das  Argument  wachsend  um  2a>it.  Erste  Relationen  zwischen  den 
Functionen  ff(u),  fX"),  p[u),  \)'(u).  Darstellung  von  ff(u)  durch  ein 
nnendlichea  Product  mit  einfachem  Entree.  Die  Cofancttonen  <it{u), 
ff|(u),  iFg(u).  Lineare  Transformation  des  ff.  Substitution  äquiva- 
lenter Perioden  für  die  primitiven.  Transformation  beliebiger  Ord- 
nung der  Functionen  o.  Substitution  neuer,  mit  den  alten  linear 
verbundener  Perioden  fttr  die  primitiven.  —  Der  2.  Band  (unter 
der  Prerae)  ist  die  Fortsetzung  des  ersten.  Der  3te  wird  die  Inte- 
gralrechnuDg,  der  4te  Anwendungen  enthalten.  H. 


TrüU  d'analfse.  Par  £mile  Picard,  Membre  de  l'Institut, 
Professenr  h  la  Facnlt^  des  Sciences.  Tome  II.  Fonctions  harmo- 
niqnes  et  fonctions  analytiques.  Introdaction  Jt  la  theorie  des  äqaa- 
tions  diffärentielles  et  fonctions  algibriques.  Paria  1893.  Oauthier- 
Villars  et  fils.    512  S. 

Der  1.  Band  ist  besprochen  im  43.  litt.  Bericht  S.  31.  Der 
2.  Band  enthält  zunächst  die  Lehre  von  den  Fnnctionen  einer  com- 
plezen  Variabein,  und  zwar  nach  Erklärung  nnd  Qmndlegung  die 
Reih enent Wickel n ng ,  die  alternirte  Methode,  die  Lösnng  des  Pro- 
blems von  Dirichlet,  directe  Untersuchung  der  Fnnctionen  einer 
complezea  Variabein,  Anwendungen  der  Sätze  von  Cauchy,  gemein- 
same  Wurzeln  zweier  simultanen  Gleichungen,  Integrale  von  nicht- 
einförmigen  Functionen,  Fnnctionen  mehrerer  unabhängigen  Variabsln, 
die  conforme  Abbildung,  Sätze  über  die  Differentialgleichungen,  An- 
wendungen derselben,  etc.  Abel'sche  Integrale,  einförmige  Func- 
tionen auf  einer  Riemann'schen  Fläche,  allgemeine  Sätze  ttber  die 
Existenz  solcher  Functionen,  Curven  vom  Geschlecht  null  nnd  eins. 

H. 
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Die  einfachste  Lösung  des  Apolloniscben  Problems.     Eine  An- 
wendang   der   neoen    Theorie   des    ImaginUreD.     Yod    Adalhert 
Brener,   k.  k.  Professor  an   der  Staatsrealachule   im   III.  BeziA  - 
Wiens.    (Mit  zwei  Figarentafeln.)    Erfurt  1892.     Bodo  Bacmeister. 
16  S. 

Das  Problem  einen  Kreis  zn  constmiren,  der  3  gegebene  Kreise 
berahrt,  wird  auf  folgendem  Wege  gelöst.  Die  6  Aehnlichkeitscentra 
der  gegebenen  Kreise  liegen  zn  3  in  gerader  Linie.  Dnrch  sie  be- 
stimmen sich  1  Aehnl  ich  keil  saxen.  Die  äussere  Aehnlichkeitsaxe 
ist  Chordale  der  2  gosachten  Kreise;  die  3  abrigen  Chordalen  treffen 
sich  im  Potenzcentrnm  der  gegebenen  Kreise,  welches  zugleich 
Aehnlichkeitscentmm  der  gesnchten  Kreise  ist.  Die  Mittelpunkte 
derselben  liegen  dann  anf  der  Normale  vom  Aehnlicbkeitscentrnm 
auf  die  änssere  Aeholicbkeitsaze.  Der  Verfasser  verbindet  diese 
LOsneg  mit  seiner  „Theorie  des  Imaginären",  welche  er  in  der  fol- 
genden Schrift  entwickelt.  H. 


Imaginäre  Kegelschoitle.  Eine  geometrische  Stadie  Aber  das 
Wesen  nnd  die  katoptriache  Deatnng  des  Imaginären.  Von  Adal- 
bert  Brener dito    (Mit  einer  Fignrentafel.) 

Ausgehend  von  einer  reeUen  Ellipse  und  3  conjogirten  Darch- 
messem  fahrt  eine  Conslrnction  zn  einem  im^nären  Punkte,  dessen 
Ort  eine  Ellipse  ist.  Hierauf  gründet  der  Verfasser  seine  neue  Dar- 
stellung des  Imagin&ren.  Ueber  alles  N&bere  verweisen  wir  anf  die 
Schrift  selbst.  H. 


Ueber  Conographie.    Ein  Beitrag  znr  constroctiven  Geometrie 

der  Kegelschnitte.    Von  Adalhert  Brener dito    (Mit  zwei 

Figurentafelu )    10  8. 

Es  handelt  sich  um  Erfindung  von  Instrumenten  znr  Bescbrei- 
bang  von  Kegelschnitten.  Zunächst  werden  alle  diejenigen  verworfen, 
welche  den  Schreibstift  längs  eines  Fadens  fuhren.  Unter  denjeni- 
gen, welche  bereits  eine  sicherere  Fahruug  bewirkt  haben,  werden 
die  von  Ärbter,  Bebicek  nnd  Drzewiecki  genannt,  an  den  2  letzten 
l,eBchr&nkto  EinsteUangsf&bigkeit,  Complicirthoit  des  Apparates  nnd 
Kostspieligkeit  ausgesetzt.    Dann  werden  die,  unter  vielseitiger  Be- 
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rttcksicbtlgang  der  ErfordemiiBe  vom  Verfuaer  erfandenen  Ingtra- 
Beute  besdirieben,  zoeret  ein  lostrament  zur  Zeichniuig  aller  Arten 
Tou  Kegelschnitten,  das  er  jedoch  nicht  als  praktiech  sor  techniechen 
Anwendung  empfiehlt,  dann  9  einfachere  für  gewiese  Gruppen  von 
Kegel scbnitten.  Die  lastromente  bestehea  aus  Linealen,  längs  deren 
Mittellinje  der  in  eine  Hfllse  gefasate  Scbrmbatift  im  Krenzungspaokt 
iwischen  zwei  Schienen  gleitet.  H. 


Snr  la  ditermination  g^om^trique  da  point  le  plns  probable 
donn4  par  an  sfstime  de  droites  non  convergentes.  Par  H.  Maa- 
rice d'Oc]agne,  Ingenieur  des  ponts  et  cbanss^es.  £ztr.  du  J.  de 
l'£cole  Polftecbn.  LXin,  cah.  1893.    4*.    25  S. 

Es  wird  folgende  Aufgabe  gelOst.  Ein  Punkt  ist  als  Dnrch- 
scfanitt  von  n  Geraden  ideell  bestimnit  Die  Geraden  aind  aber 
wegen  Beobacbtuoga-  nnd  Zeicbnnngsfebler  ongeeau  gegeben.  Einer 
jeden  wird  ein  gewisses  Gewicht  als  Grad  der  Sicherheit  beigelegt. 
Es  soll  die  wahrscheinlichste  Lage  des  ideellen  Punkts  gefunden 
werden.  Ton  einem  beliebigen  Punkte  O  werden  Lote  aaf  alle  Ge- 
raden gemilt  nnd  nm  ihre  Länge  verlängert;  der  Schwerpunkt  der 
mit  den  Gewichten  der  Geraden  belasteten  Endpunkte  (symmetri- 
scher Schwerpunkt  von  O)  sei  O',  der  symmetrische  Schwerpunkt 
von  0'  sei  &.  Dann  ist  der  Schnittpunkt  von  00"  nnd  der  Tan- 
gente an  den  durch  O&O"  beschriebenen  Kreis  in  o'  in  erster 
N&hemng  das  Centrnm  der  kleinsten  Quadrate  der  Abstände  jenes 
Pnnktes  O  von  allen  Geraden.  H. 


Die  Gmndformeln  der  allgemeinen  Flftchentheorie.  Tod  Dr. 
Hermann  Stahl,  ord.  Prof.  der  Mathematik  in  Tübingen  nnd  Dr 
T.  Eommerell,  Repetent  am  Seminar  in  Urach.  Mit  einer  litho- 
graphirten  Tafel.    Leipzig  1893.    B.  G.  Teabner.    114  S. 

Dnrch  die  Bearbeitung  and  Herausgabe  der  allgemeinen  Flftchen- 
theorie haben  sich  die  Terfasser  ein  grosses  Verdienst  erworben. 
Da  dieser  Wissenschaftszweig  in  der  mathematiBchen  Litteratur 
(ganz  besonders  der  deutschen),  namentlich  g^enOber  der,  ins  an- 
begrenzte Neaes  schaffenden  mathematischen  Tätigkeit  in  viel  ge- 
ringerem Masse  vertreten  ist,  als  es  seiner  Bedeutung  entspricht,  in 
so  geringem  Masse,  dasa  er  von  Studireoden  leicht  ganz  übersehen 
wird,  80  ist  Grund  es  hervorzuheben,  dass  das  vorliegende  Werk  die 
Existenz  einer  Doctrin  ans  Licht  zieht,  welche  auf  Lösung  von  Natur 
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gegebeoer,  nicht  erst  durch  Einfuhraog  geachaffea«r,  also  nnnm- 
gftnglicher  Probleme  gerichtet  ist  und  bereits  Errangenschaften  fn 
grAsBerem  Umfange  anfweist.  Die  Bearbeitang  ist  fOr  Stndirende 
beatimmt.  Die  AnfOTdernngen  an  VorkenDtaiafie  -Bind  etwas  bOber 
als  eB  vielleicht  nOtig  war;  doch  bat  dadnrcb  die  Eflrze  der  Her- 
leitnng  und  die  Ueberai  chtlichkeit  sehr  gewonnen.  Das  Znverke- 
gehen  charakteriairt  sich  dnrch  folgendes.  Die  Anffassang  und 
Bezeichnung  ist  dnrchgängig  die  nämliche.  Die  cartesischen  Coor- 
dlaaten  sind  stets  Functionen  zweier  Parameter  u,  c;  nie  wird  znr 
inversen  Darstellung  Obergegangen.  Dieselben  6  Fandameatalgrössen 
e,  /,  g  (Dach  Gansa  E,  F,  G),  d,  d\  d"  (dnrch  einen  Factor  von 
den  GauBs'schen  abweichend),  welche  zar  Bestimmung  der  Flache 
unabhängig  von  der  Lage  hinreichen,  werden  aneh  hier  als  Elemente 
der  Ausdrücke,  deren  eine  grossere  Anzahl  gleich  von  Anfang  ein- 
geführt Bind ,  angewandt  Die  fOr  die  Theorie  bedeutungavoUen 
Linien  auf  der  Fläche,  die  isometrischen  (conformen  Abbildnngs- 
linien),  die  geodätischen,  conjugirten,  KrUmmunga-  und  asymtoti gehen 
Linien,  fttr  sich  und  als  Parameterlinien,  schlieaatich  die  Mittel- 
pnnktsfl&chen  werden  nach  den  Fundamentalformeln  im  1.  Abschnitt 
behandelt.  Eigentümlich  ist,  dasa  die  Tbeorie  der  isometrischen 
Linien  hier  von  den  sogen.  Minimallinien,  d.  b,  den  imaginären 
Linien  9*  -•  0  ausgeht.  Ueberhaupt  iat  ea  willkommen,  dasa  man 
fUr  die  In  der  Tbeorie  bedeutungsvollen  Begriffe  hier  kurze  Namen 
findet.  Möchte  doch  auch  für  die  Function,  deren  Doppelintegral 
nach  dude  die  Fläche  gibt,  ein  kurzer  Name  in  Gebrauch  kommenl 
Der  2.  Abschnitt  hat  zum  Gegenstände  die  Herleitnng  einer  Fläche 
ans  gegebenen  Eigenachaften.  Als  eigentliches  Endziel  der  Unter- 
suchung wird  die  Darstellung  der  Fundamen talgröBsen  betrachtet, 
der  primitive  Auadruck  der  Fläche  in  Coordinaten,  wo  er  erreichbar 
ist,  als  beiläufiges  Resultat  behandelt.  Meiatena  sind  es  nur  die 
Differentialgleichungen,  mit  denen  die  allgemeine  Untersuchung  ab- 
schliesaen  musa.  Von  besondern  Flächen,  welche  deren  Integration 
gestatten,  sind  es  die  Minimalflächcn,  die  ausführlich  behandelt  wer- 
den. Dieser  Abschnitt  enthält  die  gröaste  Anzahl  von  Theoremen, 
die  der  Mitteilneg  vorzüglich  für  wert  befunden  worden  sind.  Dazn 
gehören  nicht  gerade  die  bekanntesten.  Der  3.  Abschnitt  nntersucht 
die  allgemeine  Flächencurvo.  Als  Vorbereitung  sind  einige  Teile 
der  allgemeinen  Curventheorie  entwickelt  Das  Ganze  ist  aus  sach- 
lich gegebenen  scientiveu  Stoffe  selbständig  nach  einheitlicher  Me- 
thode gestaltet.  Die  Originalarbciten  Bind,  soweit  ea  möglich  war, 
angegeben.  H. 

Ueber  imaginäre   Punkte   ebener  Curven.    Von   Prof.   Dr.    H. 
Svble,   Director  des  Herzoglichen  FriedrichB-Bealgyauiasiums  und 
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der  Vorachnle  des  FridericianBm.    Dessau  1893.    (Programm&rbeit). 
40.    28  8. 

Die  Abschnitte  der  Schrift  sind  flberschriebeD :  Von  den  imagi- 
nären DnrcbBchnittspnnkten  der  Carven  %  —  dann:  3.  Gradea. 
Ueber  imaginäre  Haxima  nnd  Uinima  der  Cniren  3.  Grades.  All- 
gemeine Eigenschaften  der  ganzen  rationalen  Functionen  complexer 
Variabein.  Von  den  singnlaren  Pankten  der  dnicb  die  Fnncüonen 
C(ie,  y)  und  F(«,  y)  dargestellten  Flächen.  Von  den  reellen  — 
dann:  imaginären  Punkten  der  Flächen  [/(z,  y)  nnd  F(ie,  y)  Von 
den  imaginären  Dorchachuittspnnkten  der,  ganzen  rationalen  Func- 
tionen nten  Grades  entsprechenden  Gurven.  —  Die  Abfassung  ist 
TOn  Anfang  an  dnnkel  ausgedrückt  Von  gegebenen  Curven  ist  über- 
banpt  nirgends  die  Rede,  auch  nicht  von  den  gegenseitigen  Durch- 
schnitten solcher.  Es  wird  vielmehr  der  Gleichung  u  =:  f{*)  in  nn- 
ausgesprochenem  Gedanken  die  Beziehung  untergelegt,  dass  u  nnd  « 
Coordinaten  seien.  Hier  ist  u  reell,  f  eine  reelle  ganze  Fonctioo, 
nnd  es  handelt  sich  um  geometrische  Darstellung  der  Schnittpunkte 
einer  einzigen  so  bestimmten  Curve  mit  der  Geraden  u  =:  const, 
d.  h.,  wenn  man  die  massige  nnd  durch  Concurrenz  den  Leser  Tozi- 
rende  Einkleidung  der  Frage  weglässt,  um  Dantellnug  der  Wurzeln 
einer  algebraischen  Gleichnng.  Hierzu  wird  die  Complexe  •=x-}-^ 
als  Punkt  auf  einer  Grandebene  nnd  die  reellen  Elemente  von  f(») 
als  entsprechende  Ordinaten  zweier  Punkte  in  dritter  Dimension, 
deren  Orte  zwei  Flächen  sind,  dargestellt.  Ueber  Ziel  und  Erfolg 
mtiss  Ref.  anf  die  Schrift  selbst  verweisen,  da  er  schon  im  Vor- 
stehenden Misverständnisse  als  mOgüch  gern  einräumen  wird. 

Hoppe. 


Abriss  des  geometrischen  CalcOls,  Kach  den  Werken  des  Pro- 
fessors Dr.  Hermaoa  Guntber  Grassmann  bearbeitet  von 
Ferdinand  Kraft,  Privaldocent  an  der  Universität  Zärich.  Mit 
in  den  Text  gedmckt«n  Figuren.  Leipzig  1893,  B.  G.  Tenbner. 
256  8. 

Das  Vorwort  macht  6  deutsche  Mathematiker  namhaft,  welche 
bestrebt  gewesen  sind  Grassznann's  Ansdebnungslebre  verständlich 
und  nutzbar  zu  machen.  Von  sich  seihst  sagt  der  Verftisser  ans, 
dass  sich  ihm  durch  mehrjährige  Studien  herausgestellt  hat,  dass 
dieselbe  von  theoretischem  und  grossem  praktischem  Nutzen  ist. 
Daraus  schliesst  er  sofort,  es  bandle  sich  nun  darum  die  erzielten 
Resultate  weitem  Kreisen  bekannt  zn  geben.  Da  nun  aber  gerade 
jeuer  Motzen  es  ist,  den  Andre  bestreiten  oder  bezweifeln,  so  war 
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es  doch  etaa  Zwacke  der  YerbreitiiDg  der  Lehre  in  weitere  Kreise 
vor  allem  geboten,  von  dem  tbeoretischen  und  praktischen  Nntzen, 
den  der  Verfasser  darans  gezogen  hat,  einmal  Rechenschaft  zu  geben. 
Nene  theoretische  Besnltate  findet  man  im  Bnche  nicht,  der  prak- 
tische (doch  jedenfalls  intellectaene,  nicht  materielle)  Gewinn  kOnate 
nnr  im  leichtem  Erlernen  und  üntersnchen  bestehen  —  leichter  im 
Tergleich  mit  andern  Uethoden,  dorch  die  man  dasselbe  erreicht; 
diesen  lisst  der  grosse  Umfong  der  g^enw&rtigen,  zwar  in  deut- 
scher, doch  sehr  fremder  Sprache  geschriebenen  EtnfDhmng  schwer- 
lich erhoffen.  Worin  dann  trotzdem,  dass  aller  Anschein  entg^en 
ist,  ein  Preis  fflr  die  Muhe  des  schwierigen  Stadiums  noch  liegen 
kann,  darflber  hätte  der  Verfasser  nicht  schweigen  sollen.  Qui  tacit, 
coQsentit.  Hoppe. 


Die  Geometrie  der  Lage.  Tortr&ge  von  Dr.  Theodor  Beye, 
0.  Professor  der  Slstbematik  an  der  Unirersittlt  Strassburg  i.  K 
Zweite  Abteilung.  Mit  36  Textfignren.  Dritte,  vermehrte  Auflage. 
--  Dritte  Abteilung  der  dritten,  vermehrten  Auflage.  Leipzig  1893. 
Baomg&rtner.    330  +  224  S. 

Die  1.  Abteilung  ist  im  30.  litt.  Bericht  S.  17  besprochen.  Di« 
2.  Abteilung  bandelt  hauptsächlich  von  der  CoUineation  nnd  der 
Correlation  der  Gmndgebilde  2.  und  3.  Stufe,  von  den  Flfichen 
2.  Ordnung,  welche  durch  reciproke,  und  von  den  Strahlencongm- 
enzen  und  kubischen  Ranmcnrven,  welche  durch  coHineare  BUndd 
oder  Felder  erzengt  werden;  sie  nmfasst  ausserdem  die  Polar-  nnd 
die  Nullsysteme  wegen  ihrer  innigen  Verbindung  mit  den  Flächen 
2.  nnd  den  Raumcnrveu  3.  Ordnung.  Die  3.  Abteilung  entb&lt 
namentlich  die  Theorie  der  tetraedralen  Strahlencomplexe ,  welche 
dnrch  je  2  collineare  Baume,  nnd  die  der  kubischen  Fl&chen,  welche 
durch  je  3  coUineare  Btkndel  erzeugt  werden,  nnd  im  Anschlnsae 
hieran  die  Theorie  der  Bflschel,  Bündel  and  Gebasche  von  Flftcben 
2.  OrdnoDg.  Die  Anhänge  zur  2.  und  3.  Abteilung  enthalten  bzhw. 
10  and  9  Aufgaben.  H. 


Over  het  ontstaan  van  oppervlakken  van  den  vierden  grwd 
med  dnbbelrechte  door  middel  van  projecticve  btmdels  aan  kwadra- 
tischo  oppervlakken.  Door  J.  Cardiuaal,  Leeraar  aan  de  H.  B. 
8.  te  Tilbnrg.    Amsterdam  1892.    Johannes  Möller.    63  S. 

In  Yerslagen  en  MededeeUagen  VIII.  88  hat  der  VerfaGser  «ine 
Conslmction  der  Flächen  4   Grades  mit  Doppelkegelschnitt  mitge- 
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teilt  Als  Ornodlage  dieDte  die  GoDBtmcdoD  der  FIflcbe  als  Durch- 
schnitt  der  homoloi^ii  Elemente  zveier  BSndel  gnadratischer  Fl&chen. 
Jede  der  Basiscnrven  der  beiden  Bttndel  bestand  ans  3  Kegelschnit- 
ten, w&brend  ein  Kegelschnitt  der  einen  Baaiscnrvs  mit  einem  Eegel- 
Bchnitt  der  andern  insammenfiel.  Aof  derselben  Grundlage  werden 
gegenwärtig  die  Fl&chen  i.  Orades  mit  Doppalgeraden  constmirt 
nnd  in  Gruppen  geteilt  In  Salmon  Fiedler'a  Geometrie  des  Banmes 
n  5  33&  n.  f.  findet  man  einige  Eigenschaften  dieser  Flächen  an- 
gegeben. Am  Schlosse  der  gegenwärtigen  Abhandlung  wird  gezeigt, 
w«Jche  Terbindnng  zwischen  den  hier  erbaltMen  Hesnltaten  nnd  den 
SaLmon'schen  Formen  besteht  H. 
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Ranssenberger,  0.,  Lebrbach  der  analytilcbeB  Mechanik. 
In  2  Bdn.  2.,  wohlf.  (Titel-)  Ansg.  in  1  Bde.  Leipiig,  Teabner. 
8  Mk. 
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TMlintk. 

Ecbo,  elektrotochoischea.  Hrsg.  n.  Red.:  M.  Krieg.  6.  Jahrg. 
1823.    (52  Bfte.)    1.  Hft    Leipzig,  Leioer.    Yiorteljfthrlicb  3  Uk. 

Einer,  F.,  Elektrotechnische  Uotersacbungen.  <I[L  Mittheilg.) 
Leipiig,  Freytag.    60  Pf. 

Er&mer,  J.,  Constraction  a.  BerechaaDg  f.  12  Terschied«ne 
Typen  t.  Dynamo-OleicbBtrom-MuchiDeD.  Fflr  Maschinen- In  gen  ienre 
o.  Elektrotechniker  bearb.  Mit  16  Taf.,  wovon  8  in  Farbendr.,  als 
Zeichnnngfl- Vorlagen  bei  Constructioaa- Arbeiten,  m.  erläat.  Text  u. 
18  Fig.    Leipzig,  Leiner.    Kart  10  Hk. 

ErOhncke,  0.  A.  H.,  Handbuch  zum  Abstecken  v.  Cnrren  auf 
Eisenbahn-  u.  Wegelinien.  For  alle  vorkomm.  Winkel  u.  Radien 
aufs  eorgftltigste  berechnet  u.  hrsg.  12.  Aufl.  Leipzig,  Teubncr. 
Geb.  1  Mk.  80  Pf. 

Schnhr's,  O.,  elektroteclmiscbcs  Adresshnch  f.  1893.  Eine 
Sammig.  t.  Adressen  d.  fUektrotechoiker  n.  elektrotechn,  Firmen  d. 
In-  n.  Aaslandes,  geordnet  in  3  Thie.  nach  Namen,  Orten  u.  e.  Be- 
zugsquellen-Verzeich  niss.    Berlin,  Schuhr.    Kart.  5  Mk. 

Thompson,  8.  P.,  die  dyaamoelcktrischen  Maschinen.  Ein 
Handbnch  für  Studireude  der  Elektrotechnik,  i.  Aufl.  Deutacho 
Uebersetzg.  t.  C.  Orawinkel.    5.  n.  6.  Hft.    Halle,  Knapp,    k  2  Mk. 

Zeitschrift,  elektrotechnische.  (Coutralblatt  f.  Elektrotechnik.) 
Bed.  V.  F.  üppeuborn.  14.  Jahrg.  1893.  (52  Hfte.)  1.  Hft. 
Berlin,  Springer.    Jährlich  20  Uk. 


OpUk,  Akustik  und  ElasUcttat. 

Gentralzeitnng  f.  Optik  n.  Mechanik.  Red.:  0.  Schneider. 
14  Jahrg.  1883.  (24  Nm.)  Nr.  1.  Leipzig,  Grcssner  &  Sehr. 
Viertelj&briicb  2  Mk. 


Erd>  und  Hlnmelsknnde. 

Beobachtnugen,  dentache  aberseeisch-meteorologiscbe.  Gesammelt 
u.  hrs.  T.  der  dentschen  Seewarte,  b.  Hft.  Hambui^,  Friedericbsen 
&  Co.     10  Mk. 

Borfried,  £.,  Tafeln  znr  Veranacbanlicbuug  der  Ausgestaltaog 
der  christlichen  Osterrccfauung.    Mitleiwslde,  Hoftmann.    6  Mk. 

Elster,  J.,  n.  H.  Geitel,  Elmsfeuerbeobachlungeu  anf  dem 
Sonnblick.    Leipzig,  FreyUg.    2  Mk. 

Hartl,  H-,  BestJmmnng  v.  Polböhe  n.  Azimat  anf  der  Stern* 
VHTte  in  Alben.    Ebd.    1  Mk.  60  Pf. 
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Himmel  a.  Erde.  lUiutr.  natnrwisseiischaftl.  Honatuc&rifL 
Hrsg.  T.  der  GeBtllschaft  Uraoia.  Red.:  M.  W,  Meyer.  V.  Jahrg. 
Octbr.  1892  bia  Septbr.  1693.  4.  Hft.  Berlin,  Herrn.  Paetel.  Vier- 
telj&brlich  3  Uk.  60  Pf. 

Hoerneg,  R.,  Erdbebenkand«.  Die  Encheingn.  a.  Ureaches 
der  Erdbeben,  die  Metboden  ihrer  Beobachtg.  Leipzig,  Veit  A  Co. 
10  Hk. 

Jabrbach,  Berliner  astroDomischeH,  f.  1895,  m.  Angaben  f.  die 
OppoBitionea  d.  Planeten  (1)  — (310)  f.  1893.  Hrsg.  t.  dem  Rechen- 
Institate  der  königl.  Sternwute  za  Berlin  unter  Leitg.  t.  F.  Tiet- 
jen.    Berlin,  DUmmler*«  Verl.    12  Mk. 

Jabrbach,  deotscbes  meteorologisches,  1892.  Bayern.  Beobacb- 
tnngen  der  meteorolug.  Stationen  im  KOnigr.  Bayern,  hrsg.  von  der 
königl,  meteorolog.  Central-Station  dnrch  C.  Lang  n.  F.  Erk.  14. 
Jahrg.  1892.  1.  Hft.  Manchen,  Theod.  Ackermann,  Verl  Jftfar- 
lieh  18  Uk. 

Jahrbach  der  metedrologi Beben  Boobacbtungen  d.  Wetterwarte 
der  Uagdebnrgischen  Zeitung.  Hrsg.  v.  A.  W.  Gmtzmacher. 
Z.  Bd.  XI.  Jahrg.  1891.  Magdeborg,  Faber'sche  Bachdr.  Kart. 
6  Uk. 

Kalender,  astronomischer,  f.  1893.  Nach  dem  Muster  d.  K. 
T.  Littron'scbeD  Ealonders  brsg.  t.  der  k.  k.  Sternwarte.  Neue  Folge. 
12.  Jahrg.    Wien,  G.  aerold'a  S.,  Verl.    Kart  2  Mk. 

Kolbenheyer,  H.,  Untersochnngen  flb.  die  Veränderlichkeit 
der  Tagestemperatar.    Leipzig,  Freytag.    50  Pf. 

Mitthetlangen  der  Vereinigung  t.  Freunden  der  Astronomie  D. 
kosmischen  Physik.  Red.  v.  W.  Foerster.  3.  Jahrg.  1893.  10 
bis  12  Hfte.    Berlin,  Dammler'B  Verl.    6  Uk. 

Nachrichten,  astronomische.  Hrsg.:  A.  Krneger.  132.  Bd. 
Nr.  1.    Hamburg,  Mauke  Säbne.    Für  den  Band  16  Mk. 

Pfeil,  L.  Graf  V.,  Protnberanzen,  Meteoriten,  Weltennebel  n. 
Kometen.    Berlin,  Dümmler's  Verl.    60  Pf. 

Schock,  A.,  magnetische  Beobacbtnngen  auf  der  Nordsee,  an- 
gestellt in  den  J.  1864  bis  1866, 1890  u.  1891.  Hamburg,  A.  ScbQck's 
Selbstverl.    6  Mk. 

See,  Th.  J.  J,,  die  Entwickelung  der  Doppelstern-Systeme. 
Diss.    Berlin,  Friedländer  <&  S.    6  Mk. 

Sirius.  Zeitschrift  f.  populäre  Astronomie.  Red.:  H.J.  Klein. 
26.  Bd.  od.  Neue  Folge  21.  Bd.  (12  Hfte.)  1.  Hft.  Leipzig,  Scholtze. 
FDr  den  Band  12  Hk. 

Stern,  P.,  Ergebnisse  zwanzigjäbriger  meteorologischer  Be- 
obachtungen der  Station  Nordhauson  a.  Harz.  Leipzig,  Fock,  Verl 
1  Mk. 

Stemkartei    drehbare.      Der  Sternhimmel   zu  jeder  Stunde  d. 
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Jahres.  Ansg.  f.  Hittelenrops.  11.  Aufl.  Frankfart  a./M.,  Deotsche 
Lehrmittel-AoBUlt.  1  Uk.  25  Pf.;  traaBparent  1  Mk.  60  Pf. ;  m.  Be- 
lencbtangsapparat  1  Uk.  80  Pf.;  als  LichUc&irm  lam  AnfliBogen 
1  Mk.  75  Pf.;  m.  LicfatadiinnsUDder  5  Mk. 

Tonia,  J.,  LoftelektridUtsiDesBaDgen  im  Luftballon.  Leipzig, 
Freytag.    20  Pf. 

yerOffentlichangen  d.  Recben-IuBtitutB  der  kösigl.  Sternwarte  za 
Berlin.    Nr.  2.    Berlin,  DflamUer'B  Terl.    1  Mk.  60  Pt 

TerOffentlicbangen  der  grossherzl.  Sternwarte  zn  EarlBtabe. 
Hrsg.  T.  W.  Val  entin  er.  i.  HtU  Karlsruhe,  BranD'Bche  Hof- 
bnchh.,  Verl.    20  Mk. 

VierteljahrBschrift  der  astronomischeD  GesellBchaft.  Hrsg.  t. 
S.  Lehmann-Fithös  d.  H.  Seeliger.  27.  Jahrg.  1892.  3.  HfL 
Leipzig,  Eogelmann.    2  Mk. 

Weiss,  E.,  UotersDchnng  der  systematiscben  Differenzen  einiger 
sOdlichen  Sternkataloge.    Leipzig,  Preytag.    2  Hk.  40  Pt 

Wetter,  das.  Meteorologische  Monatsschrift  f.  Gebildete  aller 
Stände.  Hrsg.  t.  B.  Assmann.  10.  Jahrg.  1893.  1.  Hft.  Brann- 
schweig,  Salle.    J&hrlich  6  Mk. 

Wialicenns,  W.  F.,  Tafeln  znr  Bestimmung  der  jährlichen 
Anf-  n.  Uuterg&Dge  der  Gestirne.  Fnblication  der  astronom.  Gesell- 
schaft   XX.    Leipzig,  Engelmano.    6  Mk. 

Zeitschrift,  meteorologische.  Hrsg.  im  Auftrage  der  Asterreich. 
Geselischaft  f.  Meteorologie  a.  der  dentBChen  meteorolog.  Gesell' 
Schaft,  red.  v.  J.  Hann  n.  G.  Hellmano.  lü.  Bd.  1893.  12  Hfte. 
Wien,  HOlzel's  Verl.    20  Mk. 

VaiUk. 

Albrecht,  M.  F.  n.  C.  S.  Vierow,  Lehrbuch  der  Navigation 
n.  ihrer  matbematischen  HOlfswissenscbaften,  Für  die  kOnigl.  prenss. 
Navigations-Schnlen  hearb.  7.  Anfi.  Berlin,  t.  Decker's  Verl. 
12  Mk.;  geb.  in  Leinw.  13  Mk.  50  Pf. 

Ladotph,  W.,  Leacbtfener  u.  Schallsignale  der  Erde.  22. 
Jabrg.  6.  Anfl.  Erg&oznngaheft  1893.  Bremen,  Heinsius  Nacbf. 
60  Pt 

-  dasselbe  in  Ostsee,  Nordsee  n.  Kanal.  22.  Jahrg.  6.  Anfl. 
ErgäBzangsbeft  1693.    Ebd.    50  Pt 

Mittbeilangen  ans  dem  Gebiete  d.  Seewesens.  Hrsg.  vom  k.  k. 
hjdrograph.  Amte,  Marine-Bibliothek.  21.  Bd.  Jahrg.  1893.  12 
Hfte.    Wien,  Gerotd'a  S.    12  Mk. 

Nachrichten  t.  Seefahrer.  Hrsg.  v.  dem  hjdrograph.  Amt  d. 
Beichs-Marine-Amts.  XXiV.  Jahrg.  1688.  (52  Nrn.)  Nr.  1.  Berlin, 
Mittler  &  S.  Tierteljkhrllcb  1  Mk. 
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TenoicbDiss  der  Lenclitfeaer  q.  Nebelugnalstationeii  «ller  Ueere. 
Hng.  V.  dem  hydivgraph.  Amt  d.  Reichs  Mtrine-AmU.  1.— 8.  HfL 
Abgeschlossen  Mitte  Februar  1893.  Berlin,  HitHer  dt  S.  6  Hk.; 
Einbde.  ih  50  Pf. 

PhjBik. 

Adler,  0.,  ob.  die  an  EisenkOrpem  im  Magnetfelde  wirksamen 
Oberflftchenspannnngon.    Leipzig,  Freytag.    SO  Pf. 

Annalen  der  Physik  n.  Chemie.  Hrsg.  v.  G.  Wtedemann. 
Jahrg.  1093.  (12  Ilfte.)  1.  Hft.  Leipzig,  J.  A.  Barth.  JähHich 
36  Mk. 

Handbuch  der  Physik,  hrsg.  v.  A.  Winkelmann.  3.  Abth. 
13.  Lfg.    Breslau,  Ed.  Xrewendt,  Verl.    3  Mk.  60  Pf. 

—  dasnelbe.  3.  Bd.  1.  Abth.  Ebd.  15  Mk.;  geb.  in  HalbfTz. 
17  Mk.  40  Pf 

Herzog,  J.,  u.  C.P.  Feldmann,  die  Beobachtung  elektrischer 
Leitungsnetze  in  Theorie  n.  Praxis.    Berlin,  Springer.    Geb.  12  Mk. 

Uocbenegg,  C,  Anordnung  u.  Bemeunng  elektrischer  Leitnn- 
gen.    Ebd.    Geb.  6  Mk. 

Jäger,  G.,  üb.  die  Temporatnrfnnction  der  Znstandsgleicbung 
der  Oase.    Leipzig,  Freytag.     30  Pf. 

Mflller,  J.,  die  Lehre  v.  der  Elektrizität  n.  den  Magnetisrnns. 
Ein  Lehrbuch  zur  EinfUhg.  in  das  Stadium  der  Elektrotechnik  m. 
vielen  Uebungsaufgaben.  Mittweida,  Polytecfan.  Buchh.   7  Mk.  öO  Pf. 

Nenmann,  C,  Beiträge  zu  einzelnou  Thellen  der  mathemati- 
schen Physik,  insbesondere  zur  Elektrodynamik  u.  Hydrodynamik. 
Elektrostatik  n.  magnetischen  Induclion.    Leipzig,  Tenbner.    10  Mk. 

Seelig,  E.,  Holekularkräfte.  Pbysikalisch-chem,  Studie  der 
verschiedenen  KörperzustäDde.  2.  Aufl.  Durch  zahlreiche  Tabellen 
vervollständigt.    Berlin,  Friedlander  &  S.    2  Mk.  40  Pf. 

Stefan,  J.,  Üb.  das  Gleichgewicht  der  Elektricitätaafe.  Scheibe 
n.  e.  Ellipsoid.    Leipzig,  Freytag.    30  Pf, 


Vermischte  Schriften. 

Berichte,  maUiematische  u.  natamissensehaAlicha,  ans  Ungarn. 
Red.  J.  Fröhlich.  10.  Bd.  (Octbr.  1891  bis  Octbr.  1892.)  1. 
Hälfio.    Beriin,  Friedländer  £  S.    4  Mk. 

Bericht«  ab.  die  Verhandlungen  der  königl.  sächsischen  Gesell- 
schaft der  Wissenschaften  zu  Leipzig.  Mathematisch-pbysikal.  Clusa. 
1892.    V.  B.  VI.    Leipzig,  Hirzel.    ä  1  Mk. 

Bnrckhardt,  W.,  mathematische  Unterrichts-Briefe.  FSr  das 
Selbst-Studium   Erwachsener.    Mit   besond.   Berqcksicht.  der   aage- 
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wandten  HAthematib  bearb.  III.  Knrs.  3.  Avfl.  Gera,  Oriesbacb'B 
Verl.    8  Mk.  40  Pf. 

Denkschriften  der  kaiseri.  Akademie  der  Wissenschaften.  Hatbe- 
matiBch-natnrwissenscbaftl.  Classe.  59.  Bd.  Leipzig,  Freytag.  Kart. 
68  Mk. 

Jonrual  f.  die  reine  n.  angewandte  Mathematik.  Hrsg.  t.  L. 
FüchB.  m.  Bd.  4  Hfte.  (1.  Hft.)  Berlin,  Georg  Reimer.  Für 
den  Band  13  Mk. 

Mittbeitnngen,  mathemadacfae  n.  naturwissenschaftliche,  ans  den 
Sitznngsberichten  der  königl.  prensaisctien  Akademie  der  Wissen- 
schaften  zn  Berlin.    Jahrg.  1893.    Ebd.    8  Mk. 

Mittheil  DD  gen  der  mathematischen  QesellBchaft  in  Hamburg, 
m.  Bd.  3.  Hft.  Red.  t.  Repsold,  Jaeriscb  n.  Busche.  Leip- 
zig, Tenbnor.    1  Mk.  50  Pf. 

Monatshefte  f.  Mathematik  n.  Physik.  Hit  Dntersttltzg.  d.  hohen 
k.  k.  Ministerinms  f.  Coltvr  a  Unterricht  hrsg.  v.  C.  t.  Escbe- 
ricb  n.  E.  Weyr.  IV.  Jafarg.  1893.  12  HftQ.  Wien,  Eiseostoiu  £ 
Co..  14  Hk. 

Sitznngvanzeigcr  d.  kaiseri.  Akademie  d.  Wissenschaften.  Ma- 
the mati  seh- natarwissenschaftl.  Classe.  Jahrg.  1893.  ca.  30  Nrn. 
Leipzig,  Freytag.    3  Mk. 

Sitzungsberichte  der  mathematisch-phyBikallscben  Classe  der  k. 
b.  Akademie  der  Wissenschaften  zn  Manchen.  1892.  3.  Hft.  Mfln- 
cben,  Franz'scher  Verl.     1  Mk.  20  Pf. 

Sitzangsberichte  der  kOnigl.  bChmischen  Gesellschaft  d.  Wissen- 
schaften. Mathematisch-naturwiBsenscbaftl.  Claese.  Jahrg.  1892. 
Prag,  lüvnif,  Verl.    9  Mk.  60  Pf. 

SitzangB berichte  der  kaiseri.  Akademie  der  WissenachaRen. 
MattaematiBch-natarwiasenschaftl.  Ciasee.  Abth.  IIa.  Abhandlungen 
ans  dem  Gebiete  der  Mathematik,  Astronomie,  Physik,  Meteorologie 
n.  der  Mechanik.  101.  Bd.  8.  n.  9.  Hft.  Leipzig,  Freytag.  11  Mk. 
50  Pf. 

Zeitschrift  f.  mathematischen  q.  natnrwissenschaftlichen  Unter- 
richt, hr%.  T.  J.  e.V.  Hoffmann.  24.  Jahrg.  1893.  8Hfte.  Leip- 
zig, Tenbner.    12  Mk. 
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Teil  XII 


Taf.  IV. 
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P.    von  Z«oh 

Aufgaben  umäa  theoretischen  Mechanik 

nebst  Anllfsmiffen.  mit  175  Plgaren  im  Text. 

Zvnte  Aaflage  anter  Milhilfe  von 

Dr.  C.  Cram. 

Preii  U.  4.SD. 
aZeehi  Maehknlk*'  iat  der  gnten  AniwAhl  !brer  an»  dem  Leben  ge- 
griffeneu  Aufgaben  wegen   l&Dgat  Torteitbaft  bekannt   und  weitrerbreilet,    nnd 
wird  in  der  DBaen,     mit  Figuren    nnd    AnflDstingen   versehenen   Auflage 
gewiM  Qoeb  weitere  Trannde  gewinnen. 

J.  B.  Httilergcher  Verlag  in  Stuttgart. 

TerUg  Ton  LouIb  Kebert  in  Balle  ajS. 


Koestler,    Prof.   H.,    Oberlehrer,  Vorschnle   der  Cteometrle. 

Siebente  verb.  Auflage.  Hit  47  Holzwho.  gr.  8'*.  kut.  &0  Pf . 

Ko«Btler,  Prof.  H.,  Iieltteden  d.  ebenen  Cteometrle  f.  höhen 

Lehranstalten.    3  Hefte.    Mit  vielen  Holzachn. 

L  Heft:  Koa^nenB.  Dritte teilw. nmgearb.  Anflage.  gr.8*. 

löirt    1  Mark  25  Pf. 
II.  Heft :  Itehre   vom    FlftetaenlnliAlt    —  Konctrak- 
tlonalehre.    Zweite,  teilw.  amgearb.  Anflage.    gr. 
8".     Itart.    80  Pt 
III.  Heft:  Die  Aebnllelikelt  der  Figuren.    Zweite,  teilw. 
nmgearb.  Auflage,    gr.  6".    kart.  1  Mark. 
Koestler,  Prof.  H.,  Iieltfaden  für  den  AnCnngaanterrlcht 
In  der  Arithmetik  an  höh.  Ziehranstalten.    Zweite  yerm, 
n.  teilw.  nmgearb.  Anflage.    gr.  8'>.    kart    90  Pf. 

BaomgärtDer's  Bachhandlang,  Leipzig. 

Dnrcb  j«de  BnckkaadloBg  in  beiiehsD: 

Freie  Perspektive 

(Centrale  Prvjektlon) 

in   ihrer   Begründung    und    Anwendung 

mit  besonderer  Racksicht  anf  das  Selbststndinm 

Dr.  «.  A.  T.  Peschk«, 

K.  K.  Begier.'Rath,    ord.  Frofejior  der  darstellenden  Qeometrie  an  der 
K.  E.  Technieeben  Hoduchale  in  BrQan,  BHler  n.  t.  w. 
Zweit«  ToUst&ndig  umgearbeitete  nnd  vermehrte  Anflage  in  2  Bänden. 
m.  I.    Mit  13  mogr.  Tafeln.     BtokA.  14  M.     In  HaUfi:  gd).  16'  M. 
Bd.  IL     Mä  30  Tt^figwm  u.  mogr.   Tafeln.     Broich.  14  M. 
In  Haäfr.  gä>.  W  M. 
Die  ertt«  Anflage  berelta  beipracb    g.  Z,    (Zeiticbiift   ffir    Mathematik  n, 
Phyiik  Bd.  XIT  Heft  1)  HofHth  Prof.  ScblOmilcb,  Dresden,  mit  den  Wor- 
ten;   Beferent   gUnbt  nicht  an  irren,   wenn   er  das  vorli^ende  Werk  fttr  du 
beete  nenere  Lehrbncb  der  PeripekÜTe  erklirt. 

Ueber  die  neue  Anflage  aber  lagt  die  Zeitschrilt  fftr  mathematischen  n. 
natnrwiieenich.  Unterriebt  i  „Die  Darttellnag  ist  aosserordentlich  klar.  Eine 
Fnlla  interciBanter  nnd  elegant  dtirchgefBhrter  Aufgaben  dient  inr  Dnrch- 
arbeitnng  des  8loffei,  wie  lor  Vertieinng  der  Theorie.  Du  Bacb  wird  jedem 
Freund«  geametoiiebeT  Foriehnng  Teile  Befriedigung  gewähren." 
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K«ner  Terlftr  der  Job,  KSgersebeii  BticUiaiidltui;  is  Kempten. 
Za  bgilehen  durch  alla  BnchhandlDUgen  du  In-  snd  AniUndM. 

Die  Grundlehren  der  Ebenen  Geometrie. 

Ein  Leithden  für  den  Unterricht  mit  Ueboogsacfgaben  von 
Job.  Lengsner,  Professor  am  k.  alten  Oymnaaiam  za  Wttrz- 
bni^.  Vierte,  nmgearbeitete  Auflage  der  Ebenen  Geometrie 
Ton  A.  Ste^muin. 


lauanen  LchrbScher  aargenommen.  Bei  beabsichtigter  EinfQhmBg  liefert 
die  Verlagabnchhaudlnng  dem  betr.  Herrn  Fachlehrer  anf  Wonach  1  Frei- 
exemplar. "^^ 


[  N  H  A  L  T. 
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Litterarischer  Bericht 

XLvm. 


Lehrbücher. 

Die  bflBtiiniiiten  algebraiscben  Oleichungen  des  ersten  bis  vierten 
Grades  nebst  einem  Anhang:  Unbestimmte  Gieichangen.  Fqf  bOhere 
UnterrichtsauBtalten  sowie  fQr  den  Selbstunteiricbt  bearbeitet  von 
P.  Uicbelsen.    Hannover  1893.    Carl  Heyer.    306  8. 

Als  Zweck  des  Vorliegenden  vird  angegeben,  dem  Lernenden 
Schwierigkeiten  aberwinden  zn  helfen  nnd  ihn  in  der  sichern  Hand- 
habang  der  AnflOsnogsmetboden  zn  flben.  Da  durchweg  die  Lehre 
von  den  algebraischen  Operationen  nnd  Transformationen,  soweit  sie 
bei  der  LOsnng  von  Gleichnngen  in  Anwendung  kommen,  als  be- 
Icannt  voransgesetzt  wird,  so  wflrden  beim  Uobergange  znr  Lehre 
von  den  Gleichnngen  wol  Schwierigkeiten  vor  allem  in  der  Verschie- 
denheit  beider  Discipliaen  za  soeben  sein.  In  jener  vollzieht  der 
Schaler  nnr  eine  Fordemng  der  Schale  ohne  Anlass  sich  um  Zweck 
nnd  Bedentong  zu  kttmmern,  deren  Bewnsstsein  nm  so  leichter 
schwinden  kann,  weit  die  nnbenannte  nnd  allgemeine  Zahl,  mit  der 
er  operirt,  den  Gedanken  von  der  Wirklichkeit  abzieht  In  der  letz- 
tem soll  er  lernen  die  Antwort  anf  eigene  qoEintitative  Fragen 
selbst  zn  soeben ;  hier  mnss  er  Zweck  and  Bedentong  stets  im  Ange 
haben.  Diese  neue  Fordemng  mag  Manchen  gering  erscheinen. 
Welche  Terirmngen  nnd  Unklarheiten  aber  gerade  in  diesem  Punkte 
noch  mCgUch  sind,  verraten  diejenigen  Pädagogen,  welcbe  die  so- 
Amk.  1.  luu.  1.  Fhr*.  s.  B«lk<,  T.  xn.  4 
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gCDaDDte  benristische  Methode  der  Lömag  tob  Anfgabea  empfehleo 
mit  der  BehauptODg,  daas  durch  sie  der  Grand  des  VerfahreDs  deut- 
lich werde,  dahiogegen  die  algebraische  Methode  zom  Resaltate  führe, 
man  wisse  nicht  wamm,  während  doch  amgekehrt  bei  ersterer  die 
Ennst  30  za  fingen,  dass  sich  das  Gesuchte  ergibt,  Geheimniss  des 
Lehrers  bleibt,  bei  letzterer  hingegen  der  ganz  eingehe  Qmnd  nicht 
nur  gelehrt  wird,  sondern  ohne  seine  Kenntnisa  gar  nicht  gerechnet 
werden  kann.  Die  genannte  fandamentale  Schwierigkeit  ist  es  indes 
weniger,  die  der  Terfasser  betont;  es  soll  vielmehr,  weil  die  GIm- 
chnngen  sehr  mannigfaltig  complicirt  gegeben  sein  können,  auch 
der  kürzeste  Weg  der  Löanng  and  mancher  Rechnongsvorteil  gezeigt 
werden.  Hiergegen  ist  zu  erinnern,  dasa  man  Schwierigkeiten,  weldie 
die  Ansfahrnng  von  Operationen  bietet,  nicht  ala  solche  der  Glei- 
chnngslehre  zn  betrachten  hat.  Sind  die  Aufgaben  compliärter  als 
in  den  voranagebenden  Uebnngen  der  Operationen  vorgesehen  ist,  so 
wird  nur  ans  diesem  Gmnde  die  Arbeit  grflsser.  Kecbnungavorteile 
kann  man  eher  za  viele  als  zn  wenige  mitteilen:  dio  selbst  gefande- 
nen  sind  jedem  Bechoer  nfltzlicber  ala  die  mitgeteilten;  jeden&Us 
sollte  mau  den  Schalern  einen  RechnnngSTOrteil  erst  dann  angeben, 
wenn  die  Erfahrung  vorliegt,  dass  sie  einen  zu  langen  Weg  gew&hlt 
haben.  Zn  diesen  Rech nnngs vorteilen  ist  aber  die  wolgeordoete 
Reibenfolge  der  Rednctionen  der  Gleichungen,  die  der  Terfasser  be- 
sonders damit  gemeint  zn  haben  scheint,  nicht  zn  zählen,  denn  diese 
ist  znm  Beweise  der  Erreichbarkeit  bestimmter  Grandformen  not- 
wendig. In  beiden  Beziohnngcn  findet  man  in  der  Ansfllhraag  keinen 
Gmnd  Erhebliches  auszusetzen:  die  ffkr  den  Anßlnger  wichtige  Be- 
merknng,  dass  eine  Gleichung  (resp.  Ungleichang)  der  natfirliche, 
nicht  erst  doctrinSr  umgestaltete,  Ausdruck  Jedes  quantitativen  Ur- 
teils ist,  findet  sieb  gleich  im  Anfang  auageaprocben,  nnd  an  Rech- 
nnnga vorteilen  zeigt  sich  kein  Uehermass;  auch  die  hervortretende 
Aasfnhrlicbkeit  ist  als  nützlich  anzuerkennen.  Allein  jene  natOr- 
lichen  Schwierigkeiten  kOnnen  noch  sehr  vermehrt  werden  durch  die- 
jenigen, welche  der  Lehrer  durch  oozweckmäsaigen  Lehrgang,  man- 
gelhaften Ausdruck,  AusserachUassen  des  zum  TerstAndniss  Notwen- 
digen n.  s.  w.  aelbat  achafft,  and  dies  iat  nach  gegenwärtiger  Ab- 
fassnug  der  Fall.  Es  ist  eine  bekannte  Regel,  dass  man  die  Schwie- 
rigkeiten einer  Aufgabe,  wo  möglich,  isoliren  muaa.  Dies  geschieht 
bei  Gleichungen  fflr  1  Unbekannte,  indem  man  sie  zuerst  auf  eine 
Grundform  bringt  Ton  Grandform  ist  hier  gar  nicht  die  Bede, 
sondern  nar  vom  Ordnen  der  Gleichung,  bei  dem  indes  noch  beliebig 
viele  Terme  gleichen  Grades  stehen  bleiben,  nnd  nicht  danach  ge- 
tilgt wird,  ob  der  Coefficient  der  höchsten  Potenz  null  ist  In  der 
Tat  entspricht  also  die  so  geordnete  Gleichung  der  Grandform  nicht 
aud  eutscheidet  nicht  ttber  ihren  Orad,     Ohne  Backsicht  daranf  wird 
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dennoch  der  Gleichnng  ein  Gtrad  zngeHCbriobeii,  nämlich  gleich  dem 
inhaltlich"  hfichgten  Exponenten  der  UnbekannteD ;  statt  aber  das 
dunkle  Wort,  welches  aushelfen  muss,  zd  erkl&rea,  wird  aar  gesagt, 
nm  den  wirklichen  Grad  zn  finden,  mflsse  man  die  Gleichung  erst 
ordnen.  Dass  man  ihn  dann  findet,  wird  nicht  behauptet.  Mit  der 
bald  folgenden  Aenssemng,  der  Grad  der  Gleichung  scheine  bis- 
weilen hoher  oder  niedriger  zn  sein,  als  er  wirklich  wäre,  bekennt 
der  Verfasser  im  Grunde  aelbat,  dass  er  den  Leser  in  der  Irre  her- 
umfuhrt. Im  tlbrigen  scheint  der  Verfasser  sehr  auf  das  geftllige 
Entgegenkommen  der  Schaler  zn  rechnen,  dass  sie  stets  das  denken, 
was  der  Lehrer  gemeint,  aber  nicht  gesagt  hat:  das  einemal  meint 
er  mit  einem  Buchstaben  a  eine  exclnaiv  positive  Zahl  ohne  es  zn 
sagen,  eine  Bedeutung  die  doch  jedenfalls  bei  der  Unbekannten  nicht 
festgehalten  wird,  ein  andresmal  meint  er  mit  dem  Zeichen  Va  die 
Wnrzel  mit  Doppelvorzeichen ,  sogar  wenn  in  demselben  Ausdruck 
dasselbe  Zeichen  im  Sinne  des  absoluten  Wertes  gebraucht  ist,  beides 
ohne  ErblSrung.  Von  Unachtsamkeiten  dieser  und  mancher  Art  ist 
das  Buch  voll.  Das  Ganze  macht  den  Eindruck  von  ungenügender 
Beherrschung  des  Lehrstoffs:  wäre  der  Verfaager  besser  damit  ver- 
traut, so  wOrde  er  z.B.  znr  Discussion  der  quadratischen  Gleichnng 
gewiss  einen  kürzeren  Weg  gewählt  haben,'  er  l&sst  aber  sogar  ganz 
unerwähnt,  dass  Summe  und  Product  der  Wurzeln  von  Anfang  be- 
kannt, und  aus  ihnen  deren  Vorzeichen  unmittelbar  ersichtlich  sind. 
Neben  allerband  logisch  pädagogischen  Mängeln  zeichnet  sich  das 
Bnch  durch  Beicfahaltigkeit  an  Lehren  und  Uebungcn  aus. 

Hoppe. 


Die  wichtigsten  Rechenregeln  nebst  Musterbeispielen  insbesondere 
LAsnng  aller  Aufgaben  der  Regeldetri  uod  der  darauf  beruhenden 
Bechnnngsarten  vermittelst  einheitlicher  Behandlung  des  Ansatzes. 
Znr  Wiederholung  för  die  Schuler  aller  Anstalten  bearbeitet  von 
Dr.  phil.  B.  Olhricht,  Oberlehrer  am  Königlichen  Realgymnasium 
zn  Dobeln.    Leisnig  1893.    Hemn.  Ulrich.    48  S. 

Der  erste  Teil  des  Buches  ist  eine  kurzgefasste  Znsammenstellung 
dee  Inhalts  der  numerischen  Rechenlehre  mit  nabenannten  und  be- 
nannten Zahlen.  Der  zweite  Teil  ist  darauf  gerichtet,  die  Regeldetri 
zn  einem  gleichmässig  geordneten  Algorithmus  zu  gestalten.  Er 
setzt  voraus,  dass  der  Schaler  nur  Aufgaben  bekommt,  hei  denen 
die  4  Glieder  wirklich  in  geometrischer  Proportion  stehen,  nnd  sagt 
nichts  davon,  woran  er  dies  erkennen  soll.  Es  handelt  sich  also 
hier  nnr  nm  AusfOhrnng  von  Vorschriften  ohne  Urteil.  H. 
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Lehrbuch  der  analytischen  Geometrie  der  Ebene  fflr  höhere 
Schulen.  Von  Dr.  Bernhard  Hereber,  ordentlichem  Lehrer  an 
Grossh.  Gymnasium  zn  Jena.  Erweiterter  Sonder-Abdrack  ans  dem 
Lehrbuch  der  Geometrie  von  demselben  VerALSser.  Leipzig  1893. 
Carl  Jacobsen.    37  S. 

Das  Buch  bat  nicht  im  entferntesten  etwas  mit  analytischer 
Geometrie  zu  tnu:  es  gibt  weder  eine  Grundlage  geometrischer 
Untersnchnng,  noch  eine  Dednction  anf  allgemeiner  Grundlage,  son- 
dern teilt  nur  einige  Eigenschaften  gewisser  Raumgebilde  mehr  re- 
Bultatweise  als  begrOudet  mit,  denen  dann  und  wann  das  Allgemei- 
nere gleichsam  als  nebensächlich  beigefllgt  wird.  Der  Hanptgegenstand 
sind  die  Kegelschnitte.  Voraus  geht  einiges  Ober  ebene  Coordin&ten 
in  Aufgaben  und  deren  Resultaten  mit  bloss  nominellen  Erkiamn- 
gen,  znmteil  so  ausgesprochen,  dass  man  nicht  erkennen  kann,  was 
der  Verfosser  mit  den  Namen  bezeichnen  will,  z.  B.;  „Die  Axen 
bilden  das  Coordinatensystom".  —  „Die  Function  .  .  .  heisst  die 
Gleichung  der  Linie".  —  Die  Parabel,  Ellipse,  Hyperbel  mit  den- 
jenigen Focaleigenscbaften,  welche  hernach  zngmnde  gel^  werden, 
werden  einzeln  ans  Schnitten  des  geraden  Kegels  mit  der  Ebene 
stereometrisch  hergeleitet,  die  Constmction,  Tangente,  Folat^lei- 
chnng,  Quadratur,  Enbatnr  der  Rotationsfignr  und  die  Trisection 
des  Winkels  mit  Coordlnaten  bebandelt.  Bei  der  Winkeltrisection 
hat  der  Verfasser  nicht  beachtet,  dass  man  mit  einem  einzigen 
Kegelschnitt  alle  Winkel  dreiteilen  kann;  er  verlangt  vielmehr  fflr 
jeden  gegebenen  Winkel  eine  besondere  Garvenconstrnction. 

Hoppe. 

GrundzUge  der  Trigonometrie  nnd  Stereometrie  für  den  sechsten 
Jahrescnrsns  höherer  Lehranstalten  bearbeitet  von  Dr.  Georg 
Leonbardt,  Oberlehrer  am  Herzogl- Friedricbs-Realgymnaeinm  in 
Dessau.    Halle  a.  S.  1893.    Eugen  Strien.    71  S. 

Das  erstfire  der  zwei  gesonderten  Lehrbflcber  behandelt  die 
Theorie  nnd  Praxis  der  Dreieck saufgaben  vollständig  and  fagt  noch 
einige  VermesBungsaufgaben  hinzu,  gibt  dagegen  von  der  Goniometrie 
nur  soviel,  als  fflr  Begriffserkiflrnng  und  Gebrauch  der  Tafeln  not- 
wendig ist.  Übergeht  also  alle  algebraischen  Relationen  der  Fanc- 
tionen  sowie  die  Formeln  fflr  die  Functionen  der  Summe  zweier 
Winkel.  Die  Dednctionsmethode  ist  fOr  jedes  Einzelne  selbständ^ 
gewählt,  einfach  und  vernQnftig  nnd  recht  ansfilhrlich  entwickelt, 
leider  auch,  wozu  die  Ansfiihrlichkeit  leicht  verieitet,  mit  der  logisch 
fehlerhaften  Wiederholung  schon  gelieferter  Beweise.  War  z.  B. 
die  Sinasproportioo  an  einem  beliebigen  Seitenpare  bereits  be- 
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wiesen,  so  dnrfte  sie  nicht  an  einem  andern  Pare  beaenders  be- 
wiesen werden.  Man  kann  schwer  begreifenden  Schillern  zd  Hflife 
kommen,  darf  aber  nicht  die  Unachtsamkeit  noch  begflnstigen.  In 
der  Stereometrie  bat  der  Ver&BBer  einer  „Torschrift"  gemäss  die 
KOrperberechnnng  znm  Anfang  gemacht  nnd  die  Lehre  von  der  re- 
latiTen  Lage  der  Geraden  and  Ebenen  nachfolgen  lassen.  Er  hat 
damit  handgreiflich  ans  Licht  gestellt,  dass  die  „Vorschrift"  ganz 
nnerfoUbar  ist.  Sätze  Torl&afig  anwenden  und  nachträglich  beweisen 
kann  mau  doch  nar,  wenn  die  darin  vorkommenden  Worte  einen 
veretAndlichen  Sinn  haben.  Wie  kann  man  aber  einen  mathemati- 
schen Körper  bestimmen  ohne  von  gegenseitiger  Lage  von  Gebilden 
im  Banme  zn  reden?  Die  BeschreibuDg  des  Prismas  ^gt  im  Bnche 
mit  den  Worten  an:  „Errichtet  man  in  den  Endpnnkten  eines  Recht- 
ecks ABCD  Lote  in  den  Ranm  hinein  —  ".  Worauf  die  Lote 
senkrecht  stehen  sollen,  konnte  der  Verfasser  nicht  sagen;  denn  von 
Loten  aaf  eine  Ebene  durfte  nicht  die  Rede  sein.  Er  war  also,  nm 
die  Yorschrift  zn  befolgen,  gezwnngen  sinnlos  zn  schreiben.  Das 
Bach  Bchlieest  mit  einem  Abschnitt  über  Eigenschaften  der  Geraden 
and  Ebenen,  worin  alle  priocipiellen  Lehren  bnrz  nnd  gat  geordnet 
zoBammengeatellt  sind,  zaerst  betreffend  die  relative  Lage,  dann  den 
Ausdruck  der  Neignngen  durch  Winkel,  dann  die  Abhängigkeit  and 
Bedingungen  der  Lage.  Hoppe. 


Lehrbuch  der  Geometrie  zum  Gebraach  an  Gymnasien.  Nach 
den  neuen  prenssiscben  Lebrpl&nea  bearbeitet  von  Dr.  Bernhard 
Hercher,  ordentlichem  Lehrer  am  Orossh.  Gymnasiam  zu  Jena 
Erstes  Heft.  Enthaltend  Planimetrie  erster  Teil  einschliesslich  der. 
trigonometrischen  Berecbnnng  des  rechtwinkligen  Dreiecks.  Anbang: 
An&ugsgrande  der  Edrperlebre.  (Lehranfgabe  von  Quarta  bis  Unter- 
secanda).  —  Zweites  Heft.  Enthaltend  Planimetrie  und  Ebene  Tri- 
gonometrie. (Lebranfgabe  der  Obersecnnda  und  Unterprima.)  — 
Drittes  Heft.  Enthaltend  Stereometrie  nnd  Grandlehren  von  den 
Kegelschnitten.  (Lebranfgabe  der  Prima.)  Leipzig  1893.  Carl  Ja- 
cobsen.    78  +  40  -f  64  S. 

Das  1.  Heft  beginnt  in  Erklärungen  nnd  Grundsätzen  mit  der 
exacten  Gestaltung  der  gemeinen  Raumanschaunng ,  woran  sich  nar 
3  Winkelsatze  mit  leichtem  Beweise  anschliessen.  Die  Ab- 
fassung zeichnet  sich  darcb  Einfachheit  und  correcten  Ansdmck 
aus;  2  Aossagen  sind  unzutreffend:  die  Geometrie  beschäftigt 
sich  nicht  bloss  mit  BaumgrOssen .  sondern  mit  Raumgebilden 
in  quantitativer  und  qualitativer  Hiusicht.  A^ch  in  letzterer  Be- 
ziehoDg  geh&rt  sie  der  Mathematik ,  d.  b.  Grössonlehre  an ,  weil  es 
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ibr  nnd  keioer  andern  Wiflsenscbaft  obliegt  die  rSninlicbeD  Qnali- 
taten  (Oestalt  and  Lage)  dnrcb  Grössen  exact  za  bestimmeD.  —  Die 
Bebanptnng,  fttr  Kreislinie  nnd  EreiBä&cbe  wttrde  ancb  Kreis  gesagt 
ist  irrig.  Kreislinie  sagt  man  ia  der  Doctrin  im  Gegensatz  tur  FIftiÄe 
oder  ans  Rttcksicbt  gegen  Unkundige,  sonst  heistt  sie  gewQhnHch 
nod  mit  gutem  Grande  Kreis.  Im  Sinne  von  Kreisflftche  ist  du 
Wort  Kreis  weder  in  vulgärer  nocb  in  doctrin&rer  Sprache  in  Ge- 
brancb ,  nicht  einmal  in  denjenigen  Lebrbttcbern ,  weldie  den  Kreis 
als  Fläcbe  definiren.  Euklid's  Definition  kann  für  uns  nicht  man- 
gebend  sein.  —  Nacb  dieser  grandlegenden  EinfQhrang  b^nnt  die 
in  Lehrsätzen  and  Beweisen  fortschreitende  Entwickelnng  mit  der 
Pnnüleleutbeorie  gestQtzt  aaf  den  Grandsatz:  Dardi  einen  Punkt 
aosserbalb  einer  Geraden  lOsst  sich  za  ihr  nnr  eine  Parallele  ziehen. 
Dann  folgen  nach  Einschaltnng  der  Lehre  von  der  Symmetrie,  die 
Lehren  vom  Dreieck,  von  der  Congruenz,  vom  Viereck,  vom  Kreise, 
vom  Fl&chouin halte,  von  Proportionalität  nnd  Aehnlichkcit  Der  Fall 
der  Irrationalität  wird  erwähnt ,  aber  die  Ergänzung  der  Lehre  Ar 
Prima  vorbehalten.  So  lange  sollen  die  Schüler  das  Unbewiesene 
für  bewiesen  hinnehmen?!  Non  wird  durch  Berechnang  des  ret^t- 
winkligen  Dreiecks  (einschl.  d-  pythagoräischen  Lehrsatz)  anf  die 
Elemente  der  Trigouometrie  und  anf  die  Kreisberecbnnng  hinge- 
leitet. Die  Körperberechnnng  ist  in  den  Anhang  des  1.  Hefts  ge- 
bracht worden^  es  war  dies  eine  leidliche  Aaskanft,  um  zugleich 
der  Schalvorschrift  nnd  ancb  Platon's  Vorschrift  „Mrfiti^  üytta^i' 
rpijioe  tig  /toi"  nachzukommen,  indem  der  anmathematischen  Bebaud- 
lang  ein  Platz  ausserhalb  der  eigentlichen  Doctrin  angewiesen  ward. 
Im  2.  Hefte  werden  einige  Lehren  der  neuem  synthetischen  Qeome- 
trio  for  den  Gymnasialnnterricht  nutzbar  gemacht;  dann  folgt  die 
ebene  Trigonometrie  in  vollem  Umfange.  Im  3.  Hefte  beginnt  die 
Stereometrie  correcterweise  mit  der  Lage  der  Geraden  und  Ebenen. 
Dann  folgt  die  Lehre  von  den  Körpern  und  ihrer  Inhaltsberechnang 
im  elementaren  Umfange,  dann  die  Coordlnatenlehre  nebst  Anwen- 
dnng  anf  die  Kegelschnitte  und  im  Anhang  Quadratur  der  Parabel 
and  Ellipse,  Kubatur  des  Rotationsellipsoids.  Hoppe. 


Lehrbuch  der  Stereometrie.  Anf  Grand  von  Dr.  Ford.  Kom- 
merell's  Lehrbuch  neu  bearbeitet  und  erweitert  von  Dr.  Guido 
Hauck,  Geb.  Regiernngsrat  nnd  Professor  an  der  Kdnigl.  Techni- 
schen Hochschule  zn  Berlin.  Siebente  Auflage.  (Sechste  der  Nea- 
bearbeitang.)  Mit  67  in  den  Text  eingedruckten  Holzschnitten. 
Tabiogen  1893.    H.  Laapp.    225  S. 

Dies   Buch   ist   in   4.    Auflage   im  251.   litterariscben   Beriebt 
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Seite  22  besprochen     lu  den  folgeodcn  Auflagen  habOD  mancherlei, 
jedoch  nur  unerhebliche  Aeudeningen  stattgefanden.  H. 


OrnndriSB  der  Geometrie  fOr  bOhero  Lehraastslten  mit  zahl- 
reichen üehnngsanfgaheu  und  in  den  Text  gedrnckten  Figuren.  Von 
Dr.  Richard  Sellentin,  Professor  an  der  Obcrrealschnle  zn 
Elberfeld  Erster  Teil.  Planimetrie.  Köln  1893.  M.  Do  Mont- 
Schanberg.    163  S. 

Das  Lehrbach  ist  sehr  reichhaltig ;  ea  beschränkt  sich  nicht  auf 
das  Notwendige  zur  Vollständigkeit  der  Principien,  doch  ist  jade 
Zngabo,  sei  es  dass  der  Schale  die  erforderliche  Zeit  zu  Gebote 
steht  oder  dasa  der  Privatfleiss  sich  ihr  widmet,  ganz  geeignet  eine 
rechte  Vertrautheit  mit  dei'  geometri sehen  Praxis  zu  erzeugen.  Die 
Themata,  sowie  ihre  Reihenfolge,  sind  bis  auf  zwei,  aus  der  neuem 
synthetischen  Geometrie  aufgenommene,  die  gewöhnlichen ,  jedes  for 
sich  recht  weit  ansgeftlhrt  and  fortgeführt.  Exacte  Logik  mag  in 
den  meisten  Deductionen  vorhanden  sein;  in  der  Eotwickeluag  der 
ParalleltbeoHe  jedenfalls  herrscht  die  grCsste  ConfusioD.  An  der 
Grundlage  einer  correcten  Behandlung  der  WinkelsUze  lAsst  ea  der 
Verfasser  in  keinem  Stflcke  fehlen;  der  notwendige  Grundsatz  ist 
anegesprocbes ,  die  GrösBenTergleicbuug  der  Winkel  anadrtkcklich 
gezeigt,  der  Begriff  der  gleichen  nnd  ungleichen  Richtung  definirt; 
es  war  daher  leicht  die  Winkelsatze  an  Parallelen  zugleich  exact 
und  anschaulich  zu  beweisen.  Aber  dies  geschieht  nicht;  als  ob  der 
Verfasser  nicht  verstanden  b&tte,  wozu  die  seihst  gegebene  Be- 
lehrung dienen  sott ,  lässt  er  auf  die  Lehrsatze  einen  angeblichen 
Beweis  folgen,  in  welchem  der  Grundsatz  gar  nicht  in  Anwendung 
kommt,  und  der  in  versteckter  Form  das  Zubeweisende  znr  Voraus- 
setzuDg  macht.  Mangel  an  Orientirung  zeigt  sieb  schon  dadurch, 
dass  er  dem  Leser  tlberlftsst,  die  Definition  der  Richtung  ans  zwei 
weit  getrennten  Stellen  des  Boches  znaammenzusetzen.  Die  erste 
lautet:  „Parallele  Linien  sind  Linien,  welche  dieselbe  Richtung  haben 
d.  h.  Linien,  welche  beliebig  verlängert  sich  nicht  schneiden".  Das 
sind  offenbar  2  Definitionen,  die  der  gleichen  Richtung  und  der 
Parallelität,  zwei  Wörter  fflr  denselben  Begriff,  beide  bedeuten, 
dass  die  Linien  sich  nicht  schneiden.  Die  Definition  der  gleichen 
Richtung  wird  nun  später  ergänzt  zur  vollen  Beatimmong  des  rela- 
tiven Begriffe  der  Richtung  überhaupt  durch  die  Angabe:  „Der  Rich- 
tung s  unterschied  zweier  geraden  liinien  wird  durch  den  Winkel  der- 
selben gemessen".  Beide  Angaben  erschöpfen  die  möglichen  Fälle. 
Zwei  angleich  gerichtete  Gerade  schueidan  sich,  und  der  Winkel, 
den  sie  dann  stets  bilden,  ist  zu  verstehen  unter  dem  Richtungsunte^ 
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schied«.  An  dieie  ErklAraog  haben  wir  aas  zn  halten ,  nm  den  ut- 
geblicben  Beweis  fflr  die  Gleichheit  der  Gegenwinkel  an  Parallelen 
ZV,  verstehen.  Er  beginnt:  „Da  jene  Linien  parallel  sind,  so  haben 
sie  auch  gleiche  RichtnDg  (d.  h.  sie  schneiden  sich  nicht),  also 
haben  sie  ancfa  gegen  die  schneidende  Gerade  dieselbe  Neigung  oder 
denselben  ,RichtnngBnnterschied"  .(d.  h.  sie  bilden  mit  ihr  gliche 
Winkel).  Als  selbstTerst&ndlich^Toransgesetzt  ist  demnach,  dass  ans 
dem  Slch-nicht-Bchnelden  zweier  Geraden^  die  Gleichheit  der  Gegen- 
winkel folgt,  nnd  das  eben  sollte  bewiesen  werden. 

Hoppe. 


Anfangsgründe  der  Arithmetik  und  Algebra  für  höhere  Lehr- 
anstalten. 

Trigonometrie  für  hJJhere  Lehranstalten. 

Nach  den  neuen  Lehrplänen  bearbeitet  von  Karl  Schwerins, 
Director  des  stiftischen  Gymnasiams  in  Düren.  <L*ut«iM;)  Hit  16 
Figuren.    Freibnrg  im  Breiegan  1893.    Herder.    79  +  52  S. 

Der  Vortrag  besteht  in  einer  ganz  ungebundenen  Beeprechnog, 
welche  nach  ^iem  ElrmesBea  in  jedem  einselnen  Falle  mit  der  all- 
gemein gefosetea  Lebre  oder  mit  VorfQhmng  tou  Beispielen  beginnt. 
Den  verbindenden  Faden  in  theoretischer  wie  in  p&dagi^ischer  Hin- 
sicht kann  nur  der  Kundige  durchschanen,  der  Lernende  wird  nicht 
zum  Mitwisser  gemacht  nnd  kann  daher  nicht  das  Bewusstsein  haben 
eine  höhere  Stafe  des  Wissens  erreicht,  sondern  nnr  mehr  I^ehreD 
hinznerhalten  zn  haben.  Die  Reihenfolge  Ave  Themata  erscheint 
ziemlich  nnmotivirt.  Die  Teile  der  Gleichnngslehre  sind  zwischen 
Abschnitte  von  Operationen  eingeschoben,  mit  denen  sie  in  keiner 
nahen  Beziehung  stehen.  Das  Ganze  ist  in  3  Lehrgänge  geteilt, 
deren  zweiter  mit  der  Einführung  der  Negativen  beginnt,  nachdem 
bereits  im  ersten  die  Rednction  der  algebraischen  Gleichungen  aaf 
die  Normalform,  nach  Graden  geordnet,  resultatweise  aufgestellt 
war.  Diese  würde,  nm  exact  zn  verfahren,  offenbar  dahin  zn  berich- 
tigen  sein,  dasg  statt  aller  -|-  Zeichen  ±  gesetzt  wflrde.  Es  ist 
nämlich  wiederholt  darauf  aufmerksam  gemacht  worden,  dass  aof 
dem  Standpunkte  des  1.  Lehrgange,  wo  alle  Zahlen  absolute  sind, 
gewisse  Aufgaben  in  gewissen  Fallen  als  nnläebar  auftreten.  Hier 
bei  den  Normalformen  hingegen  geschieht  dies  nicht :  obgleich  kmne 
Unmöglichkeit  der  verlangten  Ausrechnungen  vorliegt,  nnd  doch  ein 
anderes  Resultat  gefunden  wird  als  das  angegebene,  ist  kein  Wort 
davon  gesagt,  dass  die  anfgestellten  Formen  auf  dem  Standpunkte, 
des  1.  Lehrgangs  nicht  immer  erreichbar  sind.     Dem  Yorstehenden 
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li^  es  fem,  Naclilässigkeiten  der  Bearbeitung  za  rUgen;  aber  auch 
der  folgende  Gesichtspankt,  welcher  dem  Torgehen  eine  gewisse  Recht- 
fertignug  zu  verleihen  scheinen  konnte,  soll  dem  Verfasser  nicht 
zndictirt  werden;  vielmehr  handelt  es  sich  nur  dämm  einen  Pnnkt 
der  Didaktik,  dem  trotz  aller  Wirkung  im  grossen  die  BeachtDog 
gefehlt  hat,  hier  ohne  Abschweif  von  der  Sache  zn  beeprecben.  £a 
kann  nämlich  in  Frage  kommen,  ob  es  za  empfehlen  sei,  dass  der 
Sch&ler,  der  nach  gewöhnlicher  Unterrichts  weise  im  Oenuese  der 
Vorteile  der  hentigen  Arithmetik  nie  Anlass  bekommt  den  Wert  der 
Fortschritte,  die  der  historische  Entnickelungsgang  erst  in  mehr  als 
1000  Jahren  gemacht  hat,  dnrcb  eigene  SrfahroDg  kennen  nnd 
empfinden  lerne,  indem  er  zuerst  beim  ßechnen  mit  allgemeinen 
Zahlen  sich  in  Gefahr  befindet  nnberecbtigte  Schlüsse  zn  machen, 
dann  auf  Grenzen  der  Gültigkeit  anfmerksam  werden  mnss ,  endlich 
von  dieser  mflbevollen  Arbeit  erlOst  wird  durch  den  Begriff  der  alge- 
braischen Zahl.  Einer  solchen  Fllhmng  entspricht  in  der  Tat  das 
Verbbren  im  vorliegende  Bncbe.  Es  soll  nicht  bestritten  werden, 
dass  eine  derartige  fieteilignng  am  Entdeckungsprocess  manchem 
Bcblller  nützlich  sein  kann,  dass  er  vielleicht  sogar  aus  auiänglichom 
Irren  nnd  Fehlen  Gewinn  ziehen  mag.  Aber  eine  viel  wichtigere 
Erw&gnng  von  andrer  Seite  steht  doch  einer  wissentlichen  pädngo- 
gischen  Verwendung  des  fraglichen  FOrdemugsmittels  warnend  ent- 
gegen. In  der  Wissenschaft  wie  im  praktischen  Leben  herrscht  be- 
kanntlich bei  der  Menge  die  Neigung  am  Unbewiesenen  solange 
festzuhalten  bis  das  Gegenteil  bewiesen  ist.  Im  praktischen  Leben 
ist  die  Terderblichkeit  dieser  Regel  besonders  faftnfig  dnrch  erfolg- 
reiche Specnlationen,  denen  die  Menge  zuströmte,  bis  der  Erach  ein 
Ende  machte,  ans  Ucht  gestellt.  In  Betreff  der  Wisseuscbaft  ist 
wol  ein  recht  nahe  liegender  Beleg  dafür,  wie  stark  jene  Neigung 
waltet,  folgender.  Kant  hatte  die  Existenz  der  Mathematik  als  hin- 
reichenden Beweis  der  Möglichkeit  synthetischer  Erkenntniss  apriori 
aufgestellt.  Gauss  und  Biemann  bewiesen  dagegen,  dass  die  Geo- 
metrie auf  ErMruDgen  beruht  Weil  nun  in  Betreff  der  Arithmetik 
Eant's  unbegraudete  Meinueg  noch  nicht  widerlegt  ist,  so  wird  noch 
hente  von  Vielen  die  Arithmetik  als  reine  Wissenschaft  apriori  der 
Geometrie  entgegengesetzt  Ea  würde  von  der  Sache  abführen, 
wollten  wir  hier  darauf  eingehen,  wie  jene  Verkehrtheit  der  einzige 
Gmud  ist,  warum  manche  principielle  Fragen  jahrhundertelang  nicht 
gelöst  werden  konnten.  Die  Mathematik  ist  in  der  glücklichen  Lage, 
jener  verderblichen  Neigung  mit  strenger  Controle  entgegentreten 
zu  können,  indem  sie  stets  vom  Evidenten  zum  Evidenten  fort- 
schreitet.  Daher  ist  es  anch  Pflicht  dos  mathematischen  Unterrichts 
diese  Errnngenscheft  Euklid's  aufrecht  zu  halten,  nnd  das  ist  nur 
möglich,  wenn  jeder  Satz  auf  derselben  Stufe,  wo  er  gelehrt  wird, 
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auch  in  Tollem  ümfong  apodiktisch  eingesehon  werden  kann.  Es 
beiBst  die  falsche  Keigaog  begUoBtigen,  wenn  man  Beweise  oder  Er* 
g&nzoag  von  Erklftraugeu  einer  hoheni  Stafe  vorbeh&lt.  la  ADwen> 
dang  anf  das  vorliegende  Bnch  folgt  daraus,  dass  es  unbedingt  not- 
wendig gewesen  w&re,  nach  der  Sabtraction  aacb  die  Erweiterung 
des  Zahlbegrifk  zn  lehren,  ehe  von  algebraischen  Transformationen 
die  Rede  war,  welche  anf  den  neaen  Begriff  Fnsgen. 

Das  Vorwort  des  Yeriassers  znr  „Trigonometrie"  macht  sich 
aaflUlig  darch  Schm&hnngen,  die  er  ohne  dentliche  Angabe,  wem 
nnd  welcher  Sache  sie  gelten  sollen,  in  allgemeinen  Phrasen  in  die 
Welt  hinein  schlendert,  mit  denen  er  aber  nach  allem  weder  Jeman- 
dem  hat  kr&nken  noch  irgend  eino  Leistung  bat  herabsetzen,  son- 
dern nnr  sein  eigenen  Werk  als  etwas  ganz  neues  hat  anpreisen 
wollen.  £r  sagt,  es  nnterschiede  sich  in  nicht  wenigen  Pnnkten  von 
bisherigen  Bearbeitnngen  des  gleichen  Gegenstandes,  nennt  aber  keinen 
einzigen,  sondern  dentet  zur  Charakterieiraog  der  bisherigen  Ue- 
thode  nur  auf  einen  „hoffentlich  fOr  immer  beseitigten  Gedanken" 
hin,  ein  wissenschaftliches  LehrgebSade  dem  Anf&nger  von  vom- 
herein,  nnd  zwar  in  fertigem  Anfbaa,  zn  aberlieferu."  Und  was  Ter- 
heisst  nun  der  Verfasser  an  die  Stelle  des  Beseitigten  zn  setzen? 
Soll  das  gedruckte,  den  Schalem  (oder  Lehrern)  gegebene  Lehrbnch 
kein  Lehrgeb&ade  enthalten?  soll  das  Lehrgeb&ndo  anwisseoschaft- 
lieh  oder  unfertig  sein  oder  nach  jedem  Semester  abgeändert  wer- 
den? Das  Iftuft  doch  anf  den  reinen  Nihilismus  hioaos?  nnr  Besei- 
tigung ist's,  was  er  verlangt;  an  ein  BessereB  das  folgen  soll,  scheint 
noch  jeder  Gedanke  zn  fehlen.  Nach  fernerer  Aenssemng  des  Ver- 
fassers schriebe  sich  die  alte  Methode  von  „blindw  Nachahmnug" 
des  Werkes  von  Eakleides  ber.  Bekanntlich  hat  Eukleides  gar  kein 
Werk  über  Trigonometne  geschrieben;  das  Wort  „blinde  Nach- 
ahmung" erweist  sich  als  sinnlose  Phrase.  Weiterhin  behauptet  er, 
die  Lehrbücher  htLtteu  „mit  dem  Herkommen  nicht  zu  brechen  ge- 
wagt". Jeder,  der  einige  der  nach  einander  erschienenen  Lehrbücher 
u&ber  angesehen  hat,  wird  gefunden  haben,  dass  sie  ohne  sich  an 
ein  Herkommen  zu  binden  mit  mehr  oder  minder  Geschick  und 
Befftbigung  nur  dahin  arbeiten  das  Erlernen  leichter  und  das  Be- 
herrschen vollkommener  zu  machen  als  ihre  Vorgftnger;  sie  mnssten 
also,  damit  ihre  Herausgabe  nicht  flberfltkssig  schiene,  vom  Herkom- 
men abweichen  um  eine  Besserung  aufzuweisen.  Weiterhin  spricht 
der  Verfasser  von  „s^stematiscben  Klügeleien",  als  ob  solche  cor 
Charakter isirung  der  alten  Methode  gehörten,  liie  systematische 
Gestalt  ist  der  Trigonometrie,  gem&ss  der  Einheitlichkeit  ihrer  Auf- 
gabe, offenbar  von  Natnr  eigen,  wird  also  nicht  von  den  BearbeJtem 
künstlich  hineingetragen.    Der  lästernde,  aller  Wahrheit  entbohrende 
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Ausdruck  „KlOgeleion"  scheint  Dur  gewählt  za  soia,  am  dem  zuvor- 
znkonuneD,  d»8  man  ihn  gegen  den  gebraucht,  dem  diese  natürliche 
Oestalt  nicht  geftllL 

Von  allem  dem  Abschreckenden  des  Vorworts  findet  man  indes 
im  Bache  keine  Spur.  Es  ist  nicht  weniger  wiasenachaftlich ,  nicht 
weniger  fertig  bearbeitet  als  irgend  ein  andres  Lehrbacb.  Eber 
kennte  darin  die  Eleganz  des  Abhandlnngsstf]»  vor  pädagogischen 
Gesicbtspankten  bevorzagt  erscheinen.  Vielleicbt  war  das  Vorwort 
fta  andere  Leser  als  diejenigen,  die  das  Buch  gebrauchen  wollen, 
and  zwar  in  diesem  Falle  für  unkundige  und  nrteilsnnfllfaige  be- 
stimmt. Unterscheidend  fttr  die  gewählte  Methode  ist,  dass  die 
Herleitnog  der  Formeln  mit  der  Berechnung  des  Oreiecksinbalts 
ans  den  Seiten  beginnt  Wenn  Manche  behaupten,  die  Trigonometrie 
bäte  den  Anfängern  Schwierigkeiten  —  es  ist  freilich  kaam  zu  bo* 
greifen,  worin  diese  liegen  sollen,  da  die  Schaler  schon  vorher  mit 
Linien  Verhältnissen  and  etwas  rechnender  Geometrie  bekannt  wer- 
den —  so  konnten  dieselben  an  der  Methode  tadeln,  dass  sie  gerade 
mit  einer  vergleichsweise  acbwierigeren  Aufgabe  den  Anfang  macht, 
und  erst  nachher  zur  eiu&cben  Betracbtnng  des  rechtwinkligen  Drei- 
ecks nbergeht.  Die  Methode  hat  offenbar  erstens  den  Vorzug  der 
Eleganz,  sofern  aas  dei^  Lösung  eine  Reibe  notwendiger  Formeln 
sofort  hervorgehen ;  sie  wird  daher  dem  Analytiker  wol  mehr  be- 
hagen; einen  Schritt  zur  angekDndigten  Reform  des  Unterrichts 
vermag  man  darin  nicht  zu  erkennen.  Zweitens  dient  sie  dazu,  die 
Einftthrung  der  formell  neuen  Elemente  etwas  weiter  hinaus  zu- 
schieben. In  der  Tat  werden  hemacb  die  Winkelfunctionen  jede 
fOr  sich  gesondert  behandelt,  als  wäre  es  Absicht  dem  Schaler  so 
wenig  als  möglich  vom  specifischen  Charakter  der  Trigonometrie 
merken  zu  labsen,  das  hiesse  dann,  der  Verfasser  wollte  verhatou, 
dass  der  Schüler  mit  dem,  was  er  lernen  soll,  bekannt  würde! 

Im  ganzen  zeigt  das  Lehrbuch  kein  wesentliches  Abgehen  von 
der  bisherigen  Lebrweise,  das  V^enige,  was  ihm  eigentOmlich  ist, 
streitet  sicher  gegen  kein  Herkommen;  ob  es  förderlich  ist,  muss 
die  Erfahmng  an  den  Tag  bringen;  darauf  passt  das  Wort  Ubiand's: 
„Vom  Guten  bah'  ich  sichre  Spur,  vom  Bessern  leider  nicht". 

Hoppe. 


;cbyG00'^lc 


Mathematische 
und  physikalische  Bibliographie. 


G«selileht«  der  lUUienaUk  asd  Phjiik. 

Goldbreck,  E.,  Descartes  mathemathiBclies  WisseDSchafUideal. 
Diss.    Berlin,  Mayer  &  MDller.    1  Mk. 

G-roBOD,  H.,  im  Reiche  des  Licbtes.  Soonen,  Zodiakallichte, 
KometeD,  Dammerangalicht-PTramiden  nach  den  ältesten  igypt. 
Qnellen.  Hit  28  Flg.  n.  9  Taf.,  z.  Thl.  in  bnntfarb.  AnsfBht^. 
Brannschireig,  Westermann.    8  Hk.;  Einbd.  1  Mk. 

Härder,  F.,  astrognos tische  Bemerkungen  zu  den  römischen 
Dichtern.    Progr.    Berlin,  Gärtner's  Verl.    1  Mk. 

Herz,  N-,  Ob.  die  Alpbonsimschen  Tafeln  u.  die  im  Besitze 
der  k.  k.  Hofhibliotbek  in  Wien  befindlichen  Handschriften  dersel- 
ben. [Ans:  „Sitznngsher,  d.  k.  Akad.  d.  Wiss,"]  Leipzig,  Freytag. 
50  Pf. 

Jahrbuch  ab.  die  Fortschritte  der  Mathematik,  begründet  v.  C. 
Obrtmann,  Hn^.  v.  E..  Lampe.  22.  Bd.  Jahrg.  1890.  2.  Hft. 
Berlin,  Georg  Reimer.    8  Mk. 

Neteler,  B.,  Stellang  der  alttestamentlichen  Zeitrechnnng  in 
der  altorientalischen  Geschichte.  3.  Untcrsucbg.  der  Zeiträome  der 
70  Jahrwochen.    Httoster,  Tbeiseing'sche  Bnchh.    50  Pf. 

Obermayer,  A.  v.,  zur  Erinnening  an  Josef  Stephan,  k.  k. 
Hofrath  n.  Professor  der  Physik  an  der  Universität  in  Wien.  Wien, 
WUb.  Branmaller.    1  Mk.  40  Pt 

Saalschttti,  L.,  Qb.  Zahlzeichen  der  alten  YOlker.  Vortrag. 
[Ans:  „Schriften  d.  pbysikal.'Ökooom.  Gesellscb.  zu  Königsberg".] 
Königsberg,  Koch.    20  Pf. 


;cbyGoO'^lc 


Methode  vmi  Princdplea. 

Hnfgena,  Chr.,  AbhandlnDg  ob.  die  Ursache  der  Schwere. 
Deatach  v.  R.  Meves.  Berlin,  Friedl&nder'B  Druckerei.   1  Mk.  60  Pf. 

Jannschke,  H.,  der  Aetberdmck  als  einheitliche  Natnrkraft. 
Progr.    TeBchen,  Prochaska,  TerL    l  Mk.  80  Ff. 

Kloock,  H.,  kritische  Grandlegang  der  Arithmetik.  Bonn, 
Bahrsdteid  &  Ebbecke.    2  Hk. 

Koppe,  M.,  die  Bebandlnag  der  Logarithmen  q.  der  Sinns  im 
Unterricht.    Progr.    Berlin,  G&rtner's  Verl.     1  Uk. 

Oi'egowski,  A.,  die  Qnadratnr  des  Kreises.  Ostrowo,  Niesio- 
lowski.    1  Hk.  50  Pf. 

Steuer,  W.,  Uethodik  des  Rechennnterrichts.  fi.  Anfl.  Breslan, 
Wojirod.    4  Hk.  60  Ff.)  geb.  in  Leinw.  5  Mk.  2&  Pf. 

Tischner,  A.,  les  astronoiueB.    Leipzig,  Fock,  Verl.    60  Pf. 


Lehrbticher. 

Kamblj,  L.,  die  Elementar-Hathemalih  f.  den  SchnliiDtenicht 
bearb.  {In  4  Tln,)  2.  Tl.  Planimetrie.  96.  n.  97.  (Ster.)-Aafl. 
Mit  9  (eingedr.)  Taf.,  enth.  138  Fig.  Breslau,  Ferd.  Hirt,  Ter). 
Geb.  1  Hk  66  Pf. 

Sorme,  J.,  a.  Th.  Sftnger,  matkemaUscheWiederhotungshefte 
im  AnschlnsB  an  die  neaen  LehrpIUne  höherer  UnlerrichtBanstalten. 
ly.  Hft  ^bBchlnssprQfang.  Marbo^,  Ebrhardt's  Univ.-Buchh.  60  Ff. 


8«IBBlKIVeil. 

BOhme's,  R.,  Becbenbttcber,  Nenbearbeltnog.  6.  HfL  Recken- 
buch f.  höhere  Lehranstalten  n.  Lehrer-Seminare.  Berlin,  O.  W. 
F.  UQUer.    1  Mk.  30  Ff. 

Danzig,  £.,  UebnngBBtofT  zur  AnflOsnng  planimetrischer  Kon- 
stmktione-Aufgaben  mittelst  algebraischer  AwÜTsis.  Progr.  Leipzig, 
Fock,  VerL    1  Hk.  20  Pf. 

FOlsing,  Rechenbnch  f.  Gymnasieu,  Realgymnasien,  Ober-Real- 
Bcbnlen,  Bealschnlea,  höhere  Bttrgerschnlen,  Semin&re  etc.  2  Tis. 
Bearb.  t.  0.  Hoffmann.  31.  Anfi.  Altenborg,  Plerer.  Geb.  &  1  Hk. 
20  Pf. 

GeigenmOller,  B.,  Elemente  der  höheren  Mathematik,  z«- 
gleich  all  Sammig.  ?.  Beispielen  n.  Aufgaben  aus  der  analyt.  Geo- 
metrie, algebr.  Analysis,  Differential-  «.  Integralreehng.    FOr  tecba. 
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Lebranfltalteii  n.  zum  3etbfltiiDt«rricht.  I.  Bd.  Die  analTt.  0«oine- 
trie.    3.  Anfl,    Mittweida,  PolytecbD.  Bnchh.    &  Hk. 

OfiDther,  F.,  n.  F.  BObm,  Recheabnch  f.  höhere  Lehran- 
stalten.  3.  Anfl    Berlin,  H.  W.  KfiUer.   1  Hk.  SO  Pf;  Eiobd.  30  Pf. 

Heis,  £.,  SammloDg  v.  Beispielen  d.  Aufgaben  aas  der  allge- 
meinOD  Arithmetik  n.  Algebra.  In  gystemat.  Folge  bearb.  f.  Qjm- 
nuieD,  Realschalen ,  höhere  BUrgerscbalen  n.  GowerbesdiDlen. 
86.-88.  Aofl.    KfllD,  DnMont-Schaaberg'Bcbe  Bnchh.    8  Hk. 

Heller,  J.  F.,  methodisch  geordnete  Sammtoi^  r.  Anfgaben 
n.  Beispielen  ans  der  darstellenden  Geometrie  f.  Realschulen.  lil.  Tl. 
Fttr  die  IV.  Glasse.    Wien,  Holder.    80  Pf. 

Hoffmann,  J.,  n.  J.  Klein,  Recheahneh  f.  SemiDaristen  n. 
Lehrer.  Nen  bearb.  v.  P.  Klanke  n.  J.  Klein.  12.  Aofl.  Dflssel- 
dorf,  Schwann.    3  Mk.;  geb.  3  Hk.  50  Pf.;  Antworten  60  Pf. 

Eleyer,  A.,  Tollst&ndig  gelöste  Anfgaben-SammlaDg  ans  allen 
Zweigen  der  Rechenkunst,  der  niederen  n.  höheren  Uathematlk,  der 
Pbjrsik  etc.    1198.— 1217.  Hft.    Stuttgart,  Jnl.  Maler,    k  25  Pf. 

LöBnngen  za  den  mathematischen  Absolatarialaofgaben  der 
bayerischen  Realschalen.  (1869— 18»2  ind).  Von  F.  R.  Hflnchen, 
Kellerer.    2  Hk.  20  FE. 

Magnas,  E.  L.  H.,  n.  R.  Wenzel,  Rechenbuch  f.  Uandwerker- 
n.  gewerbliche  Foftbilduugsschulen.  Mit  gleichm&ss.  Berücksicbt. 
d.  Kopf-  u.  Tafelrechnens.  1.  Tl.  Ausg.  A.  3.  Aufl.  Hannover, 
Ueyer.    50  Pf. 

Hattfaiessen,  L.,  Uebnngsbuch  f.  den  Unterricht  In  der  Arith- 
metik n.  Algebra.  Nach  der  Aofgabengammlg.  t.  Heia  f.  höhere 
Borgerschnlen,  Gewerbeschulen,  Progymnasien  n.  Realschulen  II. 
Ordng.  bearb.  3.  Anfl.  Köln,  Du  Hont-Schanberg'scbe  Bnchh.  2  Hk. 

Bihi,  D.,  Anfgaben  ab.  die  Elemente  der  Algebra,  methodisch 
geordnet  u.  in  engem  Aoschlnss  an  den  „Leitfadan"  von  H.  Zwicky. 
III  Hft  6.  Anfi.  Hrsg.  t.  M.  Zwicky.  Bern,  Bchmid,  Francke  d 
Co.,  Verl.    60  Pf. 

Roesler,  J.  K.,  n.  F.  Wilde,  Beispiele  n.  Aufgaben  enm 
kanftnanniacbeo  Rechnen.  FOr  den  Unterricht  in  hohem  Schalen. 
1.  Tl.    5.  Anfl.    Halle,  Gesenins.    2  Hk. 

Schmid,  K.,  100  arithmetische  Aufgaben  V.  bayerigchen  Lehrer- 
AnatellnngsprafuDgen.  Ausführlich  gelöst.  Httnchen,  Kellerer.  1  Hk. 

ScbOrmann,  F.,  n.  F.  Windmöller,  Rechenbach  f.  gewerb- 
liche u.  kaufmännische  FortbUdaagsschnlea.  2.  Tl.  Essen,  Bftdeker, 
Verl.    1  Mk. 

Stockmayer,  H-,  u.  M.  Tescher,  Aufgaben  f.  den  Bechen- 
unterricht  in  den  mittleren  Klassen  der  Gelebrtenschulen,  dor  Real- 
Bchnlen  n.  verwandter  Lehranstalten.  2  Bdchn.  f.  11 — 12  j&hr.  SchOler. 
6.  Aufl.    Stattgart,  Booz  &  Co.    Kart.  60  Pf. 
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TfthellcB. 

Adam,  V^  Tascfaeobiich  der  Logarithmen  f.  Hittelschalen  n. 
höhere  Lehnnstalteo.  13.  Anfl.  Ster.-Ansg.  Wien,  Bennann  & 
Altmann,  Verl.    Geb.  1  Hk.  20  Pf. 

Ganfls,  F.  G.,  fflnbtellige  vollsUndige  logarithmiuhe  n.  trigo- 
nometrische Tafeln,  Znm  Gebrauche  f.  Schale  n.  PraxiB  bearb. 
8ter.-Dr.  39.  Anfl.  Halle,  Strien,  Verl.  Geb.  in  Leinw.  2  Mk.  50  Pf. 

—  dasselbe.  Kleine  Ansg.  Ster.-Dr.  4.  Anfi.  Ebd.  Geb.  in 
Leinw.  1  Mk.  60  Pf. 

—  poifgonometrische  Tafeln.  Znm  Gebranche  in  der  Land- 
raeesg.  f.  die  Teilg.  des  Qnadranten  in  90  Grade  zd  60  Minntan. 
Ebd.    Geb.  in  Leinw.  12  Hk. 

Hertzer,  H.,  fOnfstellige  Logarithmentafeln.  3.  Auß.  Berlin, 
Gaertner's  Veri.    Kart.  1  Hk.  SO  Pf. 

Kaselitz,  Wandtafeln  f.  den  ersten  Rechennnterricht  in  Zah- 
lenbildem.  13  Blatt  ä  61  X  83»  fi  cm.  Berlin,  Nicolai'sche  Verl.- 
Bncbh.  (Stricker).    6  Hk. 

Ligowski,  W.,  Taschenbnch  der  Mathematik,  Tafeln  n.  For- 
meln znm  Gebranche  f.  den  Unterricht  an  höheren  Lehranstalten 
n.  I.  Anwendg.  bei  Berechngn.  3.  Anfl.  Berlin,  Ernst  &  Sohn. 
Kart  2  Mk.  80  Pf. 

Bohrbach,  C,  vierstellig  logarithmiach-trigonometrische  Ta- 
feln, nebst  einigen  physikal.  n.  astronom.  Tafeln  f.  den  Gebrancb 
an  höheren  Schalen  zasammengestellL  Gotha,  Thmemann,  Verl. 
60  Pf. 

Scherer,  logarithmiscb-tecbnische  Becbentafel  aof  Stahlblech 
od.  Alnminium  (33  X  21)  cm.  Schieber  ans  Glimmer  (16  X  12  cm). 
Nebet  HOlfstafel.    Kassel,  Ktauntg.    In  Uappe  12  Hk. 

Schfllke,  A.,  trigonometrische  Tafel.  (1  Blatt.)  Leipzig, 
Tenbner.    10  Pf. 

Tafeln,  zwOlf,  m.  14000  Divisionsaufgaben  ohne  Rest,  e.  nnent- 
behrl.  Htüfamittel  zum  Rechnen  m.  ganzen  Zahlen  n.  Dezi  malbrachen ' 
Essen,  Langgntb's  Verl.    20  Pf. 


Arltluwtlk,  Algebra  nnd  reine  Analjidt. 

Bode,  A.,  Leitfaden  f.  don  arithmetischen  Unterricht  in  Lehrer- 
Seminaren,  bearb.  f.  dio  Hand  der  Seminaristen.  Halle,  Herrn. 
Scbroedel,  Verl.    1  Hk.  75  Pf. 

Braesicke,  £.  D.,  der  destscbe  Beeheumeister.     17.  Anfl. 
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(In  16  LfgD.)  1.  o.  2.  Lfg.  StraaBbnrg,  StraBsb.  Druckerei  n.  Ter- 
lagsaDStalL    ä  25  Ff. 

Gegenba  aer,L,,arithinetiscfaeUnteraticbDiigeii.  [Ans:  ,J)eiik- 
8cfaF.  d.  k.  Akad.  d.  Wiss."]    Leipzig,  Freytag.    2  Mk   40  Pf. 

GUntsche,  R,  Beitrag  zur  Iiit«gratiOD  d.  DifferentialgleiclinDg 

dy 

^  —  Po+Pi  v-^Pts'+Ptti'-    Progr.    Berlin,  Gftrtner's  Verl.  1  Mk. 

Gntb,  F.,  das  Terbnndene  Kopf-  n.  Zifferrechnen,  f.  mehrklasB. 
Volks-,  Uittel-,  Tochter-  o.  Fortbildgngsschnlen  bearb.  Ausg.  f.  die 
Lehrer.  L  Tl.  Die  4  Gnindrechnangsarten  in  ganzen,  vorzagsweise 
einAicb  benannten  Zahlen.  30.  Aufl.  Stuttgart,  Bonz  &  Co.  Kart. 
1  Hk.  66  Pf. 

Hellwig,  C,  Berechnung  der  Wurzeln  kubischer  n.  biquadra- 
tischer Gleichungen,  besonders  auch  der  irrationalen  Wurzeln  der 
erstereu  im  irradnciblen  Falle.    Leipzig,  Fock,  Verl.    1  Mk. 

Easelitz,  Wegweiser  f.  den  Bechenunterricht  in  deutschen 
Schulen.  HethodischeB  Handbuch  f.  Lehrer  u.  Seminariaten.  3  Tle. 
2.  Aufl.    Berlin,  Nicolai'sche  Verl.-Bnchh.  (Stricker),    k  3  Mk. 

Koha,  G.,  Db.  ByrnmetriBche  Functionen  der  Wurzeln  e.  alge- 
braischen Gleichung.  [Ans:  „Sitznngsber.  d.  k.  Akad.  d.  Wisa."] 
Leipzig,  Freytag.    30  Pf. 

Legendre,  A.  M.,  Zahlentheorie.  Nach  der  3.  Anfl.  ins  Deut- 
sche nbertr.  t.  H.  Maser.  2  Bde.  2.  (Titel-)Aiisg.  Leipzig,  Teub- 
ner.    ik  6  Mk. 

Mayeuberg,  J.,  die  wichtigsten  Begriffe  u.  Kegeln  ans  der 
Arithmetik.    4   Anfl.    Hof,  Lion.    20  Pf. 

Meyer,  M.,  Untersachang  der  algebraiacbeu  Integrirbarkeit  d. 
linearen  homogenea  Differentialgleichungen  4.  Ordnung  m.  Httife  v. 
DifferentialinTariauten.  Dlss.   Berlia,  Mayer  &  Haller.    1  Mk.  20  Pf. 

Olbricht,  B.,  die  wichtigsten  Redienregeln,  nebst  Mnsterbei- 
spielen,  insbesonde  LOsg.  aller  Aufgaben  der  Regeldetri  u.  der  dar- 
auf beruh.  Rechnungsarten  vermittelst  einbeitl.  Behandig.  d.  An- 
satzes znr  Wiederholg.  f.  die  Schüler  aller  Anstalten  bearb.  Leisnig, 
E.  Ulrich.    1  Mk. 

Böget,  F.,  trigonometrische  Entwicklungen.  [Aus:  „Sitzungsber. 
d.  k.  Akad.  d.  Wiss."]    Prag,  BivnÄc,  Verl.     8)  Pf 

Schrentzel,  W.,  üb.  die  Integration  der  Differentialgleichung 
2.  Ordnung  der  Fnchs'schen  Klasse  m.  3,  im  Endlichen  gelegenen, 
singulären  Punkten.    Berlin,  Mayer  &  Müller.    2  Mk. 

Schwering,  K.,  Au&ngsgrande  der  Arithmetik  n.  Algebra  f. 
höhere  Lebranstalteo.    Freiburg,  Herder.    1  Mk.;  Einbd.  30  Pf. 

Stolz,  0.,  die  Mazima  u.  Minima  der  Functionen  t.  mehreren 
Veränderlichen.  (II.  Nachtrag.)  [Aus:  „Sitzungsber.  d.  k.  Akad.  d. 
Wiss."]    Leipzig,  Freytag.    30  Pf. 
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Oeometrie. 

Arodt,  E.,  Hauptsätze  der  ebenen  Geometrie  nebst  Cebnogs- 
an^bon  znro  Gebrancba  an  Volkg-  nnd  Uiftelacbnlen.  3.  Anfl. 
Berlin,  Wiegandt  &  Scbotte.    Kart  50  Pf. 

Braune,  A.,  Raumlehre  f.  Vollu-,  BOrger-  n.  Fortbildnngs- 
schalen,  sowie  f.  Praparanden-Anstalten.  Nach  method.  Qnindsatzen 
bearb.    3.  AuS.    Halle,  Herrn.  Schroedel,  Verl.    65  Ff. 

Emmerich,  A.,  der  Eoordinatenbe^ff  u.  einige  Grundlehren 
T.  den  Kegelschnitten.  Fitr  den  Schulnnterricht  bearb.  Essen,  Bae- 
deker.   Geb.  80  Pf. 

Fiatkoffski,  N.,  die  zeichnende  Geometrie  od.  Anleitg.  zum 
Zirkelzeichnen  f.  Ackerbauschnlen.  2.  Aufl.  Wien,  Pichler's  Wwe. 
&  Sohn.    1  Mk.  20  Pf. 

Hauck,  G.,  Lehrbuch  der  Stereometrie.  Anf  Grund  t.  F.  Eom- 
mereH's  Lehrbnch  neu  bearb.  u.  erweitert  7.  Anfi.  (6,  der  Nea- 
bearbeitg.)    Tobingen,  Lsnpp'sche  Bnchh.    2  Mk.  40  Pf. 

Hercher.  B.,  Lehrbuch  der  analytischen  Geometrie  der  Ebene 
f.  höhere  Scholen.  [Erweit.  Sonderabdr.  ana:  „Lehrbuch  der  Geo- 
metrie."]   Leipzig,  Jacobsen,  Verl.    75  Ff. 

Lackemann,  C,  die  Elemente  der  Geometrie.  Ein  Lehr-  n. 
Uebnngsbnch  f.  den  gcometr.  Unterricht  au  Gklass.  höheren  Lehr- 
anstalten. I.  Tl.  Planimetrie.  3.  AnB.  Breslau,  Ferd.  Hirt,  Veri. 
Kart.  1  Mk.  25  Pf. 

Lühsen,  H.  B.,  aaafübrliches  Lehrbnch  der  analytischen  ed. 
hohem  Geometrie  znm  Selbstunterricht.  13.  Anfl.  Leipzig,  Fr. 
Brandstetter.    4  Mk. 

Mink,  W.,  Lehrbnch  der  Geometrie  als  Leitfaden  beim  Unter- 
richte au  hChem  Lehranstalten.  9.  Anfl.,  bearb.  v.  £.  1,  Tl.  Pla- 
nimetrie.   Beriin,  Wiegandt  &  Schotte.    1  Mk.  50  Pf. 

Boeder,  H.,  Lehrsaizo  u.  Aufgaben  ans  der  Planimetrie.  2.  Anfl. 
Brealan,  Ferd.  Hirt,  Verl.    Geb.  1  Mk. 

Sattler,  A.,  Leitfaden  der  Geometrie.  Far  Volke-,  Bdrger- 
n.  Fortbildungsschulen,  höhere  MOdcbenschnlen  u.  die  unteren 
Klassen  anderer  höherer  Lehranstalten  in  3  Stnfen  bearb.  3.  Anfl. 
Brannschweig,  Appelhans  &.  Pfenningstorff.    1  Hk. 

Sobotka,  J.,  Beitrag  zur  ConstrucUou  v.  nm geschriebenen 
Developpablen :  I.  an  Flächen  2.  Grades,  IL  an  Rotationsflächen. 
[Ans:  Sitzuugsber.  d.  k.  böfam.  Gesellsch.  d.  Wiss."]  Prag,  Rivnäi', 
Veri.    40  Pf. 

Streissler,  J.,  die  geometrische  Formenlehre  (I.  Abth.)  in 
Verbindung  m.  der  Ansrhannngslchre.  Für  die  L  Realclasse.  8.  Anfl. 
Triest,  Schimpff.    1  Mk  20  Pf. 
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Töpfer,  H.,  Lebrbnch  der  Planimetrie.  Sooderahaasen,  Enpel. 
2  Mk.  20  Pf. ;  geb.  2  Mk.  60  Pf. 

Vetters,  K.,  Abrisa  der  darstollendei]  Oeometrie.  1.  Tl.  Ortho- 
gonatprojektivische  Darstellg.  t.  Pankten,  Geraden,  Ebenen  n.  neben- 
Ääcb.  Körpern.    Cheqjinitz,  Focko'scbe  Buchh.    3  Mk. 

Praküiche  Geometrie,  Ueodlsle. 

Fialkowäki,  N.,  Elemente  d.  SitnationB-Zeichnens  nebst  An- 
leitung zum  Coloriren.  2.  Anfi.  Wien,  Fichler's  Wwe.  &  Sobn, 
Verl.    1  Mk.  20  Pf. 

Jordan,  W.,  Handbach  der  Vermessnngskonde.  2.  Bd.  Feld- 
n,  Land-Meeag.  4.  Aafi.  (In  2  Lfgn.)  1.  Lfg.  Stuttgart,  Hetzler- 
sche  Bacbh.,  Verl.    11  Mk. 


Mechanik. 

HargnleB,  M,,  Lnftbewegnngen  in  e.  rotirenden  Sphäroid- 
acbalfl.  (II.  Tbl.)  [Aus:  Sitzangaber.  d.  k.  Akad.  d.  Wisa."]  Leip- 
zig, Freytag.    1  Mk.  Sq  Pf. 

Stande,  0.,  Üb.  das  Foncanlt'sche  Pendel.  [Ans:  ,.Arcbiv  der 
Freunde  der  Naturgeschichte  in  Meckt."]  Gostrow,  Opitz  &  Co. 
26  Pf. 

Technik. 

Bericht,  offizieller,  flb.  die  internationale  dektro-technische  Ans- 
atellnng  in  Frankfurt  am  Main  1891.  Hrsg.  vom  Vorstand  der  An»- 
Btellnng.  I,  Bd.  Allgemeiner  Beriebt.  Frankfurt,  Sanerländer's 
Verl.    Geb.  in  Leinwd.  20  Mk. 

Bibliographie,  elektrotechnische.  Monatliche  Rundschau  üb.  die 
literar.  EracbeinungQ.  d.  In-  u.  Auslandes  einschliesslich  der  Zeit- 
Bcbriftenliteratur  auf  dem  Gebiete  der  Elektrotechnik.  Unter  st&nd. 
Hitvirkg.  der  Elektrotecbn.  Gesellschaft  zu  Leipzig  zusammengestetlt 
V.  0.  Maas.    1.  Jahrg.  1893.    9  Hfte.    Leipzig,  Barth,    i  Mk. 

Bibliothek,  clektro-tecbnischo  1.  Bd.  6.  Anfl.  Wien,  Uart- 
leben.    3  Mk  ;  geb.  4  Mk. 

Fortachritte  der  Elektrotechnik.  Hrag.  v.  K.  Strecker.  5. 
Jahrg.    Das  Jahr  1881.    3.  Hft.    Berlin,  Springer.    6  Mk. 

Geist,  E.  U.,  Berechnung  elektrischer  Maschinen.  Ein  Hand- 
buch f.  Fachleute.    2.  Anfl.    Mfluchen,  Oldenbonrg.    2  Mk.  40  Pf. 

Grawinkel,   C,   u.   K.   Strecker,  die   Telegraphentecbnik.  ' 
Ein  Leitfaden   f.    Post-   u.    Tolegrapheubeamte.     3.  Aufl.     Berlin, 
Springer.    4  Mk.;  geh   5  Mk. 
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Krämer,  J,  wie  wird  man  Elektrotechniker?  Magdeburg, 
Exped.  d.  „Prakt  Physik",  Franz  Müller,    i  Mk. 

Steig],  J.,  n.  K.  BUcltler,  der  Elektriker  io  Schule  a.  Haus, 
e.  Anleitung  zur  prakt  Handhabg.  der  Apparate  ans  dem  Gebiete 
der  Reibungs-  u.  VertfaeilnngB-Elektricität.  Wien,  Pichler's  Wire.  & 
Sohn,  Verl.    50  Pf. 

ThompaoD,  S.  P.,  die  dyaamoelektrischeu  MaBchinon.  Ein 
Handbuch  f.  Studirendo  d.  Elektrotechnik.  4.  Aufl.  Deutsche 
Uebersetzg.  v.  C.  Grawinkel.    1.  ThI.    Halle,  Knapp.    12  Mk. 

—    dasselbe.    7.  q.  8.  Hft.    Ebd.    ä  2  Mk. 

Wilke,  A.,  der  clektroteuhnische  Beruf.  Eiuo  karzgefasste 
Daretellg.  d.  Bildungsganges  a.  der  Aussiebten  d.  Elektrotechnikers 
u.  der  ctuktrotechn.  Gewerbtreiheudou.  Leipzig,  Loinor.  1  Mk.  50  Pf. 


Optik,  Akustik  und  ElasUcltSt. 

Czapski,  S.,  Thoorio  der  optischen  Instrumente  nach  Abbe. 
Breslau,  Ed.  Trewendt,  Vorl.    Och.  9  Mk.  60  Pf. 

Hahn,  U.,  die  Berechnung  d.  Lichtes  in  e.  Ebene.  —  Von 
Horaz  —  Verdeutschungen.  Von  K.  Staedlor.  Progr.  Berlin,  Gftrt- 
ner's  Verl.    1  Mk. 

Jaorisch,  P.,  zur  Theorie  dor  elastischen  Kngelwellun  m.  An- 
weudg.  auf  die  Reflexion  a.  Brechg.  d.  Lichtos.  Hamburg,  Herold- 
acbe  Bnchh.,  Verl.    2  Mk.  50  Pf. 


Eni-  und  Hlmnelskunde. 

Arbeiten,  astronomische,  d.  k.  k.  Gradmossungs-Buroau,  aasge- 
fahrt  unter  der  Leitg.  von  Th.  v.  Oppolzer.  Nach  dessen  Tode 
hrsg.  V.  V.  Weiss  n.  R.  Schräm.  4.  Bd.  L&ogeubestimmungen. 
Leipzig,  Freytag.    16  Mk. 

Behber,  W.  J.  vau,  Katechismus  der  Meteorologie.  3.  Aufl. 
Leipzig,  J.  J.  Weber.    Geh.  ia  Leiuw.  S  Mk. 

Diesterweg's  populftre  Himmolskunde  u.  mathematische  Geo- 
graphie. Neu  bearb.  v.  M.  W.  Meyer  unter  Mitwirkg.  v.  B.  Schwalbe. 
16.,  17.  a.  18.  Aufl.  Berlin,  E.  Goldschmidt.  7  Mk.  50  Pf. ;  geh. 
'  in  Schnl-6d.  8  Mk.  50  Ff.;  in  Orig.-Bd.  9  Hk. 

Gravelins,  H.,  die  Anwendung  der  elliptischen  Functionen  hei 
Berechsttog  absoluter  Störungen.    Berlin,  Stankiewicz.    2  Mk. 
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Haan,  J.,  eiuigo  Resultats  der  auemomutrisuheu  Aufseich- 
nangen  in  Wien  1873—1882.  [Ana:  „SitüiuigsLer.  d.  k.  Akad.  d- 
Wis8."]    Leipzig,  Freytag.    1  Mk.  40  Pf. 

Hepperger,  J.  v.,'zar  Theorie  der  astroaomiBchen  Refraktioo. 
[Ans:  ,^it2UDgBber.  d.  k.  Akad.  d.  Wias."]    Ebd.    70  Pf. 

Himmel  n.  Erde.  Illnstr.  oatarwiBBenschafUiche  Honataechrift. 
Hrsg.  V.  der  GsBellscbaft  Urania.  Red.:  M.  W.  Meyer.  V.  Jabi%. 
Oclhr.  1892  bis  Septbr.  1893.  7.  Hft  Berlin,  Herrn.  Paet^.  Vier- 
teljahr!. 3  Mk.  60  Ff. 

Jabrbnch  der  Astronomie  n.  Geophysik.  Enth.  die  wichtigsten 
Fortschritte  auf  den  Gebieten  der  Astrophysik,  Meteorologie  n.  pby- 
sikal.  Erdkunde.  Unter  Mitwirkg.  v.  Fachmännern  hrsg.  v.  U.  J. 
Klein.  3.  Jahrg.  1892.  Mit  5  Lichtdruck-  u.  Cbromotaf.  Leipzig, 
E.  H.  Mayer.    7  Mk. 

Jahrbuch,  deutsches  meteorologisches,  f  1891.  Moteorologiscbe 
Motive  1,  Ordng,  in  Bremen.  Ergebnisse  der  meteorolog.  Beobachten. 
Stündliche  Anfzeichngn.  der  Registrirap parat«.  Dreimal  tägliche 
Beobacbtgo.  an  4  RegenstatJonen.  Hrsg.  v.  P.  Bergholz.  II.  Jahrg. 
Mit  8  Taf.    Bremen,  NOssIer.    3  Mk. 

Jahrbuch,  dentsches  meteorologiBches,  f.  1S92.  Beobachtungs- 
System  d.  Königr.  Prenssen  n.  benachbarter  Staaten.  Ergebnisse 
der  meteorolog.  Beobachtgn.  im  J.  1892.  2.  Hß.  Hrsg.  v.  dem 
kCnigl.  prenss.  meteorolog.  Institut  dnrch  W.  v.  Bezold.  Berlin, 
Asher  &  Co.,  Verl.    3  Mk. 

Jelinek's  Anleitung  znr  Ansfutarnng  meteorologischer  Beobach- 
taogen,  nebst  e.  Sammig.  v.  Hilfstafeln.  (In  2  Thin.)  4.  Ana.  Hr^. 
V.  der  Direction  der  k.  k.  Central-Anstalt  f.  Meteorologie  a.  Erd- 
magnetismus. 1.  Thl.  Anleitung  zar  AusfUhrg.  meteorolog.  Be- 
obachtgn. an  Stationen  II.  u.  lU.  Ordnnng.  Leipzig  Eng^mana. 
1  Mk.  20  Pf. 

Kirchner,  M.,  Onisburger  Sonnentafel  f.  d.  J.  1894.]  Anf- 
u.  Cntergangszeit  der  Sonne,  sowie  die  Sonne  des  wahren  Mittags 
zu  Duisburg  f.  aUe  Tage  des  Jahres  1894.    Duisburg,  Ewkb,  &0  Pf. 

Klein,  H.  J.,  Katechismus  der  Astronomie.  Botehrungen  Üb. 
don  gestirnten  Himmel)  die  Erde  u.  den  Kalender.  8.  Aufl.  Leip- 
zig, J.  J.  Weber.    Geb.  in  Leinw.  3  Mk. 

Kloock,  H.,  die  Unhaltbarkeit  der  sogenannten  Methode  der 
kleinsten  Quadrate  n.  die  Neugestaltung  der  endgQItigen  Babnhe- 
stimmungen  der  Sterne.    Bonn,  Röhrscheid  &  Ebbecke.    1  Mk. 

Eonkoly,  N.  v.,  Beobachtungen,  angestellt  am  astropfaysikali- 
Bchen  Observatorium  in  O'Gyalla  (Ungarn).  XIII,  n.  XIV.  Bd.  enth. 
Beobachtgn.  der  J.  1890  n.  1891.  Halle,  Scbmidt's  Verl.-Bachh. 
6  Uk.  60  Pf. 

Kfistner,  F.,  ttb.  Anwendungen  der  Lage  der  Erdase.    [Ans: 
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„Abhaudlgn.  d.  natarforscli.  Gesellsch.  V.Görlitz."]  Görlitz, Tzscha- 
schel's  Bachh.    80  Pf. 

LÄHka,  V.,  zur  BahnbeBtimmoDg.  [Ans:  „SitzuDgsber.  d.  bölira. 
Geb.  d.  Wiss."]    Prag,  Rivniv,  Verl.    20  Pf. 

LiDBenbartb,  H.,  astronomiache  Neuigkeiten.  Berlin,  Rieh. 
Leeaer.    60  Pf. 

Lockyer,  N.,  Astronomie.  Deutsche  Ansg.,  besorgt  v.  A. 
Winnecke.  5.  Anfl.,  dorchgesehen  v.  E.  Becker.  Strassbnrg,  Trftb- 
ner,  Verl.    Kart.  80  Pf. 

Mach,  E.,  n.  B.  Dose,  Bemerkungen  zn  den  Theorien  der 
Schallpbänoniene  bei  Meteoritenftllen.  [Ans :  „Sitznngsber.  d.  k. 
Akad.  d.  Wias/'J    Leipzig,  Freytag.    30  Ff. 

Niosel,  G.  T.,  Bahnbestiinninng  des  Meteors  vom  7.  Joli  1892. 
[Ans:  „Sitznngsber.  d.  k.  Akad.  d.  Wiss."]    Ebd.    70  Pf. 

Oppolzer,  E.  y.,  flb.  die  Ursache  der  Sonnenflecken.  [Ans 
„SitzangBber.  d.  k.  Akad.  d.  Wiss."]    Ebd.    80  Pf. 

Publikationen  d.  aatrophysikaliscben  Observatoriums  zn  Potsdam, 
Hrsg.  V.  H.  C.  Vogel.  8.  Bds.  4.  StQck.  Leipzig,  Eogelmann. 
d  Mk. 

Rebenr-Paschwitz,  E.  v.,  das  Horizontalpeudel  n.  seine  An- 
weDdang  zar  Beobachtung  der  absoluten  n.  relativen  Richtnngs- 
Aonderungen  der  Lotbliaiea.  Ergebnisse  einiger  m.  Unterstützung 
der  kOnIgl.  prenss.  Akademie  der  Wissenschaften  in  d.  J.  1888—1892 
auf  den  Observatorien  zu  Wilhelmshaven  u.  Potsdam,  sowie  in  Pu- 
erto Orotava  auf  TeneriSia  anagefohrten  Beoba<ditnngsreihen.  Leip- 
zig, Engelmann.    16  Mk. 

Seeliger,  H.,  Theorie  der  Beleuchtnng  staubförmiger  kosmi- 
Bchor  Massen  insbesondere  d.  Satumringes.  München,  Franz'scher 
VerL    2  Mk.  20  Pf. 

Viertetjahrsechrift  der  astronomischen  Gesellschaft  Hrsg.  v. 
R.  Lehmann-FilhÖB  o.  a  Seeliger.  27.Jabrg.  1892.  4.Hft. 
Leipzig,  Engelmanu.    2  Mk. 

Naitik. 

Epbemeriden,  astronomiscb-nauüsche,  f.  d.  J.  1894.  Deutsche 
Ausg.  Ueber  Veranlassg-  der  Marino-Section  d.  k.  u.  k.  Reicbs- 
Kriegsministerinma.  Hrsg.  vom  astronomisch-ineteorolog.  Observato- 
rium der  k.  k.  Handels-  n.  naut.  Akademie  in  Triest  anter  Red.  v. 
F.  Anton.    7.  Jahrg.    Triest,  Schimpff.    Kart  3  Mk. 

Leitfaden  f.  den  Unterricht  in  der  Navigation.  3  Tbte.  u.  .Anh. 
Berlin,  Mittler  &  Sohn.  Geli.  nngeb.  in  Leinn.  10  Mk. ;  geb.  12  Mk. 

Ludolph,  W.,  Leuchtfeuer  n.  Schallaignale  in  Ostsee,  Nordsee 
n.  Kanal.    22.  Jahrg.    7.  Anfi.    Bremen,  Heinsius  Nachl    3  lilk. 
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Pbjslk. 

Aiinaloo  der  Fliysik  u.  Choniic.  Beibl&tter.  Hrsg.  v.  G.  a.  £. 
WiodemanQ.  Namourcgistur  zum  1.— 15.  Bde.  (1877—1891),  za- 
sEDimcugGstclIt  V.  F.  Strobcl.    Leipzig,  Barth.    7  Mk. 

Böruer,  H.,  LcitfadoD  der  Expcrimeutal-Pbysik  f.  sechs Iflassigo 
liöhero  Lobranslalteu.  BerÜD,  Weidmaoii'scbeBiicbb.  Oeb.  inLeinw. 
2  Mk.  30  Pf. 

Elbs,  K.,  die  Akkunmlatoren.  Eine  gemeinfassl.  Darlogg,  ihrer 
Wirkungswoiee,  Leiatg.  o.  Bchandlg.    Leipzig,  Barth.     1  Mk. 

Emsniauu's  Vorschule  der  Physik  f.  bShere  Lohranbtalten. 
In  5.  Aofl.  neQboarb.  v.  A.  Tiebo.     Leipzig,  Otto  Wigand.    3  Mk. 

Fricko,  A,,  Leitfoden  f.  deu  Unterricht  in  der  Physik.  In  2 
koiizuDtr.  Karsen  f.  gchobeuo  Bttrger-  u.  höbereo  M&dcbeiiBchulea 
büarb.  1.  Kurs.  3.  Anfl.  Braunschweig,  Appelbaos  &  PfeoDiDg- 
storff.    Kart.  75  Pf. 

Fubb,  K.,  Lehrbuch  der  Physik  u.  Chemie  f.  Volks-Fort*!!- 
dmigs-  D.  Töchterschulen.'  2.  Aufl.  NQniboFg,  Korn'sche  Bucbh. 
2  Mk  40  Pf. 

Grimsebl,  die  maguetiscbeo  Kraftliuieu  u.  ihre  scbulgemässo 
Behandlnng  zur  Erklärung  der  luduktionaströme.  Progr.  Hamburg, 
Hcrold'sche  Buchb.,  Verl.    2  Mk.  50  Pf. 

Handbuch  der  Physik,  hrsg.  v.  A.  Wiukelmanu.  14.  Lfg. 
Breslau,  Ed.  Trewendt,  Verl.    3  Mk.  60  Pf. 

Kindel,  F.,  Leitfaden  der  Physik  f.  den  Anhugsunterricht  in 
Berücksicht  der  neuen  Lehrpiftne.  Breslau,  F^d.  Hirt,  Verl.  1  Mk. 
25  Pf. 

Kunz,  W.,  üb.  die  Abhängigkeit  der  magnetlBcheu  Hysteresls, 
der  Magnetisirbarkeit  u.  des  elektrischen  LeitungsvermOgens  des 
Eisens  u.  des  Nickels  v.  der  Temperatur.  Progr.  Darmstadt,  Win- 
tcr'scbe  Budidruckerei.    1  Mk. 

Macb's  GrondrisB  der  Physik,  f.  die  höheren  Schuten  des  dont- 
schcn  Reiches  bearb.  v.  F.  Harbordt  u.  M.  Fischer.  1-  Tl.:  Vorbe- 
reitender Lehrgang.  Ausg.  f.  das  Gymnasium.  Leipzig,  Freytag. 
Geb.  2  Mk..     Ansg.  f.  Real-Anstalten.    Geb.  2  Mk. 

Mayer,  R.,  die  Mechanik  der  Wärme  in  gesammelten  Schriften 
V.  R.  M.  3.  Aufl.,  hrsg.  v.  J.  J.  Weyrauch.  Stuttgart,  CotU'sche 
Buchh.  Nachf.    10  Mk. 

Hauch,  P.,  Lehrbuch  der  Physik.  Mit  e.  Anh.:  Die  Gmnd- 
lehren  der  Chemie  u.  der  matfaemat.  Geographie.  10.  Anfl.  Frei- 
burg, Herder.    4  Mk.;  Einbd.  in  Halbldr.  45  Pf. 

Puening,  H.,  GrundzOge  der  Physik.  Mit  e.  Anh.:  Ckemie 
u.  Mineralogie.    Zum    Gebrancbe   f.  die  mittleren  Klassen  höherer 
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LehrftDBtalteit  bearb.     HtlaBter,  Aschendorff'Eche  Bochh.    Geb.  In 
Leinw.  2  Mk. 

Pnluj,  J.,  e.  Methode  zar  Messang  der  Phasendifferenz  v. 
harmoniBchen  Wechselströmen  n.  deren  Anwendnag  zar  Bestimmang 
der  Selbstindaction.  [Aas:  „Sitznngsber.  d.  k.  Ahad.  d.  Wiss."] 
Leipzig,  Freyttg     20  Pf. 

—  Aber  die  Phasendifferenz  zwischen  der  clektromotoriscbett 
Geaammtkraft  a.  der  Spannnngsdifferenz  an  e.  Verzweigangsstelle  des 
Stronikreisea  bei  Anwendnag  harmonischer  Wechselströme.  [Aas: 
„Sitzangsbor.  d.  k  Akad.  d.  Wias."]    Ebd.    50  Pf. 

—  fib.  die  Wirkung  gleichgerichteter  siDosartiger  elektromo- 
torischer Kräfle  iD  e.  Leiter  m.  SelbatindDction.  (IL  Mittheilg.) 
[AM!  „SiUnngsber.  d.  k.  Akad.  d.  Wiss."]    Ebd.    50  Pf. 

B«iff ,  R.,  Elasticitat  n.  Elektricitftt.  Freibnrg,  J.  C.  B.  Mohr. 
5Hk. 

Trappe's,  A.,  Schnl-PhTsib.  12.  Aafl.,  unter  BerQckstcht.  der 
nenen  Lehrplftne  neu  bearb.  t.  P.  Kindel.  Breslau,  Ferd.  Hirt,  Verl. 
Oeb.  3  Mk.  50  Pf. 

Vogel,  H.,  Physik.  FQr  mehrklass.  Volksscbalen  bearb.  3,  Aofl. 
Leipzig,  Peter's  Verl.    Geb.  1  Mk.  20  Pf. 

Warbnrg,  £.,  Lehrbnch  der  Experimentalphysik  f.  Stndireode. 
Freibarg,  J.  C.  B.  Mohr.    7  Mk.  60  Pf.;  geb.  in  Leinw.  8Mk.60Pf. 

Wassmnth,  A.,  ob.  die  Lösang  d.  Magaetisimogsproblems 
durch  Reihen.  [Aus :  „Sitzangsher.  d,  k.  Akad.  d.  Wiss."]  Leipzig, 
Freytftg.    50  Pf. 

Wiedemann,  O.,  die  Lehre  t.  der  Elektricität.  2.  Anfl.  Zu- 
gleich als  i.  Aufi.  der  Lehre  vom  Qalvanismaa  u.  Elektromagne- 
tismus.   L  Bd.    Brannschweig,  Vieweg  iC  Sohn.    26  Mk. 


Vermischt«  SchrifUi. 

Abhandlangen  der  königl.  Gesellschaft  der  Wissenschaften. 
31.  Bd.  [Mathe matisch-phys.  Classe,  18.  Bd.]  Leipzig,  Hirzel. 
24  Mk. 

AhhandluDgen  der  königl.  sächsischen  Gesellschaft  d.  Wissen- 
schaften. 32.  Bd.  A.  n.  d.  T.:  Abbandlnngen  der  mathematiscb- 
pbysikal.  Classe  der  kOnigl  sftchs.  Gesellschaft  der  Wiasenschafteu. 
19.  Bd.    Ebd.    12  Mk. 

Berichte  ab.  Verhandlnngen  der  königl.  s&chsischen  Gesellschaft 
der  Wissenschaften  zu  Loip;tig.  Matliematisch- phys.  Classe.  1893. 
I-III.    Ebd.    ä  1  Mk. 

Sammlang  popnlftrer  Schriften,  hrsg.  v.  der  Gesellschaft  Urania 
zu  Berlin.    Nr.  16.  17.  u.  19.    Berlin,  Herm,  Paetel.    1  Mk.  60  Pf. 
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Sitznogsberichtfl  der  k^seri.  Akademie  d.  Wisgenscfaafleii.  Mk- 
tliematisch-naturwiaBenscbaftliche  CIuso.  Abth.  IIa.  Abhandlangen 
BOB  dem  Gebiet«  der  Uatbematik,  Astronomie,  Physik,  Meteorologie 
n.  der  Mechanik.  101.  Bd.  10.  Hft.  Leipzig,  Freftag.  3  Hk. 
20  Pt 

-    daasetbe.    102.  Bd.    1.  n.  3.  Hft.    Ebd.    4  Mk.  50  Pf. 

Sitznngsberichte  d.  mathematiscb-phTBikalischea  Ciasae  der  k.  b. 
Akademie  der  WisBenBchaften  ia  Manchen.  1893.  1.  Hft  Mfin- 
cben,  Franz'scber  Verl.    1  Mk.  20  Pf. 


Baumg^rtner's  Buchhandlung,  Leipzig. 

Vor  Kbtmi«  enchien  und  iit  durch  j«il«  Bachhnndlang  tn  bcsichen: 

Die  Geometrie  der  Lage. 

Vorträge 
Pr»fe88*r  Dr.  Th.  Icyc, 

ord.  ProfesBOT  an  der  DniveniUlt  StrtiBhurg. 
Abtb.  If  (3.  AuH.).    Mit  26  Textfignren.    Brosch.  9  M.,  in  Halbfranz 

gehnndeD  11  M. 
Abtb.  Ifl  (nen).    Broach.  6  M.,  in  Halbfranz  gebnndeu  8  M. 

Bereits  früher  erschien: 
Abth.  I  (3.  Aufl.).    Mit  d2  Textäguren.    Brosch.  7  M.,  in  Halb&anz 
gebenden  9  M. 

Ans  einer  Besprechang  von  Gnido  Hanck: 

Dotereni  Verfasier  gebOhrt  dii  Verdienst,  du  8;i(em  jenM  grotten 
OeomeMn  (Standt}  ron  Minen  EiawiÜgkeiten  berreic  nnd  dadurch  nicht  nur 
■chmackhaft ,  «ondcm  vor  Allsm  fOr  die  WcilerfOrdernng  der  Wissenaehari 
natibar  gemacht  lu  haben.  Dieie  bat  denn  auch  in  den  letalen  Uecennien  eine  &ber- 
aui  fruchtbare  Weitorentwickelung  erfahren,  an  welcher  der  VeifsMcr  durch  acine 
bahnbrechenden  Arbeiten  in  hervorragenücr  Weise  bcthoiligt  war.  Ei  ad  dabei 
namentlich  auf  den  Ausbaa  der  Liniengeomctrie  hingewieaen  ....  Das  anch 
bereiu  ina  Französische  und  ItuliemBchc  überKtste  Werk  Etellt  In  dlCMT 
Miner  neuen  Aofla^e  das  TolhtAndlgste  Lehrbnch  der  nemeren  6e*- 
metrle  dar. 
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Teil  XII. 


Taf.V. 
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XXV.  Kiechl:   sr:  Corajjlexe  Zahlen 
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Im  Vorlage   von   QsMdt    Se   HRndel  in  Leipzig   iat  in   neuer 
Auflage  erschienen : 

Lehrbuch  der  Physik. 

Einschliesslich  der  Physik  des  Himmels,  der  Luft  und  dor  Erde. 
Gemäss  der  neneron  Anschannng  und  mit  den  nenesten  Fortscliritten. 
Fttr  Gymnasien,  Realschulen  nnd  AhnUcbe  Lehranstalten.  Von  Prof. 
Dr.  Paul  fieis.  8.  verhcss.  und  vermehrte  Auflage.  Mit  442  Text- 
figuren a.  850  Aufgaben  nehst  Lösnngen.    gr.  8°.,  VIII,  912  8. 

Preis  9  M. 


Bereits  eingeführt 

an  der  Thomasschole  in  Lefpslg,  an  den  Gymnasien  zu  Bautzea, 
Znickaa,  Chemnlti,  Elsenbers,  Gotha,  Bestock,  an  den  Real- 
gymnasien zu  Zittau,  Gotka,  Rostock,  Au^burg,  Batzow,  am 
Seminar  zu  LSbaa,  an  der  Oberreal  sehnte  in  Oldenbargr,  an  der  höh. 
lÜBdelsBCbnle  in  Gotha,  an  der  Vorbereitnngsschnle  zu  Neu  ^kVn- 
see,  an  den  Landnirtschaftsschulen  zn  Dakme  (Mark)  n.  Marien- 
bnrg,  in  Gebrauch  in  Ratdbor,  Troppau,  Wohlan,  Leobschfllz, 
Oldenburg  etc.  zur  EinfQhrnng  beantragt  an  15  preossischen 
Schnlen  ist  das 

Übungsbuch  zur  Arithmetik  und  Algebra, 

enthaltend  die  Formeln,  Lehrsätze  nnd  AnflOaungsmetboden  in 
systematischer  Anordnung  nnd  eine  grosse  Anzahl   von  Fr^en  und 
Aufgaben.    Für  höhere  Lehranstalten  bearbeitet  von 

Dr.  E.  Wrobel, 

I.  Lehrer  d.  Math,  «m  ä^oiD.  lu  RoBtock. 


I.  Teil:    Pensum    der    Tertia    nnd   Unter  -  n.      2.  Aufl.     1893. 

2,60  M.  (enthält  auch  Quadrat  Gleichungen  mit  1  Ueb.) 

II.  Teil:    Pensum    d.   Ober  -  II.   n.    Prima   d.    Gymnasii.     1891. 

1,40  H. 
II.  Teil  mit  Anhang:    Pensum  d.   Ober  -  II   n.    Prima  höherer  re- 
alistischer Lehranstalten.     1892.    2,20  M.     Anhang  apart 
fQr  Oberprima  0,80  M. 
Die  Resultatbefte  (zn  I.  IM.,  IL  1,25  M.,  zum  Anhang  0,60 M.) 
werden  nur  an  Lehrer  direkt  abgegeben.    Prospekt  •gratis. 

BV  „Ich  habe  Wrobels  Übungsbuch  sowohl  in  Privat-  als  auch 
im  öffentlichen  Unterricht  erprobt  und  in  jeder  Hinsicht 
als  TOrzflglidi  geeignet  befunden.  Schwachbegabten 
Schülern  ist  diese  Aufgabensammlung  geradezu 
unentbehrlich".  Prof.  Dr.  Seh.  in  Tr. 
Roaioek.  Wllh.  Werther's  Verlag. 
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Soeben  erschion: 

EUrihrmg 

in  die 

Grundlagen  der  Geometrie. 

Von  Dr.  Wilhelm  KlUla*, 

Prof.  dor  Mathematik  an  der  Academie  Münster. 

Erster  Band. 

Mit  40  Figuren  im  Tüxt.    X  u.  357  S.    gr.  8".    7  H. 

Yerimy  tob  Ferdinand  Behflnlagh  In  Paderborn. 

INHALT. 

XIX.  Die  Oauu*«ch«  DariUllung  eomplexer  Zahlen  in  eeontettiarher 

Bcienchtung.    Vod  Adklbert  Breaer 337 

XX.  Ueber   den    Inlinlt   des    vienlimenaioaaloD    Fentncdcri.      Von 

Brn*t  Liers 344 

XXI.  Ucbcr   eine  Analogie    dei    Laplac«'acben   UeterminanUnMiicE. 

Von  Brost  Lier 3&a 

XXII.  Ueber  eine  Bcliar  von  Carren  aal  einer  TangeDlcnfllche.    Von 

B.  Hoppe 35* 

XXIII.  Ueber    geradlinige    Asymptoten    algebraiacber    Cnrvsn.      Von 

A.  Himstedt 4&7 

XXIV.  Ueber  die  Triaection  des  Wiokela  mitlelil  beliebiger  fester 
Kegelschnitte,  Von  Dr.  Stephan  Glaaer 367 

XXV.  Analytische  Bntwickelnng  von  Gleichungen  über  drei  in  den- 
BclbsQ  Fankto  sich  schneidende  Traniversalen  eines  Dreiecke«. 
Von  Josef  Kiecbl 411 

XXVI.  Zur  Zahlentheorie.   (Zweiter  Artikel.)    Von  O.  Speekaann  431 
XXVII.  Ueber  die  Factorsn  der  Zahlen.    Von  O.  Speckmann     .   .    435 

XXVIII,  Beweis  des  Satses,   dass  jede  nnbegreaite  arithmetische  B«be, 
in  welcher  das  Anfsugsglied  aar  Differen*  reluiv  prim  i«t,  un- 
endlich viele  Frimiahlen  enthalt.    Von  Q.  Speckmann  .   .    439 
XXIX.  Miacellen. 

1.  Frojeetive  L(«nDg   eioer  gcometriscbeD   Aufgabe.    Von 
Wilhelm  Eult 444 

2.  Beliebig  weit  atigeo&herte  ir-ConsIraciion.    Von  Dr.  J. 

E.  Böttcher 444 

3.  Zur    Zablentheorie.     (Artikel  III.)      Von    O.    Speck- 

4.  Das  Drrieck  beiogen  aof  aeine  Haapttrl^heitaazen.   Von 

B.  Hoppe 447 

QnilaiviiM,  («anickt  Ul  V.  W.  Bvaili*. 
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